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Bitte schalten Sie Ihr Mobiltelefon aus und legen es nicht auf den Tisch; legen Sie bitte Ihren
Lichtbild- und Studienausweis sichtbar auf den Tisch.
Bitte überprüfen Sie, ob Sie fünf Aufgaben erhalten haben.
Schreiben Sie bitte nicht in den Farben rot oder grün. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren
Nachnamen und Vornamen.
Lösen Sie bitte jede Aufgabe auf dem dafür vorgesehenen Blatt. Falls der Platz nicht ausreicht,
verwenden Sie bitte die leeren Seiten am Ende und vermerken dies auf dem Angabenblatt der
entsprechenden Aufgabe.
Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Lösung abgeben; streichen Sie
deutlich durch, was nicht gewertet werden soll.

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. [5 Punkte]

Seien f = xy3 − x2 und g = x3y2 − y Polynome in C[x, y].
Beweise oder widerlege: Diese Polynome bilden eine Gröbnerbasis des Ideals ⟨f, g⟩ bzgl. deglex
mit x > y.
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Aufgabe 2. [5+9 Punkte]

a) Geben Sie ein Beispiel einer Varietät über dem Körper C an, die unendlich viele singuläre
Punkte hat. Bitte begründen Sie Ihre Antwort.

b) Geben Sie ein Beispiel einer glatten a�nen Varietät X ⊂ An über C an (die Zahl n können
Sie konkret wählen), sodass der projektive Abschluss X ⊂ Pn singulär ist. Geben Sie dabei die
Gleichungen für X und X explizit an und vergessen Sie nicht zu prüfen, dass Ihr X irreduzibel
ist. Bitte begründen Sie Ihre Antwort.
Hinweis zu b): Es gibt ein Beispiel für n = 2.
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Aufgabe 3. [9 Punkte]

Seien d, n ∈ N und

0 ̸= f =
∑

(i0,i1,...,in)∈Zn+1
≥0

i0+i1+...+in=d

ai0i1...inx
i0
0 x

i1
1 · · ·xin

n

ein homogenes Polynom in C[x0, x1, . . . , xn] vom Grad d. Das Polynom f können wir als einen

Punkt in P(
n+d
d )−1 mit Koordinaten ai0i1...in ∈ C au�assen (z.B. in der lexikographischen Ord-

nung).

Sei nun X = {f ∈ P(
n+d
d )−1 | V (f) glatt} ⊂ P(

n+d
d )−1, wobei V (f) ⊂ Pn die Nullstellenmenge

des Polynoms f bezeichnet.

Zeige: X ist dicht in P(
n+d
d )−1.

Hinweis: Betrachten Sie die abgeschlossene Teilmenge Y := {(f, p) ∈ P(
n+d
d )−1 × Pn | f(p) = 0}

von P(
n+d
d )−1 × Pn. Ferner können Sie den Satz aus der Vorlesung benutzen, dass für jeden

Morphismus φ : V → W zwischen zwei projektiven algebraischen Mengen das Bild φ(V ) in W
abgeschlossen ist.
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Aufgabe 4. [8 Punkte]

Seien A und B kommutative Ringe und f : B → A ein Ringhomomorphismus.
Sei f ∗ : SpecA → SpecB der induzierte Morphismus mit f ∗(p) := f−1(p) für alle p ∈ SpecA.
Zeige: f ∗ ist ein dominanter Morphismus (d.h. de�nitionsgemäÿ, dass f ∗(SpecA) in SpecB
dicht ist) genau dann, wenn Ker f ⊂

√
(0) ⊂ B.

Hinweis: Sie dürfen folgende Formel ohne Beweis benutzen: Für alle Ideale I von A gilt

V (f−1(I)) = f ∗(V (I)),

wobei standardmäÿig für einen kommutativen Ring R und eine Teilmenge J ⊂ R die Menge
V (J) ⊂ SpecR als {q ∈ SpecR | J ⊂ q} de�niert ist.
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Aufgabe 5. [5+9 Punkte]

a) Berechne das Hilbert-Polynom des homogenen Ideals ⟨x2y3, y4⟩ ◁ C[x, y].

b) Seien K ein algebraisch abgeschlossener Körper, n ∈ N und I ein homogenes Ideal im Ring
K[x0, x1, . . . , xn]. Ferner sei S := K[x0, x1, . . . , xn]/I = ⊕i≥0Si der entsprechende graduierte
Ring.

Die Poincaré-ReiheHR(t) von S ist de�niert alsHR(t) :=
∑

i≥0HF (i)ti mitHF (i) := dimK(Si)
(die Hilbert-Funktion von S).

Nach der Vorlesung kann man die Poincaré-Reihe HR(t) von S als A(t)
(1−t)d

schreiben, wobei

d ≥ 0 und A(t) ∈ Z[t] mit A(1) ̸= 0. Ferner existiert ein Polynom HP (s) ∈ Q[s] (das Hilbert-
Polynom), sodass HF (i) = HP (i) für alle i ∈ N, die groÿ genug sind.
Sei nun d ≥ 1.
Zeige: HP (s) = A(1)

(d−1)!
sd−1 + Terme mit kleinerem Grad von s.

Hinweis: Es gilt: HR(t) = A(t) ·
(∑

m≥0

(
m+d−1
d−1

)
tm

)
.

Schreiben Sie A(t) = a0 + a1t+ . . .+ aet
e mit ai ∈ K und benutzen Sie die Formel:(

l+d−1
d−1

)
= (l+d−1)(l+d−2)...(l+1)

(d−1)!
.
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