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§ 11. Anwendungen von Theorem B

Hilfssatz. kx sei der Ring der holomorphen Funktionskeime in
einem Punkt x einer komplexen lMannigfaltigkeit. m c o sei das
. . . . x
maximale Ideal aller Funktionskeime, die in x verschwinden. M
sel ein endlich erzeugter mX—Modul. Dann gilt:
Ein System fq,...,fk von Elementen aus M ist genau dann ein
Erzeugendensystem von M liber »_, wenn ihre Restklassen in M/ml1
ein Erzeugendensystem von M/mli {iber 6 /m = ¢ bilden.

Zum Beweis dient das Lemma von Nakavama:

Sei L ein endlich erzeugter hx—ﬁodul mit L = mL. Dann ist L = O

Beweis des Lemmas. Sei BpreeesBy ein minimales Erzeugendensytem
von L iber mx'

Annahme: 1 = 1
Da L = mL, gibt es Elemente Myyeee,lly € m mit

B D HafgeictiLE; »
1-1
(1-my)g; = 2 m, g .
=1

(1—m1) ist invertierbar in 6. da (1-ml) * m. Also

1-1
2
P Ly 1—ml Bi
i=1

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitit des Erzeugendensystems.

Korollar. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber 6, und N ein

Untermodul von M mit

N+mlM=M

Dann gilt N = M.
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Beweis des Korollars. L := M/N = mL = (m#N)/N = M/N = L

Also: L =0=>N = M,

Beweis des Hilfssatzes. Die Restklassen von fqv"°vfk mogen M/mM
erzeugen.

Nach Voraussetzung: N + mM = M. Daraus folgt nach dem Korollar
N =DM, d.h. fq,...,fk erzeugen M.

Satz 1 (Theorem A von Cartan-Serre). [6]

Sei % eine kohdrente e-Modulgarbe auf einer Steinschen Mannig-
faltigkeit X und x ¢ X. Dann erzeugen die Elemente von %(X) den
Halm = uber AT
Beweis. Sei m(x) c & die Idealgarbe des Punktes x.

(BEs gilt: m(x)_ = @_ falls y # x und m(x)x = m,, wobei m_c &
das maximale Ideal ist).

m(x)% ¢ % ist eine kohdrente Untermodulgarbe, da endlich erzeugt.

X

0 —> m(x)F —> ¥ —> 7/m(x)7 —> 0

ist eine exskte Garbensequenz.

(“/m(x)w)x xx/m(x)xﬁx =3 /m 3

(#/m(x)5), =0 firx#y

Daraus folgt: HO(X,%/m(x)3) = 7 /m ¥ - Nach Theorem B ist
B (X,m(x)%) = 0

Also ist

HO(X,%) 2> HO(X,3/m(x)3) —> O

exakt, das heiBt

%(X) £ 3x/ Ty

ist surjektiv.
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=0 fir x & X N¥; da

Sei 045+++,m ein Erzeugendensystem von Nx/mxwx Uber € und seien @Y,x
1 f1seesfy Elemente von 7(X) mit 8(f;) = e; fiir i = 1,...,k. Nach . i
; dem Hilfssatz folgt: -ﬁY(U) ~ Menge der holomorphen Funktionen f: ¥YNU > ¢ fir U
‘ Die Keime von f,,...,f, in x erzeugen # lber L offen in X. Da nach Theorem B Hq(X,J) = 0, folgt:

Satz 2. Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und Y eine ana- HO(X,mX) = HO(X’mY) 29

lytische Untermannigfaltigkeit. Sei
ist exakt; also ist die Beschrénkungsabbildung
I(Y) := {f € o(X): £|Y = O}
6 (X) —> o(Y)
Dann gilt:
surjektiv.

T = VW(I(Y)) := {x e X: £(x) = O fiir alle £ € I(Y)} :
Satz 4. Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und selen

e 6(X) ohne gemeinsame Nullstellen. Dann existieren

: Beweis. Trivialerweise gilt V(I(Y)) o Y. fyyeeesfy

i Zu zeigen: Sei x é Y. Dann existiert eine Funktion f € o(X) mit Funktionen o ,ee.,0; € 6(X) mit

% f(x) # O und fIY =0, apfgteeetoy fy = e
i

! (Bemerkung: Diese Aussage ist i.A. falsch, wenn X nicht Steinsch Beweis. Sei ®: o —> o

I ist).

ey — fi

i Beweis hierfiir: Sei 4 c & die I
w SEY s fir 1 = 1,.00,ke Da £ 500058 keine gemeinsamen Nullstellen haben,

i I(Y) = a(X) = H(X,9).
! Sei x e X\Y = Iy = 64+ Nach Theorem A existiert ein f ¢ J(X) mit

f(x) # O.

ist fiir jedes x € X die Abbildung

k
s — )
°°x @X X

Satz 3. Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und Y eine analy-
tische Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jeder holomorphen

FTnktion f: Y —> ¢ eine holomorphe Funktion F: X —> ¢ mit . = o x i =
B = £, B 2 FEE

surjektiv. Sei @ := Ker (mk £ > &). & ist kohdrent und

Beweis Sei 9 die Idealgarbe von Y. Dann ist exakt. Also ist

o ky > 6) —> 0
0—> 3 —> 6y —> 6y —> 0 H(X,65) H(X,s)

exakt und es gilt: exakt, d.h.

i A B A e e
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(X)) —> o (X)

e; — fi

ist surjektiv. Daraus folgt die Behauptung. q.e.d.

Bemerkung. Fiir KrTq,...,TnW statt ©€(X) (K algebraisch abgeschlossge-
ner Korper) ist dies der Hilbertsche Nullstellensatz.

Gegenbeispiel fiir nicht Steinsches X
Sei 0O« r<R<£eound n > 2.

X :=f{zecl: r< lzl < R}

Vorgegeben seien die Koordinatenfunktionen ZgseeesZy im cn, die

in X ohne gemeinsame Nullstelle sind.

Annghme. Es gidbe QpreeeyOy € 6(X) mit

S, = 5
0qZq*e %20 1

Nach dem Satz von Hartogs (Satz 4 in § 5) existieren A, ¢ &(X),
wobei X = {z e ¢B I I < R} mit

Mit der Eindeutigkeit analytischer Fortsetzung gilt hiermit auf ¥:
A121 ess Anzn =1
Dies kann aber im Nullpunkt nicht gelten.

Bemerkung. Es gilt sogar:
Eine offene Menge X im c? ist genau dann Steinsch, wenn in X die
Aussage von Satz 4 gilt.
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Satz 5. Auf einer Steinschen NMannigfaltigkeit X ist Jedes Cousin-
I-Problem losbar.

Beweis. Hq(X,“) =
Satz 6. Auf einer Steinschen lMannigfaltigkeit X gilt
H'(X,0%) = H2(X,2)

Corollar. Gilt fiir eine Steinsche Manmigfaltigkeit X, daB H(X,Z) =
so ist auf X jedes Cousin-II-Problem 18sbar.

Bemerkung. a) Fiir jede offene (d.h. nicht kompakte) Riemannsche
Fléche gilt i (X,2) = 0, also insbesondere fiir Gebiete in c.
b) Sei Y := {z €cC: 1< , ] < 2} und X := ¥xY c c2{

Dann gilt H (X Z) = Z und in X ist nicht jedes Cousin-II-Problem
16sbar.

Zu dem in b) angesprochenen Problem vergleiche Gronwall F111.

Beweis von Satz 6.

O—>2 —> 0 —> o* —> 0

P e21'rif
ist exakte Garbensequenz. Daraus folgt:

0 = B'(x,0) —> H(X,0*%) —> H2(X,2) —> H2(X,8)

n
o

ist exakt.

Satz 7 ("Holomorpher Satz von de Rham" von Serre).
Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit. Fiir q € N bezeichne Q3(X)

den Vektorraum aller holomorphen Differentialformen vom Grad gq.
Es gei

Rni(x) := Xer 0¥ x) —> Qq+1(xzz
* In (a%"1(x) —> q9(x))
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Dann gilt filir alle q € IW:
rnd(x) = BY(X,c).

Beweis. Seien 09 die Garben der holomorphen Differentialformen
vom Grad q auf X. Dann ist die Garbensequenz

0 —>r—>al S5 02 —o iy —>.0% >0

exakt (wobei n die komplexe Dimension der Mannigfaltigkeit X
bezeichne) nach dem Pancaréschen Lemma.
Diese Garbensequenz ist eine azyklische Aufldsung von ¢, d.h.
Hk(X,nq) = O fiir alle k 2 1, q ¢ I, nach Theorem B, da 0% als
lokalfreie #-Modulgarbe kohdrent ist. 0% ist lokal-frei, denn fiir
einen Punkt x € X gibt es eine offene Umgebung U, die homdomorph
zu einer offenen Teilmenge des ¢® ist und in U gilt dann

ad(u) = | a, { By oNewshZg 8 8

q l,I...lq

e a(Wl= a("
wobei m = (2).
Mit dem abstrakten Satz von de Rham folgt die Behauptung.

Korollar. Sei X eine n-dimensionale Steinsche lMannigfaltigkeit.
Dann gilt

H¢r e) = @ fir g =1

Bemerkung. Es 1388t sogar beweisen, daB fiir eine beliebige Abelsche
Gruppe G

HY(X,6) = O flir alle q > n.

Dies folgt aus einer Arbeit von Andreotti-Narasimhan 5% =

- 151 -

Additiv automorphe Funktionen
Sei X eine komplexe lMannigfaltigkeit, m: X —> X die universelle
Uberlagerung. Dann gilt bekanntlich (vgl. Schubert [271)

ﬂq(X) = Deck (X/X),

wobei Deck (X/X) = Gruppe aller HomSomorphismen f: X —> ¥ mit
m= mef,

und Deck (X/X) wirkt transitiv auf jeder Faser, d.h. sind x,x' ¢ ¥
mit w(x) = m(x'), so gibt es (genau) ein ¢ ¢ Deck (¥/X) =: G mit
o(x) = x'.

¥ ist in naheliegender Weise eine komplexe Mannigfaltigkeit und
die Abbildungen o € G sind biholomorph.

G wirkt auf 6(X) wie folgt:

Sei £ e 6®), o € G.

(0£)(x) := £~ (x)).

Es gilt dann of ¢ «(X) und
(tr0)f und v(of) fiir o,7 € G

und die durch f ——> of gegebene Abbildung ist ein Automorphismus
von &(%).
Die surjektive holomorphe Abbildung m: X —> X induziert einen
Monomorphismus

m™: 6(X) —> (%)
~(X) werde mit n*(MKX)) c «(X) identifiziert. Dsnn sind die Funk-

tionen aus #(X) genau diejenigen aus &(X), die bei allen Deck-
transformationen invariant sind.

Definition. Eine Funktion f ¢ 6(¥) heiBt automorph mit Automorphie-
summanden o € o(X), o0 € G, falls fiir alle o gilt:

of - f = a4
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Bemerkung. Die Zuordnung o F——> 84 ist ein Gruppenhomomorphismus

a: ﬂq(X) —> a(X)

Satz 8 (Stein). Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und

a: ﬂq(x) —> o(X)

—
o} ao

ein Homomorphismus. Dann gibt es eine holomorphe Funktion f auf

der universellen Uverlagerung von X mit den Automorphiesummanden

g, 0 € m,(X).

Beweis. Sei G = Deck /%) = nq(X) mit der diskreten Topologie
versehen. Dann gibt es zu jedem Punkt x ¢ X eine offene Umgebung

U und einen spurtreuen Homdomorphismus

o (U) —> UxG

mit folgender Eigenschaft:
Sei m(x) = (E,a) = (m(x),n(x)) und 7 € G. Danmn gilt
o(1x) = (F,70) = (n(x),7(n(x))).

Fiir die durch die Gleichung m(x) = (n(x), n(x)) definierte Abbil-
dung n: « (U) —> G gilt also

m(x) = nlrx).

Es gibt eine offene Steinsche Uberdeckung (U )y =2 1 1

Homdomorphismen

0 ﬂ-q(Ui) == Dol _, Ti(x) & ("<X)’ﬂi(X))

mit den obigen Eigenschaften.
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: . -1 i
Die Funktion f; € 6(w '(U;)) sei wie folgt definiert

£,(x) := -ani(x)(x)

Behauptung. Es gilt of.-f. = a
S v o

Beweis. (of;)(x) = fi(c-q(x)) = - ani(c-1(x))(x), da ¢ Decktransfor-

mation und ani(d-q(x)) (3 ?‘(X).

(Gfi-fi)(x) o aa'qni(x)(x) + aﬂi(x)(X) o

86(X) = an (x)(X) * 8y (y)(x) =

ac(x) =

afi-fi = ac.

Setze dann in ﬂ_q(Uint)

gij i fj

: ‘o
8 4 ist dann holomorph in = (Uint)’ Ferner ist 8 € 6(X), denn

0g::. = of. - ogf. = f. + - = - =
ij i 3t e - Ups) st 15 8y

(gij)(i,j)tlxl erfiillt die Cozyklenrelation beziiglich 1:

Seien i,j,k € I. Dann gilt iiber UinU nu.

i

R A e P - = - =
Big * By = T3 Ty * I3~ = £, - 0 = gpe
Da nach Theorem B gilt Hq(n,n) = 0, existieren Funktionen By € &(Ui)
mit
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in Uint. Daraus folgt: Uber n_q(Uint) gilt

Also existiert eine globale definierte Funktion f € &(X) mit
fln—q(Ui) = f. -8B
und f ist Losung des Problems, d.h. of - f = By e

Beweis hiervon. Es geniigt, die Gleichheit lokal zu zeigen. Uber
nN(U,) gilt

o(f-g;) - (f;-g;) =L, *a -6; - 1; + g = 8.

amit ist Satz 8 bewiecen.
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