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§ 10. Beweis von Theorem B fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und ¥ c &(X).
Dann heiBt X J-konvex, wenn folgendes gilt:
Fiir jede kompakte Teilmenge K c X ist die Menge

ﬁq := x € Xz |£(x)| < sup |£(x)| fir alle £ € 3}

kompzakt.

Definition. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und Y € X eine
offene Teilmenge. Y heiBt relativ-holomorph-konvex beziiglich X
(oder Rungesch in X), wenn Y (6(X)|Y)-konvex ist, (d.h. fiir jede
kompakte Menge K ¢ Y ist die Menge

~

Ky y &= fye: lf(y)| < sup {f(K)l fiir alle £ ¢ e(X)}

kompaktJ

Satz 1 (Rungescher Approximationssatz von Oka-Weil).

Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und Y eine offene relativ
holomorph-konvexe Teilmenge von X. Dann kann jede holomorphe
Funktion f ¢ »(Y) auf jedem kompakten Teil K c Y gleichméBig
durch Funktionen zus ©(X) approximiert werden.

~
Beweis. 0.B.d.A. K = KX ¥ da Y relativ holomorph-konvex beziig-

lich X. Es gibt ein anaiytisches Pdyeder P, das durch Funktionen

aus ©(X) beschrieben wird mit

KcPcPcl.

(Dies beweist man wie Satz 1, § 6). Nach Satz 3 in § 6 existieren
holomorphe Funktionen q,;...,o, ¢ 6(X) und eine analytische Unter-

n
mannigfaltigkeit A des Einheitspolyzylinders Ec ", so da8

0 = (mq,...,mn): P—> 4

eine biholomorphe Abbildung ist. Es existiert eine holomorphe
Funktion g auf A mit

f|P = gew
Hilfssatz.(Bezeichnungen wie im Beweis von Satz 1).
Sei E' cc E ein konzentrischer offener Polyzylinder. Dann
existiert eine holomorphe Funktion G € 6(E') mit

G|AnE' = g|anE’.

Beweis des Hilfgsatzes.
Sei 3 die Idealgarbe von A auf E (d.h. fiir U offen in E ist

3(U) = {£ € 6(U): £|anU = O}
3 igt kohdrent nach § 9. Mit Satz 9 in

g'(g',9) = 0.

] > 3 (]

ist eine exakte Garbensequenz. Dabei ist og die Garbe der holo-~
morphen Funktionen auf E. 6 gsei die wie folgt definierte Garbe
auf E: Piir U offen in E ist

6,(U) := Menge der holomorphen Funktionen suf ANU.

B
bp T 0y

ist die Beschréankungsabbildung. 8 ist halmweise surjektiv und
es gilt Ker 8 = 3. Also ist

BO(B’ ,65,) —> B(E' ,6,,5.) —> H'(E',5)




Geads Bl Bemerkung (Verallgemeinerung von Satz 1).

Sei Y eine komplexe Mannigfaltigkeit und % c o(Y
o(E') —> e(ANE') e P (Y) derart, daB

gilt:
f > f|AnE' i) Y ist x-konvex
ii) Die Funktionen aus % trennen die Punkte von Y
ist surjektiv, da H'(E',3) = 0. Daraus folgt sofort die Behaup- iii) Zu jedem Punkt y € Y gibt es eine Ungebung von U von y und
tung des Hilfssatzes. Funktionen f,,...,f € %, so daB (fq,---,f ) die Menge U biholo-
morph auf eine offene Teilmenge des cZ abbildet.
Fortsetzung des Beweises von Satz 1 Dann kann jede holomorphe Funktion f e &(Y) durch Polynome aus

Wéhle E' so groB, daB o(K) c E'. Sei ¢ > O vorgegeben. Dann Funktionen von % kompakt approximiert werden.

| existiert ein Abschnitt
Lemma (H.Cartan).

Sei U eine offene lMenge im ¢ und x e U. Weiter sei M ein Unter-
modul von ﬁi- Sei (f ) eIN eine Folge von k-tupeln holomorpher
Funktionen in U (4. h. fv e o(u)k ), die kompakt gegen f € o(U)K
konvergiert.

Gilt p (f ) € M fiir alle v, so gilt auch pJ(2) € M.

i i

5= n
F(z) = ji Bt N ity
Sobaa i =

der Taylorreihe von G, so daB

-G <
)IF(Z) (Z)I = Der Beweis macht Gebrauch vom Krullschen Lemma.

(Fiir einen Beweis des Krullschen Lemmas siehe [101).
Sei m, © 0, das maximale Ideal aller Funktionskeime, die in x
verschwinden. Dann gilt:

ZEe0

Fir x € K gilt:

Gp(x)) = glo(x)) = £(x) = |£(x) - F(o(x))| < ¢ fiir alle x € K. s (tenel .
=1

i £ Un das Lemma zu beweisen, geniigt es also zu zeigen
Fln(x)) = 5; a; 5 mqq(x)'...-mnn(x). L : : P
- ; qeeeiy
11+...+1nsk

U s .k
0 (f) e M + m 8
Es gilt Foen € 0(X), da o, € 8(X) fiir v = 1,.:.,0+
Also 188t sich f € ©(Y) auf K gleichmdBig durch Funktionen 6(X)
approximieren. g.e.d.

fiir alle s » 1. Sei il

ot k>
Der Beweis fiir den Satz in der hier angegebenen Fassung stammt von
| K. Oka [21], [22]. Weitere Beweise finden sich in den Arbeiten

B von H. Cartan [4 ], [ 57.

'f | Der Satz wurde zuerst von A. Weil [30] mit Hilfe einér Integral-
formel bewiesen.

die kanonische Quotientenabbildung. Es gilt

@i/mihi = Pg_1 (als c-Vektorréume),
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wobei P der Vektorraum aller Polynome vom Grad <€ s-1 in n

s=1
Variablen ist.

Fir p = (Pq""’Pn) e W2 sei ap(m) der p-te Koeffizient der
Taylorreihe um x der in einer Umgebung von x definierten holo-
morphen Funktion ®. Damit folgt

mg(0) = o (0)(z-x)°
p

l |<s

Da (fv) kompakt gegen f konvergiert, folgt aus der Cauchyschen
Integralformel:

s . k
(%) “p(fv) konvergiert (in ¢") gegen ap(f).
L (M) ist Untervektorraum von mx/m = Mg (M) 1st abgeschlossen
1n dem (endlichdimensionalen) Vektorraum @x/m @ (beziiglich der

eindeutig bestimmten Hausdorffschen Vektorraumtopologle).
Es gilt: ns(f;) ¢ ﬂS(M), wobei f: 5= og(fv).

"s(fv) e ﬂs(f) wegen (*).
Daraus folgt ns(?) e M=

- k, s k

RS “’x/‘“x“x
Corollar. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und % c ok eine
Untermodulgarbe. &k(X) trage die Topologie der kompakten Kon-
vergenz. Dann ist %(X) ein abgeschlossener Untervektorraum von
k
6 (X))
Beweis. Sei f ¢ 65(X). Dann gilt

fesX)e® p§<f> € 3, fir alle x ¢ X.

Beweis hierfiir: "=" ist trivial.
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“und (I) fir o

"&": Zu jedem x € X existiert offene Umgebung U x» SO daB
f,U e W(U YeisDa U U, = X, gilt nach Garbenaxlom (II) fir =

K. £ e 3(x).

Sei Jetzt £ € 3(X), v € N, eine Folge, die kompakt gegen
£ e 65(x) konverglert Dann gilt oX(f) € 3, fir alle x ¢ X =
£ e 5(X).

Satz 2. Sei F ein Fréchetraum und E ¢ F ein abgeschlossener
Untervektorraum. Dann sind auch E mit der induzierten Topologie
und F/E mit der Quotiententopologie Fréchetriume.

Satz 3 (Banach). Seien E,F Fréchetrdume und ©: E —> F eine
stetige surjektive lineare Abbildung. Dann ist e offen.
Insbesondere gilt: Ist ¢ sogar bijektiv, so ist ¢ ein HomSomor-
phismus.

Satz 4. Sei (F. )1¢I eine abzédhlbare Familie von Fréchetriumen.

Dann ist HIF (mit der Produkttopologie) wieder ein Fréchetraum.
ie

Zum Beweis dieser drei funktionalanalytischen S&dtze siehe z.B.
Kéthe [167.

Definition (Fréchetgarbe).

Sei X ein topologischer Raum. Eine Fréchetgarbe ist eine Garbe

% von Vektorrdumen, bei der alle %(U), U offen in X, die Struktur
eines Fréchetraumes tragen und die Beschrinkungsabbildungen

F(U) —> (V)
fir Vc U offen stetige lineare Abbildungen sind.
Beispiele. Sei X komplexe Mannigfaltigkeit mit abzdhlbarer Topolo-
gie.

B , 5 "
a) &,6° sind Fréchetgarben. Dabei trage 6(U) fiir U c X offen die
Topologie der kompakten Konvergenz
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b) ¥ c ¥ ecine Untermodulgarbe. Dann ist ¥ nach dem Corollar
zu dem Lemma von Cartan und Satz 2 eine Frechetgarbe.

Koh#rente analytische Garben als Fréchetgarben

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit abz&hlbarer Topologie
und % eine kohdrente e-Modulgarbe iiber X.

Sei U c X eine offene Teilmenge. U heiBe von der Gestalt («),
falls es eine offene Menge U' € X mit U cc U' und eine biholo-
morphe Abbildung U' —> E' gibt, wobei E' ein Polyzylinder im
¢® ist, so daB a(U) =: E ein konzentrischer Polyzylinder ist.

Bemerkung. Die llengen der Gestalt () bilden eine Basis der
Topologie von X.
1) Sei U eine Menge der Gestalt (*), U" ein Polyzylinder (d.h.
biholomorph zu einem Polyzylinder im ¢2), so da8

T csite U,
Uber U" existiert eine exakte Sequenz

(#%) D 8 e AE > § D O

nach Satz 8, § 9, wobei 2 = Ker (nk —> %). @ ist nach Satz 2,
§ 9, kohdrent und nach Theorem B fiir Polyzylinder (Satz 9, § 9)
gilt

1 =

BE'(U,2) = 0.
Also ist die Sequenz

0 —> e(U) —> mk(U) —> %(U) —> 0

exakt. Daraus folgt

3(U) = e5(U)/e(U).
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Auf %(U) werde die Quotiententopologie eingefiihrt. Dadurch wird
%(U) zu einem Fréchetraum.

a) Diese Topologie ist unabhéngig von der gewshlten Aufldsung (#%*).
Die Wahl der Aufldsung ist gleichbedeutend mit der. Wahl eines
Erzeugenden-Systems fqv""fk von 7 liber U". Es geniigt also zu
zeigen: Ist f 00,8y, fy4qoe+++f, eine Erweiterung des Erzeugen-
densystems, so ergibt sich dieselbe Topologie.

Sei

oK (U) —> aT(1)
e; *__>,ei
fir 3 = 1,.00,k. Dann ist

0 —> 8(1) ~—> S(0) iif W) =55

b e e =L

0 —> &) —> ™(U) —> 3(U) —> 0
ein kommutatives Diagramm (mit exakten Zeilen), wobei
2(U) —> ' (U)

die von &k(U) —> &™(U) induzierte Abbildung ist und %(U)' be-
zeichne den Raum %(U), versehen mit der Quotiententopologie, die
von

eT(U)/2' (V) = %(UV)
herriihrt. :

id: x(U) —> z(U)!

ist stetig und also nach Satz 3 ein HomSomorphismus.

b) Seien V,U Mengen in X der Gestalt (%) mit V c U. Dann ist die
Beschrénkungsabbildung

3(U) —> 3(V)
stetig.
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Beweis. Uint 148t sich darstellen als

Beweis.
o__)n___)(:\k——>','ﬁ—>0
U.nU, =11 W, .
173 yep idv
ist exakt iber U". Daraus folgt
wobei W.. offene lMengen der Gestalt (%) si i
{4 #) sind. Sei
0 —> a(U) —> mk(U) —> #(U) —> O .
K: 1 %(U.) —> 1 F(W.. )

E E‘D iel 2 iy,d.v 1dv

+ £

() (]

$ +

[ @ ( )

£.). —2((f:~T, Fa
0 —> a(V) —> &5(V) —> %(V) —> 0 1736l e fJ)'lev)(i,J,V)‘IxIxA
; ist kommutativ. Nach a) folgt hieraus die Stetigkeit der Abbildung B @) dam: Ker © -~ I\,
: ¢ ist stetig nach 1 b. Also ist
=(U) —> =(V).
Im A = Ker Kk = x'q{o}
c) e (U)xz(U) —> =(U)
ein abgeschlossener Untervektorraum, g.e.d.
(0,f) —> °f ’ ;
' Man fithre auf %(U) die Relativtopologie von T ﬁ(Ui) ein. Dadruch
iel

ist stetig. wird %(U) nach Satz 2 ein Préchetraum.

2) Sei U c X eine beliebige offene llenge. Dann 18Bt sich U dar-

stellen als

wobei (Ui)izl eine abzdhlbare Familie von offenen lMengen der Ge-
stalt (%) ist. Sei

r: #(U) —> 1 :?(Ui)
iel

£ > (£]Uy)41

)\ ist eine injektive lineare Abbildung. Es gilt:
2(%(U)) ist ein abgeschlossener Untervektorraum von_“IT(Ui)c
irf
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o
Satz 5. Sei Y eine komplexe lMannigfaltigkeit, E = E c ¢, und
w: Y —> A c E eine biholomorphe Abbildung von Y auf eine ana-
lytische Untermannigfaltigkeit A von E.

Sei % eine kohdrente o-Modulgarbe auf Y. Die Bildgarbe my% auf
E ist wie folgt definiert: Fir U = c E sei
(047)(U) = w(w™ (V)

0y® wird eine mE-Modulgarbe durch folgende Multiplikation:

6 5(0)x0,3(U) —> 0,%(0)

(a,f) —> a*f
wobei a.f := q@*(a)-f € 7(0 1(U)) mit 0*(a) = ooy € @(w_q(U))-
Behauptung. @~ ist eine kohdrente QE-Modulgarbe.

Beweis. 1. Fall. Sei 7 = 6y.
Ist 9 die Idealgarbe von A in E, i: 3 —> og die Einbettungsab-

bildung, dann gilt
Oxty = mE/J = Coker (3 —> nE)
Also ist my&y kohdrent nach Satz 2, § 9.

2. Fall. Sei % beliebige kohirente Garbe.
Dann existiert lokal eine exakte Sequenz

oGS ok = o -
oy > nY > % > 0

¥*
= Q*n§ 2ga w*ak —> g% —> 0 ist exakt.

¢

Nach dem 1. Fall und Satz 2, § 9 ist dann &% kohdrent (da
@«¥ = Coker g*a).
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Corollar. Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, P' c X ein
analytischer Polyeder und P cc P' ein "konzentrisches" ana-

~ lytisches Polyeder. Dann gilt fiir jede kohdrente &-Modulgarbe

% auf X
HY(P,%) = O fiir q » 1

Beweis. Es gibt eine biholomorphe Abbildung e®: P' —> A' in
eine analytische Untermannigfaltigkeit A' eines Polyzylinders
E' c ¢®. Sei E cc E' ein konzentrischer Polyzylinder, A := A'NE
und P := o \(E).

%

Es gilt: Hq(P,w) = Hq(E,¢*ﬁ), denn ist U irgendeine offene Uber-
deckung von E, so gilt

B(g~ T (MNP,5) = HA(M,qF)

und da A abgeschlossen in E ist, 13Bt sich jede offene Uberdeckung
” von P darstellen als

m = o (1P,

wobei 1 eine offene Uberdeckung von E ist. Die Behauptung folgt
mit Satz 9, § 9.




Hilfssatz. Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, ® koh&rente
analytische Garbe auf X und P cc P', bzw. Q cc Q' Paare konzen-
trischer analytischer Polyeder mit P' c Q. Dann hat die Beschrin-
kungsabbildung %(Q) —> #(P) dichtes Bild.

Beweis. Es gibt liber Q eine exakte Sequenz

@k —_ 3 —> 0,

ey — fi
d.h. fq""’fk erzeugen jeden Halm : fir x € Q.

Sei f e 3(P) vorgegeben. Fiir die Garbe ? = Ker (nk —_ %)
gilt H1(P,R) = 0, daher ist die Sequenz

K@) —> 3(P) —> 0
exakt, d.h. es gibt G ,0c0,0y € o(P) mit
f= u1f1+...+akfk.

Nach dem Rungeschen Approximationssatz fiir holomorphe Funktionen

gibt es Funktionen a(v € 6(Q, ve W, (j=1,...,k), mit

J
(\)) — 13 —
aj aj fiur v @

(bzgl. der Topologie der kompakten Konvergenz).

£ oo S (V)f € 5(Q).
3=1
Es gilt f(“)IP —> £, (da die Modulmultiplikation stetig ist).

Satz 6 (Rungescher Approximationssatz fiir Garben).

Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und Y eine relativ-holomorph-

konvexe Teilmenge von X. Fiir jede kohdrente analytische Garbe 3
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hat die Beschrinkungsabbildung
(X)) —> #(Y)
dichtes Bild.

Beweis. Y kann durch analytische Polyeder Pd:P1CP2:"' ausge-
schépft werden (siehe Corollar zu Satz 1, § 6). Die Polyeder P,
kénnen sogar so gewdhlt werden, daB sie relativ-kompakt und kon-
zentrisch in analytischen Polyedern Pi cc Y enthalten sind.

(1) Behauptung. %(P;) = 3(X)|P;
Sei i € N fixiert. Es gibt analytische Polyeder Qv,Qé in X mit
den Eigenschaften

(i) P{ c Q
(ii) Qv & Q; konzentrisches Paar
(iii) Q, S Q44
(iv) ) QU = X.
veI¥

Nach dem Hilfssatz haben Z(Q ) —> 1(P ) und 3(QV+1) —_— 1(Qv)
dichtes Bild. Sei f € T(P ) vorgegeben und Nc 1(P ) vorgegebene
abgeschlossene Umgebung von f. Dannnstr’-- (va) 1(N) e 1(Qv) ein
vollstdndiger metrisierbarer Raum. Pl

Die Kette

geniigt den Voraussetzungen des Mittag-Lefflerschen Ausschépfungs-
prinzips (Satz 6, § 4). Also existieren

Q
Qv_1(Fv) = Xeas

Daher gibt es ein F € 3(X) mit °§v(r) = F, fiir alle v ¢ N und es
gilt

Fv e Mv mit p

FlPi € N.

Damit ist die Behauptung (1) bewiesen.
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(2) Behauptung. 3(Y) = 5(X)|Y offene
Wegen (1) geniigt es zu zeigen: Sei £ € %(Y) und N einéYUmgebung

von f in %(Y). Dann gibt es ein i € IN und eine Umgebung M von

fIPi in %(Pi), so daB

(b3, < X

a: %(Y) ———>J§O§(P )

ist ein HomGomorphismus von %(Y) auf einen abgeschlossenen Unter-
raum des Produkts. Es gibt also eine offene Menge Y C n 1(P ) mit

N=oa 1(?) Weiter glbt es nach Definition der Produkttopologle

eine offene Menge ¢ c _EOX(PJ), so daB fiir ¥' ¢ % ﬂ :gPa)

gilt: (i) ¥' c ¥, (ii) a(f)e¥'.

Mit der natiirlichen Einbettung 8: %(Y¥) —> QOT(P Yotolet:
M) = 87U, e

Sei vy: m(P ) —> noﬁ(P .)e Dann gilt
J—

819 = (ox ) ey
g 5

Sei M := v 1(§) € 5(Py). M ist offen und wegen (ii) gilt f|F; € M.
Weiter folgt

(i)”m)=a%w)ca“m> A S
0 S

Satz 7 (Theorem B von Cartan-Serre 1951/52, et
Sei X eine Steinsche Mannigfaltigkeit und % eine kohdrente ana-
lytische Garbe auf X. Dann gilt

HY(X,3) = 0 fiir q > 1.

Beweis. Nach dem Corollar zu Satz 5, § 10, gibt es eine Aus-

schopfung
UOCU’]CU2C"'

von X durch relativ-holomorph-konvexe offene Teilmengen Ui von X

mit
BY(U,,5) = 0 fir g 3 1.

= (Ui)icﬂN ist eine offene Uberdeckung von X. Mit dem Satz von
Leray folgt

Hi(n,%) = HY(X,3)

Nach demselben Satz gilt fiir die Uberdeckung nt = (U, )ng von U,
(3 e ‘M)
(%) : 2t %) = HY(U,,3) = O.

Sei nun £ ¢ Z3(1,%). Dann ist z.z.: es gibt ein M € €37 1(1,%) mit
on = €.
Wegen (%) gilt:

M, := {nec¥ Tl m): e, :=e|U, =8n} # ¢

1 & 1

und weiter folgt nach Wahl eines n: € Mi fir jedes i € IN
= q=-1¢,,1
My =m; +2 ).
Der Fréchetraum

29 (¥, 5) = Ker (¢27'(ui,5) 2> cut,m)

induziert eine Topologie auf Mi’ die unabhdngig von der Auswahl
von n; ist, demnn fiir ein ni €M ist die Translation




23Vt ) —> 287 )

B Pe=D (nien. ey

des topologischen t-Vektorraums Zq_q(ﬂl,ﬁ) eine stetige und
offene Abbildung.

Behauptung. Die Beschridnkungsabbildung Mi+1 — Mi ist stetig
und hat dichtes Bild.

Beweis. OBdA gelte M= ni+1lUi' Dann ist zu zeigen:
Die Beschrinkungsabbildung

2t oy e g9~ (1, =)
hat dichtes Bild.

1. Fall g = 1. Die Aussage ergibt sich aus dem kommutativen Dig-~
gramm

2T gy > 29(t %]

(U, ) ———> =(U;)

i+

denn a,R sind topologische Isomorphismen und Im v ist dicht in
E(Ui) nach Satz 6, § 10.

2. Fall: g » 2. Dann ist

B g M ey 29 %)

sogar surjektiv.
Denn sei ¢ e Zq_q(ul,ﬁ) =

Ty e Cq'e(ni,m): oy = C.
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y 18Bt sich auf triviale Weise fortsetzen zu

e T L) it ¢ U=

und es gilt
T :=by ¢ zq‘q(ul”,w) mit c_.Ui =C,

Nach dem Mittag-Lefflerschen Ausschopfungsprinzip gibt es daher
eine Folge ﬁ& e M (e IN) mit

M40 Vs = T3

Also existiert eine Cokette m € Cq_q(",?) mit n|U; =M, und bn = €
geeede.
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