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¢(o)

ist kommutativ. Dabei bezeichnet den Isomorphismus,der im
obigen Doppelkomplex abelscher Gruppen nach Satz 12 induziert
wird. Die natiirliche Abbildung p ist somit als Isomorphismus

nachgewiesen.

§ 9., Kohdrente Garben

Definition. Sei (X,6) eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Eine analytische lModulgarbe (oder 6-Modulgarbe) auf X ist eine
Garbe ¥ von abelschen Gruppen zusammen mit einer 6-lModulstruktur,

d.h. fiir jede offene llenge Uc X ist eine Multiplikation
e (U) x 3(U) —> 5(U)

gegeben, die F(U) zu einem 6 (U)-Modul macht und die mit den Be-
schrinkungsabbildungen vertriglich ist, d.h. fir Vc U ist das
Diggramm

6 (U) x 3(U) —> 3(U)

o (V) x 3(V) —> 3(V)
kommutative.

Anmerkung: Diese Definition 1&Bt sich allgemeiner fiir den Falls:
X ist beliebiger topologischer Raum, © beliebige Garbe von Ringen,
treffen.

Beispiele.
a) o® ist ®&-Modulgarbe

b) Idealgarben.
Sei d c 6, 6(U) x 3(U) —> I(U) sei die Ringmultiplikation.

Beispiel einer Idealgarbe:
Sei (X,eg xomplexe Mannigfaltigkeit, A ¢ X beliebige Teilmenge.
Fiir U = Uc X wird definiert:

3(U) := {f e 6(U): £|UnA = O}




¢) Untermodulgarben ¥ < o™

6(U) x 3(U0) —> 3(U)
ist induziert von

o (U) x 6(U)* —> o(W"
Beispiel einer Untermodulgarbe:

Sei @ eine beliebige 6-Modulgarbe und seinen fq""’fk € 6(D,
Die "Relationengarbe" Q(f1a°-"fk) c eF ist wie folgt definiert:

O(Ly0eeer B (W) 1= [(0g500esmy) € 6O

o,f

1 +ooot £y = O liber Ul

/]
Definition. Sei ¥ eine 6-Modulgarbe iiber X

a) ¥ heiBt von endlichem Typ, wenn jeder Punkt x ¢ X eine offene
Ungebung U besitzt, so daB es endlich viele Elemente

fhseeesTy € %(U) gibt mit

U U
=06 fteeeth S
¥ ¥y Yyk
fiir alle y € U. Hierbei ist og: 3(U) —> wy die natiirliche Ab-

bildunge.
b) % heiBt kohdrent, wenn 3 von endlichem Typ ist und fiir je end-
lich viele Elemente fq,...,f e 3(Y), ¥ = Y c X die Relationen-

garbe (£ 000, ) iiber Y von endlichem Typ ist.
Satz 1 (Oka).
Sei (X,6) eine komplexe Mannigfaltigkeit und f qreeeafy € o ()",

Dann ist die Relationengarbe Q(fq,...,fk) von endllchem Typ.

Korollar. &% ist kohdrent fiir jedes m € N .

Fiir einen Beweis des Satzes von Oka siehe Gunning-Rossi [13];VSL
auch K. Oka 23] und H. Cartan [5 ].
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Bemerkung. Eine Untermodulgarbe einer kohédrenten Modulgarbe ist
genau dann kohdrent, wenn sie von endlichem Typ ist.

S : 0 n i
Beispiel. Sei U= Uc ¢, A c U eine abgeschlossene analytische
Untermannigfaltigkeit, 3 ¢ ¢ die Idealgarbe von A. Dann ist o
kohdrent. :

Beweis.

wec”
bthotomorph_

Sei x €U

1. Fall: x € A.

0.B.d.A. = ENW, W in ¢ = e

= Ek s offen in €™, Ek {z e ¢®: Zy=e =2y = o},

Behauptung: Zy4qseeer2, erzeugen I iiber W.
Sei f € 4y, 7 € W.

Fall a: y ¢ E,.
Dann: Fiir wenlgstens ein 1 € {k*1,...,n} gilt: z,(y) # O.
Dann ist

e £ £ W

W £ & = —‘r—__.e ® f = . (23)
J ’ AT A

°y(zl) oy(zl) J °§(zl) ok

Fall b: =
dallb: y€eE, y (Fqs00esFs 05...0). Es gilt:

= o=




= ge—

=2 - i 1 i
1 k k+1 n
£(z)= C. <G =3 L e -y Yoo *eee2
: E e Gt kK Yk e n
1gseeesip=
flEk = 0. Daraus folgt mit Identité@tssatz filir Potenzreihen, da
der Konvergenzbereich der Reihe fiir f geschnitten mit Ek offen
in ck ist: Jeder Summand der Reihe ist durch wenigstens ein z

l’
l = k+1,...,n teilbar. Daraus folgt:
f= mk+1zk+1+...+mnzn
auf einer offenen Umgebung von y.
2 Roalkl-x ¢ A
I, 6, sogar §_ = 6 fiir y aus einer offenen Umgebung von x, da

A abgeschlossen. Also: 1 erzeugt J in dieser Umgebung.

Definition. Seien %,0 zweli 6-lModulgarben. Ein e-Modulgarbenhomo-

morphismus a: ¥
flir jede offene Menge U die Abbildung

>  ist ein Garbenhomomorphismus derart, daB

ogt %(U) —> o(U)

ein &(U)-Modul-Homomorphismus ist.

(Dann ist o T
x X)),

> Cy ein mx—Modul—Homomorphismus fiir jedes

Bemerkungen. (1) Sei a: ¥ —> ¢ 6-lModul-Homomorphismus, dann ist
auch Ker a wieder eine 6-lodulgarbe mit
%
Ker a(U) := Ker (3(U) —> a(U)).
Coker a ist definiert als die der durch

Coker o(U) := ﬂ(U)/aUW(U)

gegebenen Prdgarbe zugeordnete Garbe.

— 0=

Die Sequenz

]

> 0

> Coker a —> 0
ist eine exakte Garbensequenz,Im g definiert als
Ker (§ —> Coker a).

Es gilt zwar (Im a)x =g (ﬁx —_— ﬁx), aber i.a. nicht
Im a(U) = Im (3(U) —> c(U)).

(2) Ein #&-Modulhomomorphismus a: o5 —> x ist eindeutig festge-
legt durch

gy = ox(e;) € 3(X),

wobei e: = (0,...,0,1,0,...,0), denn

i
i-te Stelle
k k
=5 %
al((f45000585)) = ) fiale;|U) = fie;]U
i=1 i=1

£ir (£4,--2,5,) € 65(U).

Aus der Definition ergibt sich folgende Umformulierung der
Kohdrenz.

% sei eine ®-Modulgarbe iiber X.
(a) % ist genau dann von endlichem Typ, wenn jeder Punkt x € X

eine offene Umgebung U besitzt, so daB liber U ein 6-Modul-Epi-
morphismus

k

6 = w s h

existiert.
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(b) ¥ ist genau dann Relationen-endlich, wenn zu jedem 6-Nodul-

homomorphismus

& 2> 3

iiber einer offenen Menge U ¢ X und jedem Punkt x ¢ U eine offene
Menge V,x € V c U existiert und ein t~-Modulhomomorphismus

1.8 .k

® , so daB die Sequenz
et B E 285 g

iiber V exakt ist.

Satz 2 (Serre [28]). Sei (X,») ein geringter Raum.
(a) Seien %,G kohdrente g-lodulgarben und a: J¥ —> g ein
¢~lodulhomomorphismus. Denn sind Ker (a) und Coker (a) kohirent.

(v)

0-—->Z’,'-—>r‘)———>'t(——>0

sei eine exakte 6-Modulgarbensequenz. Sind %,¥ kohdrent, dann ist
auch ¢ kohdrent.

Beweis. (a) Da @ := Ker (¥ === n) Untergarbe von ¥ ist, geniigt
es z.z.: ® ist von endlichem Typ.

% von endlichem Typ = % lokal #-Modul-Epimorphismus st s
Dann ist Ker (mk 28> n) von endlichem Typ, da G Relationen-end-

lich = 7 lokal ein 6-lModul-Homomorphismus y: 6 —> mk, so daB
ot ol gt = G exakt ist
- ¢t By 3 2> g ist exakt
d.h. @l —_—> /] —> 0 ist exakt,

also ist & von endlichem Typ.
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Aus der Kohdrenz von ¢ und der exakten Sequenz

a 8
¥ —> 0 —> Coker . —> 0

folgt sofort, daB Coker a von endlichem Typ ist
Sei

oP —X—> Coker a

ein 6-Modulhomomorphismus liber der offenen lMenge U. Dann gibt
3 2 : : e
zu jedem x ¢ U einen ©-Modulhomomorphismus :

oP _\"_>(:,
und eine offene Umgebung V < U von X, so daB das Diagramm
oP
Y
G —§—> Coker o

kommutativ liber V ist.

Da * von endlichem Typ, existiert zu x € U eine Umgebung Wec V
und ein Epimorphismus &: &llw — glw.

1

ol L5 o1

xeP L> P __5 9

(1 v
[ &)

§ —> @ ——> Coker o —> 0O

ist dann kommutativ liber W, wobei

ei etxel —> G

(a,b) —> a(ba) + #(b).
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}
|
i
|

Ker ¢ > Ker y ist surjektiv, denn sei c € ﬁp,w: ve = 0,
d.h. B(#c) = 0, also gibt es ein a € X|W, a = 6(d), 4 e m1|w mit

e(-d,c) = a(=8d) + ¥(c) = - v(e) + v(e) =0
und v(-d,c) = c.
Da nach obigem Ker (ﬁl+p e G) von endlichem Typ, ist daher

aucii Coker o relationenendlich.

(b) Sei x € X. Mit obigen Bezeichnungen erh&élt man iiber einer ge-
niigend kleinen Umgebung W von x das kommutative Diagramm

@l —i—> hlxmp > oP
Epi. 51 e ’ Y Epimorphismus
% —ET> G —§—> H

Danu ist € surjektiv (Diagrammjagd), also ¢ von endlichem Typ.
Sei nun g: ol > 6 ein 6-Modulhomomorphismus iiber U c X. Da
¥ Relationenendlich, erhalten wir zu jedem x € U iliber einer Um-
gebung W c U von x das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

6P X ol BBSy_ 50

'} g id

> 4 ——> 0

0O —> T)O

Insbesondere ist ¢ definiert, da Im (gey) ¢ Im a. Es folgt:
Ker ¥ —> Ker g ist surjektiv; da nach (a) Ker ¢ von endlichem
Typ folgt Ker g von endlichem Typ, d.h. ¢ ist Relationenendlich.

Satz 3. Sei % eine koh#rente ®-Modulgarbe iiber X und x € X mit

ﬁx = 0. Dann gibt es eine offene Umgebung U von x, so daB ﬁy =0

fiir alle y e U.

Beweis. Da ¥ von endlichem Typ gibt es eine Umgebung V von x
und (£,,+.,8) € 65(V) mit

fiir alle y e V.
v 2
F,=0= ox(fi) =0 1 = ek
= 7 Umgebung U von x: filU = Ot h oy

Corollar. Seien %, kohirente e&-Moduln Uber X und a: ¥ —> ¢
ein #-Modulhomomorphismus. Gilt fiir ein x £ X, daB

R ——D>
G'X X QX

surjektiv (injektiv) ist, so gibt es eine Umgebung U = § von s

so daB a,: ﬁy e Gy surjektiv (injektiv) ist fiir alle y € U.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus Satz 3, denn wegen der
Exaktheit von

% > g —> Coker a —> 0
gilt: (Coker a)x = 0.
Die zweite Aussage ergibt sich mit Satz 3 direkt aus der exakten

Sequenz

O—>Kera—->r;_‘1_>q.

Definition. Eine 6-Modulgarbe % iliber X heiBt lokalfrei, wenn jader

Punkt x € X eine offene Umgebung U besitzt, so daB iiber U eine
Zahl k ¢ N und ein 6-Modulgarben-Isomorphismus

as F —> @k

existiert.




Bemerkung. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und e: ml e @k

ein 6-Modulhomomorphismus mit m(e = h (g0 k) - mk(x)
Dann heiBt

11 1k
: : e M(1xk,6(X))
=

die ® zugeordnete Matrix F. Sei V: @k —> & ein weiterer e-Mo-

dulhomomorphismus mit zugeordneter Matrix G € M(ksxm,6(X)). Dann
ist dem Homomorphismus

Yotn: @l — el

die Matrix F.G zugeordnet.

¢ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn k 1 und F invertierbar

ist.

Lemma (Cartansches Matrizen-Heftungslemma [ 3 ]).

Seinen Qq,Q2 heftbare kompakte Quader im cn, U eine offene Umgebung
von QNQ, und A € GL(k,6(U)). Dann gibt es Umgebungen U; von Q;
mit U,NU,cU und Matrizen 4; € GL(k,&(Ui)) mit

> .
A= A1A2 iber U1nU2.

Wir beweisen dieses Heftungslemma am Ende dieses Paragraphen.

Satz 4. Sei X ein beschrénkter offener Polyzylinder im ¢® und 3
eine kohdrente e&-Modulgarbe iiber einer offenen Umgebung U von X.
Ist % lokal frei in U, so ist ¥ frei (d.h. isomorph zu &k) iiber X.

Beweis. Wegen des Riemannschen Abbildungssatzes geniigt es mittels
des Cousinschen Induktionsprinzips zu zeigen: Ist U offen in B
und ¥ lokalfrei in U, so ist ¥ frei liber einer offenen Umgebung
jedes kompakten Quaders in U.
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Seien also Qﬂ und Q2 heftbare Quader. Da ¥ frei iiber Umgebungen
U! von Q;, existieren Isomorphismen

~

o, ¢ ok 2> Fy-1 = 1,2

0
iiber UJ = U2 Q. Uber U! 4NU5 werde

.= —’]° ke k
¢. to,] m2.ﬁ —_—

repréasentiert durch ¢ € GL(k, @(U'nUé)) Nach dem Cartanschen
Heftungslemma existieren offene Umgebungen U von Q mit U Lo U

sowie $; € GL(k, @(U ¥), =80 daB flir die zugeordneten Abblldungen
¢. gilt
i
= -1
¢ < ¢1°¢2
> m2¢2 = 0,0, iiber U nU,, deshalb ist iiber U,ul,
e @k —_— %

durch ¢ Ui = wi°¢i wohldefiniert. Insbesondere ist ¥ ein Isomor-
phismus, d.h. ¥ ist frei iiber U,uu, 2 QU

Definition. Sei M ein endlich erzeugter Modul iiber @ . Unter der

homologischen Dimension hd M von M versteht man die klelnste
natlirliche Zahl 4 derart, daB eine exakte Sequenz

Po

P P
0— 08— ... ¢
X X

% —_> M —>0

existiert.
Bemerkung. hd M = O © M frei.

Zum Beweis der folgenden Sdtze 5-7 verweisen wir auf Grauert-
Remmert [107 und Northcott [207, siehe auch Gunning-Rossi [131.
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z 3 : Aus dem Abschnitt
Satz 5. Der ﬁx—Modul M habe homologische Dimension d > 1 und es

P
s 7(X,0 °) —> HYUX,5) —> HI'1(X,q)

0 —>N—> 6k —> M1 —>0
% der langen exakten Cohomologiesequenz fur

i ~ Sequenz. Dann gilt: hd N = a-1. %
eine exakte Seq > < < ¥ = -

Satz 6 (Riickert [2G7).

q < .s
Sei x Punkt einer n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit. Dann folgt dann HY(X,3) = O fiir g > 1.

ist &X Noethersch.

(D.h. jedes Ideal ist endlich erzeugt). Definition. Sei % eine kohdrente 6-llodulgarbe iiber der komplexen

Mannigfaltigkeit X. Unter der homologischen Dimension von ¥ ver-

Satz 7 (Syzygiensatz von Hilbert [157). steht man die Zahl

Sei x Punkt einer n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit. Dann ==
: : : = su 5
hat jeder endlich erzeugte @X—Modul M eine homologische Dimension x€§ Gx <

< n.

| g : Satz 9. Sei X c ¢® ein beschrinkter offener Polyzylinder und U
Satz 8. Sei ¥ eine 6-lodulgarbe iliber dem offenen Polyzylinder eine offene Umgebung von X. Es sei ¥ eine kohdrente ®&-Modulgarbe

n : = : — 3 : :
X c ¢ und es gebe eine exakte ¢-Modulgarbensequenz iiber U mit der homologischen Dimension d. Dann gibt es liber X
I P D P eine exakte ®&-Modulgarbensequenz
0 s iy B s BT Sadailokiiin o F > A e |
i D Py P
| 0—> et —Degdl——» ., —>e°—>3—>0.
E iiber X. Dann gilt fiir g 2 1
? (Insbesondere ist also HA(X,%) = 0, q @ 1 fiir jede in einer offenen
i H4(X,3) = 0. _ Umgebung von X koh#rente Garbe).
i Beweis durch Induktion nach der Lénge k der Auflosung. i Beweis des Satzes durch Induktion nach d.
P, : : :
| k = 0: 5 = & °, daher gilt nach Satz 8, $8 1 4 = 0: Nach Satz 4, § 9, geniigt es z.z.: F ist lokal frei.
| i Sei x € U. Wegen hd, ¥_ = O gibt es einen Isomorphismus
| P Po g 6 - =x 8 =
: mo(x,%) = HY(X,e °) = HI(X,6) ~ = O. | =2 @xp .
P, . 3
. Mi e e i akte Se- ‘ .
k-1 —> k: Mit ¢ := Ker (® > 3) erhalten wir die ex , o, = ale;) € Ty, 1= 15000,D
quenz ;

f Dy P, wobei ey die kanonischen Erzeugenden von &i sind. Es gibt eine
| 0 —> 6 F —> .0. &8 —> g —>0, offene Umgebung V c U von x und Elemente fj,...,f; € (V) mit

also gilt nach Induktionsvoraussetzung H9(x,q) = O fiir ¢ @ 1.
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A e

i
|
d:

v =
°X(fi) =95

wobei oV: %(V) —> T+ Seien e; die kanonischen Erzeugenden von
sp, B: 6Ff —> % liber V der durch

B(ei) =L

gegebene ¢-Modulgarbenhomomorphismus. Bx: mg —_— 3X stimmt dann
mit a liberein, ist also bijektiv. Nach Corollar zu Satz 3, § 9,
ist daher 8_ bijektiv filir alle y aus einer gewissen Umgebung
Wc V von x. Also ist 8 ein Isomorphismus iliber W.

d-1 —> d: Sei Xc X' ¢ X' c U. Wir zeigen: Es gibt einen ©-Modul-
Epimorphismus

(*) o —> 3 —>0

iber X'. Denn wegen hd(g) = d-1, ¢ = Ker (6? —> 7) folgt aus der
Induktionsvoraussetzung die Behauptung.

(%) beweisen wir mithilfe des Cousinschen Induktionsprinzips. Sei
Q ein Quader.

A(Q) = 1: # Uber einer Umgebung von Q existiert ein Epimorphismus
mk —_—> % —> 0.

Seien Q,,Q, heftbar mit A(Qq)

A(Qg) = 4, also gelte

&k_‘&_>:;—>0iiberU,|3 Qs

s L5 % o O-libsr U, 2 Qe

Weiter seien Tpreeasty € E(Uq) und g4,-0+,8) F w(U2) die Bilder
der kanonischen Erzeugenden von & unter ®», bzw. der von & unter
. Dann gilt fiir alle x € U1

und entsprechendes iliber U2. Fir alle x ¢ U,]r\U2 erzeugen sowohl
die Keimg fq""’fk als auch die Keime Breees8y den ‘Modul Wx iiber

0 _.
X
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Hilfssatz (im Beweis). Sei ¥ eine kohdrente Garbe iiber U mit
der homologischen Dimension d. Satz 9 gelte flir alle Garben der

- hd < d. Weiter sei Y cc U ein offener Polyzylinder und

Fq""’Fk ¢ 3(Y) Erzeugende eines jeden Halmes = sy € Y. Dann
gilt fiir jeden offenen Polyzylinder Y' c Y T

k

(') = Z o(Y')F,

i=1
Beweis. € 2> 7 —> 0, afe;) = F; ist eine exakte Garbensequenz
f < d, daher gilt nach
und damit ist die Sequenz

tiber Y. Sei # = Ker (6© —> %), also hd
Voraussetzung insbesondere Hq(Y',w) =0,

0

> n(Y') —> mk(Y') —> %(Y') —> 0
exakt, d.h. &5(Y') —> 3(Y') ist surjektiv.

Nach dem Hilfssatz existieren eine offene Umgebung V c U,nU, von
QNQ, und holomorphe Matrizen A4 € M(1xk,e(V)), B e M(kxl,6(V)) mit

gk ;= (g;,l,...,gl)A = (f,i,...,fk)
fB := (fq,...,fk)B = (317"'781) tiber V.
Daraus folgt fiir die (k+l)-tupel (0,g) und (£,0)

(0,8) = (£,0) (1-BA B
-A 1

Die Matrix ist Element von GL(k+1,8(V)), da
1-BA B). 1 =B 4
A 1 A 1-AB :

also gibt es nach dem Satz iiber die Matrizenheftung offene Umge-

b?ngen vV, c U; von Q; mit anvézv und Matrizen A; ¢ GL(k*l,ﬁ(Vi))
(i =1,2) nit
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1-BA B) = Aq'qu iiber V,
o Gl

= (O,g)A2 = (f,O)A,]

: o P
Diese Gleichung liefert daher ein p-tupel (qu""Fp) £ ”(unvg)’
p := k+1’ mit

(0,8)4, = (Fy,...,F)) iiber V,

(f,O)Aq = (Fq,...,Fp) iiber V,.

Da A1’A2 invertierbar sind, erzeugen Fﬂ”"’Fp ?eden Halm wx’
x eV UV2. Daher existiert ein &-Modul-Epimorphismus
/I

@P—>'K——>O

She = .c.d.
Gher V/IUVQ Tt e —_— Fi’ ite A dsypyddhs A(qu)Qz) 1, ge€.d.

Die Cartansche Matrizenhe ftung

Heftungslemma von Cartan [ 3 1
Seien Qq,Q2 heftbare kompakte Quader in ¢, U eine offene Um-

gebung von Q10Q2 und A € GL(k,~(U)). Dann gibt es offene Um-
gebungen Ui von Q; mit UqﬂUézU und Matrizen Ai € GL(k,m(Ui)) mit

A= Aqugq iiber U,NU...

e
Zum Beweis stellen wir folgende Sitze bereit.
0
Definition. Sei E und F Banachrdume, U = U c E und a e U.

Eine Abbildung f: U —> F heiBt strikt differenzierbar in a,
wenn es eine stetige lineare Abbildung u: E —> F gibt mit

lim WL =f (V) (u-v)| _ 0
u, v —> a " u=v!
u#v

u =: f'(a) heiBt die Ableitung von f in a.

Hilfssatz 1. Mit obigen Bezeichnungen gilt: Ist f strikt differen-

zierbar in a und f'(a) surjektiv, so gibt es eine Umgebung V
von f(a) mit

U=V
Beweis. Nach dem Satz von Banach (Satz 3, § 10) ist u eine offene

Abbildung. Daher gibt es ein C ¢ R¥ und zu jedem y ¢ F ein x ¢ E
mit y = u(x) und

() Il < ¢y

OBdA gelte a = O, f(a) = O und C = 1. Aus obiger Definition folgt
fir alle (x,y) € ExE

1£(x)=£(3) 1 (x=3)| = o(x,y)| x=yll




wobei wir definiert haben: o(x,x) = O fiir alle x ¢ E, und es j

gilt

lim o(x,y) = O.
G 5 )0, 0)

Also gibt es ein & > O, so daB
1
o(x,y) < %
= o P d 'lvl«st}.
fiir alle (x,y) ¢ K5(55xﬁb(55 = {(x,y) ¢ ExE: '|x|<6 und '|yl<s}
Sei nun r € R¥, 63r>0 so gewdhlt, daB K;TGT =1

Behauptung. V = Kr205 c. £(U)
2

~ = ~ "
Beweis. Sei y ¢ RTZGS. z.2.:.7 x € Ui y = £(X). Sei
g: U=—>F
definiert durch
K — yoﬂi(x)—f(x)
Dann gibt es eine Folge (xn)neli in E mit
(Dele ) = ulx, )
1yn ¢
(2) Y qxll € (3 7
=1
(3) lix,| € geeF G s (P> < x
= il z,
Zur Konstruktion: ® x € E mit u(x,) = y, und Ix | € PARS

(*) =7 z € E: u(z) = ulx)-1(x,) und
2| < a2l = NTulx)-£(x )l = olx, 0)\\}! ‘\

X, = z¥x erfiillt dann (1),(2),(3).

ST

Seien X ,e«« X, schon konstruiert. Es gibt ein gz € E mit

u(z) = elx,)-e(x,_,) und
2| < Nu(z)| = o (x5 %% - - 1)n %

Dann hat x ,, := z+x die gewiinschten Eigenschaften.

(2),(3) =% lim x = : X e Kriﬁs i

n—)w

Es ist noch zu zeigen

Nun gilt aber

£(X) = lim £(x,) =

denn

1£0ey)-2( < N £ )-£ () +u(x -B) +lu (=31
< @(xn,§)-”xn-§|+ﬂu(Xh_§)H

”yf{b%y‘=wgh%)“(ﬁpq=!M(§ﬁ1ﬂ%y|——>0.o.mﬂ.

Seien U = U1 und U2 = U2 offene Mengen in ¢® und U := U10U2.

ﬁ(U ) bezelchne die Algebra der beschrénkten holomorphen Funktionen
auf U

E, sel der Banachraum aller (kxk)-Matrizen mit Koeffizienten in
8(U;) (i = 0,1,2),

E; dle lMenge der invertierbaren Elemente in Ei‘

AP = (f,]"'°9fk). € (B(Ul))k setzen wir

e = sgg llf = sgp(sup ,f (z)l)
i= =1

und fiihren auf E,(i = 0,1,2) die Operatornormen

4l = sup Ilag)
re8 (U;)
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ein, sowie auf quEE die Norm
Wea,B)| = sup ('{aY4,1BY).
Satz 10. Jedes g € R(UO) besitze liber UO eine Zerlegung
& = 8478p
mit g; € ﬁ(Ui).

Dann gibt es eine Umgebung V c EO der Einheitsmatrix, so daB
sich jedes C € V darstellen 188t als

¢ = ap~}

mit (A,B) € EXxEX.
Beweis. Offensichtlich ist E:xEE offen. Wir zeigen:
: BxEy —> 3,
(4,B) —> (a|v )@ 1[U))
ist strikt differenzierbar in (1,1) und es gilt
SiieAR g BxBy =28
(4,B) —> A|U, - B|U.

Da £'(4,1) surjektiv ist nach Voraussetzung, folgt die Behauptung
aus Hilfssatz 1.

Seien also (4,B), (C,D) € E%yhﬁ.

£(4,8)-£(C, D)=((4-0)~(B-D)) = a8~ 1-cpA((4-B)-(c-D)) =

= (C-B)D” (D-B)B‘4+(A-c)(B'1 1)- (B-D)(D’“-q).

Fiir A # C und B # D folgt

=149~

= 11?) : 1£(A,B)-£(C,D)-£'(1,1)((A4,B)-(C, DI o
A,B ) CaD e 4, | =
(4,B) # (C,D;) Bt i

ﬂArCH-WB‘“-ﬂﬂ + IB=D| || 071 <

((4,),(C,D9)—>(1,1\
9 ] ) > 9 I} A=C! | B=
TP S I iz

9

+ lo=Bl. 10N Dl BN ) =
| B-D 5

Diesen Grenzwert erh&lt man auch im Falle A = C oder B = D (aber

(4,B) # (C,D)).

: n . 4 5
Satz 11. Sei U c €” ein sternférmiges Gebiet und A ¢ GL(k,n(U))
Dann gibt es eine stetige Abbildung

Y:[OsII] ——— G’L(k,@(U))
mit y(0) = A und y(1) =

Bewels. OBdA sei U sternférmig bzgl. 0 € ¢™. PFiir t ¢ [0, =] de-
finieren wir 2

At(x) := A((1-2t)x), x e U.

Dann hingt A € GL(k,6(U)) stetig von t ab mit A, = A und
A1 = A(O0) e GL(k E)y
)

Nach Corollar 4 zu Satz 3, § % und Corollar zu Satz 2, S 3148t
2 2
GL(k,¢) = ¢X N {B € ¢¥°: det B = 0}

zusammenhangend also gibt es eine stetige Abblldung
¥: [4,1] — 6L(k,c) mit Y@ = 400, (1) =
Also verbindet y: [O, 17 —> GL(k e (U))

v(t) := A Os_tsg

Y(t) 2<t=a

A stetig mit E in GL(k,6(U)).

=200 =

PO




Satz 12. Sei Uc ¢ ein offener Quader. Dann hat die Beschrénkungs-

abbildung
e(c) —> o(U)

dichtes Bild (bzgl.der Topologie der kompakten Konvergenz).

Beweis. Sei £ ¢ ©(U), K c¢ U kompakt und ¢ > O gegeben. OBdA

ist K selbst ein abgeschlossener Quader in U. Sei T ein geschlos-
sener Weg um K in U mit dist (X,T) > O. Fiir z, ¢ K gilt

f(z Y= r —551 dc
r

Daher gibt es eine Riemannsche Summe

m
Saud 1
L 2mi f(nv)(nv+1-nv) ‘N -z
v %o
v=1
mit nv ¢ T und
m
1 1
(%) | £(z,) "E.EFT f(nv)(nv+1-nv);::;;|<r
v=1

Da (*) auch fiir jede feinere Unterteilung von I und in einer

Umgebung von Z, gilt, sowie K kompakt ist, gibt es Cv eT
N

V = 1,...,N und ein N-tupel (qu""cm) € ¢ mit
N
sup If(z)-ilcv T | < e/2
26K v=1 s

Weiter gibt es M € ¢, R € R¥ mit K c Kp (M X, o ¢ Kp (07 fiir
Y E g eee e v

=121 =

i

Fir jede holomorphe Funktion Z———-F o(K M )) wdhlen wir einen
Abschnitt g, ¢ e(c) der Taylorrelhe mit

i:ﬁ'ﬁv‘z > gv(z), .
x x
= suplf(Z) -Ye,(2)| < su [£(z) - i
1By p z Ve X |, Sup -
g 5 sl LBl - @ <
d.h.
3'
& g, € o(c)
v=1

approximiert f auf K mit der geforderten Genauigkeit.

Satz 13. Seien U; © € offene Quader (i = 1,...,n) und
U = qu...xUn. Dann hat die Beschrénkungsabbildung
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St et

e

p: GL(k,8(c™)) —> GL(k,6(U))
dichtes Bild.
Beweis. (a) Wir zeigen zuerst:
M(kxk,6 (c7)) —> M(kxk,»(U))

hat.dichtes Bild. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es
biholomorphe Abbildungen

0t Ui _ Ki =z €.k [z| < ri}, 0 < r; € o,

¢: U—>P := K jxeooxK)

(21""’Zn) — (m1(z1),...,mn(zn))

bildet dann U biholomorph auf einen Polyzylinder P ab. Sei nun

£ € 6(U) und K c U kompakt =» £o™"

bar auf ¢(K) durch einen Abschnitt
N

E c zk1 z *a
k1.0.kn1 - n

K ;eee,k =0

e 6(P) > fo¢-lI ist approximier-

der Taylorentwicklung auf P. Dzher wird f auf K approximiert
durch

k
E °k,|...k_n1 Traeesmy

R

Mit Satz 12 (angewandt auf 0, 1=
hauptung.

(b) Sei K ¢ U kompakt,oBdA. ein Quader,e > O und K' c U ein wei-
terer kompakter Quader mit K ¢ K'. Fiir A € GL(k,6(U)) mit
'|E-Ag, < 1 definieren wir

15e0.,n) folgt nun die Be-
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6 1= - Y B ¢ o0 )
n=1

Dann gilt (vgl. Maak [187)

¢ = 4lx’

Wegen_(a)-angewandt auf G- gibt es dann ein T ¢ M(kwk,6(c™)), so
daB e” € GL(k,s(c™)) auf K A approximiert.

(¢) Sei nun F € GL(k,6(U)) beliebig, o eine stetige Kurve von E
nach F (Satz 11) in GL(k,6(U)) und

:= {A e GL(k,6(U)): WEFAHK. < 1}.

Dann gibt es endlich viele G € a([0,11) (4 = 0,...,8) mit

G, =E, G, = F und By = G G €eU(i=0,.0.y8-1). Da nun
gilt

s-1

=1 F

i=0

folgt die Behauptung aus (b).

Beweis des Cartanschen Heftungslemmas.
(i) Wir wdhlen quaderférmige Umgebungen U; von Q4 (1i=1,2) mit
in U relativ kompaktem Durchschnitt Uo := U nU2 c U, und weisen

1
nech, daB die Voraussetzung von Satz 10 erfiillt ist:

Sei £ ¢ 8(U,). ;

Es gibt eine nur von der Koordinate Z4 abhéngige beliebig oft
differenzierbare beschrénkte Funktion a mit akU1~.U )= 1 und
al(U2~\U ) = 0. Wir setzen

0, (a-1)f
0, = af

"5 ist dann auf Ui definiert und beschrankt und iiber Uo gilt
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5z f kann zu einer beliebig oft differenzierbaren beschrankten
Fuﬂktion R auf U,]UU2 fortgesetzt werden mit kompaktem Trager
in der ersten Varieblen. lMit

h(z,8) := 5%?-I ﬁiéfgl acadl
r'

gilt Uber U,uU, nach einem Hilfssatz in § 5:

Wir definieren
und erhalten

und f; € ﬂ(Ui), denn

df. Do
—Z!‘-z—cgjé_—Lh_gB_B:o
d 1 0 1 OZH

und trivialerweise ist f; partiell holomorph in den anderen Variab-
len.
Weiter gilt fiir (a,s) e U,uU, mit positiven Konstanten K und M
o 21 -
|n(a,s)| = %lf f 8(atre’®,s) dras| < Ko||g|l < KoM 1|
00
also sind fq und f2 beschrankte holomorphe Funktionen auf U1 bzw.
U2.
(ii) Sei nun A € GL(k,a(U)). Nach Satz 13 gibt es B € GL(k,e(c™))
mit
(1) "1-AB“ﬁ§ < 1, d.h. die Koeffizienten von AB sind aus 8(U,)
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( 2) AB liegt in einer Umgebung der 1 im Sinne von Satz 10
=7 A, € GL(k,0(U,)), X, € GL(k,6(U,)) mit
4B = 4,.%77 iiber U,
d.h. mit A, := B.K2 £ GL(k,@(U2))
A= a.850,
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