Komplexe Analysis mehrerer Verdnderlichen

Vorlesung von Otto Forster
im Sommersemester 1973

an der Universitit Regensburg

7. Cechsche Cohomologiegruppen
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§ 7. Cechsche Cohomologiegruppen

Definition. Sei ¥ eine Garbe von abelschen Gruppen auf dem to-
pologischen Raum X und U = (Ui)iFI eine Uberdeckung von X. Dann
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die Gruppe der g-Coketten mit Werten in ¥ beziiglich W fiir q ¢ IN.
Setze C™'(11,7) := O.

Definition (Corandableitung). Die Corandableitung ist eine Ab-
bildung

5: ¢d(u,3) —> ¢3*(u,5),
die wie folgt definiert ist: Sei & e C€9(u,%), d.h.
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Definition.
29(11,3) := Ker (¢%(u,3) == ¢9*(u,3))

ist die Menge der g-Cozyklen mit Werten in ¥ beziiglich .
B9(11,%) := Im (Cq'q(u,s) o 5 c9(u,3))

ist die Menge der g-Corénder mit Werten in 3 beziiglich .
Wegen 606 = O gilt B c 29,

HY(u,3) := 2%(u,3)/BY(u,3)

v
heiBft g-te Cechsche Cohomologiegruppe mit Werten in ¥ der Uber-
deckung 1.

Spezialfdlle:

i) g = 0. Es ist B°(u1,%) = O nach Definition.
Beschreibung von Z°(1,3):

Sei (£3);.7 € €°(4,3), d.be £; € 3(U;).

(o] g = *
(£3)5¢1 € 2°(10,3) @ (88) (5 4yer2 = 0, dehe £5 = £y iiber U;NU;.

34 = 1.

. 1
Sei (fij)(i’j)‘lz e ¢ 1. 9)s 0.h, fi5 € s(Uint)
(fij) ist ein Cozyklus genau dann, wenn gilt

fij + fjk = f

iiber UintﬂUk fiir alle i,j,k € I, denn:
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(88); 45 = Tyk ~ i * By
Es gilt: 1-Cozyklen sind antisymmetrisch, d.h.
f.. = = fji flir alle i,J € I.

Beweis. fii+fii = fii = f%i =0 fiir alle i € I = fij+fji = fii = 0,
i Ve Sh e i in C

Ein Cozyklus (fla)(l,g)gl ist genau dann ein Corand, wenn

2y F E(Ui) existieren mit

fij = fi - fj

Uber UinU. fiir alle i,j € I. Man sagt dann, der Cozyklus "zerfallt".
Hq(n,ﬁ) = 0 ©® Jeder Cozyklus zerfallt

Satz 1. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und € = (Ui’fi)iEI
eine additive (bzw. multiplikative) Cousinverteilung auf X. Dann
bildet die Familie

o, 8 fi - fJ € @(Uint)’ i"j € I

ij
f.
(bzw. £;4 3= ﬁ € o*(U;NU;), 1,5 € I)

einen Cozyklus aus Zq(u,@)(bzw. aus Zq(U,®*)). Genau dann ist €
16sbar, wenn dieser Cozyklus zerfdllt beziiglich der Garbe © (bzw.
6% ;

Beweis (additiver Fall, der Beweis fiir den multiplikativen Fall
verlduft analog):

;) £54* 55 = (fi-fg) - (fj-fk) = £5-15 = 554 iiber UintnU .
folgt: i) e i i .
araus folg (f13 (1,3)612 ist ein Cozyklus

ii) (fij)(i,j)qlz zerfalle beziiglich 6.

= fij = 84~85» wobei g; € @(Ui) fiir alle i = fi’fj s 584"

o Lol ® fj-gj in U;NU.

Es gibt daher in F € M(X) mit F|U; = f;-g; fir alle i € I, da®
Garbe. Also ist € losbar.
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iii) Besitze € nun eine Ldsung F € m(X).
> -F|Ui + Tyo-s si e 6(U;)
> £;-f5 = g;-8; in U;0U,

Lo BB R G (fij)(i,j)eIE zerfdllt holomorph.

Corollar. Gilt H'(1,6) = O (bzw. H'(1,6%) = 0), so ist jedes
additive (bzw. multiplikative) Cousin-Problem zur Uberdeckung 1
lésbar.

Satz 2. Sei X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit abzihl-
barer Topologie und € die Garbe der (beliebig oft) differenzier-
baren komplexwertigen Funktionen auf X. Dann gilt fiir jede offene
Uberdeckung 1 = (Ui)ieI von X und jede natiirliche Zahl q » 1

H(u,e) = 0.

Beweis. Es existiert eine U untergeordnete Teilung der Eins
Fni)iﬁl’ d.h. es gilt
i) n; € e(X), supp (n;) == U,
ii) (supp ni)iEI ist lokalendlich
iii) Ogn. <1 flir alle i € I
iv)}lni='] auf X
iel
Sei €& = (gi 1 e z%9u,e).

o (- B 5 q+1
l LN ]
(ig1-00sig )€l durch Null

Unter n,€. "'iq % werde die FortsetzungYdieses Elements aus
8(UinUi Nee Uy ) auf U, N...nu; verstanden.
o q-1 0 q=-1

Diese (differenzierbare) Fortsetzung ist méglich, da supp m. cc U.
i =

Ttk L NS4 ol

iel q-1
£ == : -
(clo"'lq-1) i
_ $Rrs
Damit gilt: 8C = €.
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wobei beachtet wurde, daB gilt:
0 = (6F\)'~ s = E. s "i ("1>k§ll ’i\ i
llo...lq 10-.-1 o-.. k... q.

9 k=0

Corollar. Sei X ein offener Polyzylinder im ¢® und ! eine offene
Uberdeckung von X. Dann gilt

H'(u,6) = O
Insbesondere ist also jede Cousin-I-Verteilung auf X losbare.

Beweis. Sei (fij)i jeI € z1(u,6)c z'(u,e). Nach Satz 2 gibt es
—— b) =
85 € E(Ui) mit

£i5 = 65785 iber U;NU;.

ij dJ
Da
A = d"g.-d"%. U 2 :
0 = d'fij d"g;-d ga iiber UanJ’

existiert eine Differentialform a € eo’q(x) mit

= A [} e
o Ui = d"g; , d'a 0]

=),

Lemma von Dolbeault = Iy € €(X) mit d"¢ = a.

Die Funktionen fi = gy sind holomorph iliber Ui’ da d"fi = 03
und fij = fi‘fj iiber UiﬂUj, d.he (fij) zerfdllt holomorph.
Definition. Seien U = (Ui)ieI und B = (va)aeA offene Uberdeckungen
eines topologischen Raumes X. B _heiBt "feiner" als ut (®<«1), falls
es eine Abbildung 7: A —> I gibt, so daB

Va e UTGL fur alle o € A.
Sei ¥ eine Pragarbe auf X. Dann induziert T eine Abbildung

t: Cq(u,'&) —_— Cq(‘B,g«).

Sei
g = (E’l s oy € cq(u,:v),
o q
dehe £ - 8 :4(Ui NeooNUy N
o o q
DoV NGRSV e At alh ist durch
% aq TG, Taq’
tE = (n(l ceell )
wobei O q
n e V-V
uo"‘aq : g'ruo...'rc.q % aq

ein Gruppenhomomorphismus wohldefiniert. Diese Abbildung ist ver-
tréglich mit dem Corandoperator &, d.h. das Diagramm

c%u,7) —E—> ¢(z,3)
; |

¢ (u,3) el c®*(s,5)

ist kommutativ. Daraus folgt
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£(29(1,3)) c 2%(»,3)

£(B2(1,3)) < BYD,3).
Satz. t induziert eine Abbildung
t;: 29(u,3) —> HI(sB,%)

und diese Abbildung ist unabhingig von der Auswahl der Verfeine-
rungsabbildung T: A —> I.

Beweis. Seien T4sTot A ——> I Verfeinerungsabbildungen und tq,t2
die induzierten Homomorphismen. Sei V := V(1 n...ﬂVOL . Es gilt
o q-1
Ve Hensl ny, e 1Y
T1% TA% 2% T2¥anq
fiir k = 0,...,9-1. Fiir £ € ¢%(11,3) sei
%:1
k
(n4r) ge S (o)f v
“o"'“q-q % : 71“0”"’Tqak’T2ak""’72“q-1

Die so konstruierten "Homotopie-Operatoren'

nd: ¢2(u,5) —> ¢4 (2,3)
geniligen der Gleichung:

sn? + n3™ g = t, - to

= +
—> ¢3(n,3) 2> c%(u,5) == ¢ (n,3) —>

/ /
F /
/ /
5 i
/%
3 tal |85 /&
’ % .c,

/
w A
—> ¢%7N(2,3) == ¢%(n,5) ——> @ (n,3) —>
und fir f € 29(11,%) erhalten wir

t,f-t,f = 8hir+n*Tog € BY(n,3) q.e.d.
=0
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Satz 3. Sei ¥ eine Garbe liber dem topologischen Raum X und
t = (U;);.1 eine offene Uberdeckung von X. Dann ist die Ab-

. bildung

3(X) —> z°(u,3) = H°(u,3)
£ b= (2|U); g

ein Isomorphismus. Ist % eine feinere offene Uberdeckung von X
als 11, so ist die Abbildung

Ho(1,3) —> HO(%,3)
ein Isomorphismus.

Beweis. Injektivitat und Surjektivitdt folgen aus dem Garben-
axiomen, die zweite Aussage aus dem kommutativen Diagramm

%(X)

Iy

H(u,3) —> H°(8,3)
Der Satz gilt nicht fir Prdgarben.

Satz 4. Seien ® ¢ 11 offene Uberdeckungen eines topologischen
Raumes X. Dann ist filir jede Garbe ¥ auf X die Abbildung

5l(u,3) —> 51(8,3)
injektiv.

Bemerkung. Fir q » 2 ist H3(u,3) —> HY(38,3) i.a. nicht injektiv.

Beweis. (des Satzes). Sei

t: 21(u,3) —> 21(2,3)

die von der Verfeinerungsabbildung T induzierte Abbildung,
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£ e Zq(u,x) und tf = n,
n=(ng) € 2(n,5) nit n g = €
aB = a8 5
t€ zerfalle, d.he.

Ngs = Bo~Bgs By € F(Vy), By € F(Vg)e

In UiﬂVaﬂVR gilt:

- = = . . = € ISl 3
Ba g gwa,TB gwa,l : gl,TB Tyl 8,1
o R gTa,i = By = ETB,i iber (Uinva)”(Ui“Va)'
(u.nv.) ist eine offene Uberdeckung von U., nach Garbenaxiom
i "a’acA ¥

II gibt es ein f; € K(Ui) mit

fiIUinva = 8y ~ E'ru,i
und in Uil'\UJ.t’W(1 gilt:

= . = o = + -] . - f-f
®i5 = %i,70 ¥ Fra,3 (£;-84)* (&g fa) i7y

d.h. (iij) zerfallt.

Der induktive Limes.

Eine Menge I heifit "nach unten gerichtet", wenn es in I eine
zweistellige Relation € gibt mit den Eigenschaften:

(1) 1 = 3 and Fe i o =]

(2) i<j, jeck=isk

(3) fiir (i,j) € I2 gibt es ein k € I mit k € i, k € J.

Unter einem "gerichteten System" (Ai,wg) abelscher“Grupp?n ver-
stehen wir eine Familie (Ai)ieI abelscher Gruppen uber einer
nach unten gerichteten Indexmenge I und Gruppenhomomorphismen
4d: A, —> A, i < J, mit der Eigenschaft

1 dJ

g5 i_ ydeyd riir x<j<i.
\‘Ji = ldAj_ und \‘Jk Yk wJ fur k<J
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Die abelsche Gruppe A := lim Ai sei wie folgt definiert:

—_—

A lJAi/~

fiur aj € Ai, aj (3 Aj gelte dabei

ai~aj: o 9k e I, k€1, k] &iai = wﬂaj.
Die Addition auf A ist folgendermaBen erklért.

Seien a = faiw, B = [Bj] € A. Nach (3) gibt es ein k ¢ I mit
k<i, k € j, daher ist

atB := rwiai+mﬁaj1

sinnvoll. Die Wohldefiniertheit der Addition ist leicht nach-
priifbar, wie auch Reflexivitdt, Symmetrie und Transitivitat
der Aquivalenzrelation ~.

A heiBt der "“induktive Limes" des Systems (Ai,wg).

Bemerkung. Der induktive Limes von exakten Sequenzen ist exakt.
Zum Beweis betrachte man das kommutative Diagramm

ST =
A, 2> B, 2> In f; = Ker g;
- g ¢i
35 '3 4
v f W g z v
s> B s @ Im £, = K :
3 3 3 L.23.T 2956y
\L \L \L/

esap s o

Dabei sind mJ,mJ,QJ die kanonischen Homomorphismen.
Fiir a € A, a = mJ(aj) sei

£(a) := mjofj(aj)
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f und analog g sind dann wohldefiniert. Man folgere nun:

Im f = Ker g.

F),tg) ist ein gerichtetes System abelscher

Bemerkung. (H3(,

Gruppen (dabei sei &
X

eine Prégarbe iber einem topologischen Raum

Definition. Sei ¥ eine Prigarbe abelscher Gruppen iiber dem
Definitioll.

topologischen Raum X.

Ha(x,3) := lim H3(1,3)
—_—

heiBt die g-te Sechsche Cohomologiegruppe von X mit Werten in %.

Bemerkung. Fiir Garben J ist die Restklassenbildung
£ 5l(n,3) —> H'(X,7) injektiv. (Satz 495

: 2 5 i -
Folgerung. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit H'(X,8) =0

(vzw. Hq(X,h*) = 0). Dann ist auf X jedes additive (multiplika-

tive) Cousin-Problem losbar.
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§ 8. Die exakte Cohomologiesequenz

Definition (Homomorphismus von Pragarben).
Seien %,6 Préagarben auf dem topologischen Raum X. Ein Homomor-
phismus a: ¥ —> ¢ ist eine Familie von Gruppenhomomorphismen

og: #(U) —> a(U), (U =Tex),

o)
die mit den Restriktionen vertraglich ist, d.h. fiir V=V c U
ist das Diagramm

~
%(U) —-—U———> ~(U)
u U
OV OV
(V) T——> n (V)

kommutativ.

Beispiele. (i) Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit mit den Gar-
ben & und o*, Fiir f € 6¢(U) sei aU(f) := 2™ pann ist
o = (o)y-fex ein Homomorphismus & —> ¥,

(ii) Sei X = X c r™ und e(q) die Garbe der differenzierbaren
Differentialformen vom Grad q. Die Ableitung d: ela) 5 gla*)
ist ebenfalls ein Homomorphismus.

(iii) Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann sind die kano-
nischen Einbettungen & —> ¢, bzw. ¢ ——> ¢ Homomorphismen.

Sei a: ¥ —> @ ein Garbenhomomorphismus iliber X und U eine offene
Uberdeckung von X. Dann induziert o einen mit & vertrdglichen
Homomorphismus

'&'q: cd(u,3) —> c9(u,a).

Daher gilt: z9(1,3)) c z2%9(n,0)

5 (
Eq(Bq(u,s>) c B%(n,c)

=R




