Komplexe Analysis mehrerer Verinderlichen

Vorlesung von Otto Forster
im Sommersemester 1973

an der Universitdt Regensburg
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f|G~K' 13Bt sich fortsetzen zu einem Element g ¢ &(G). Da

§ 6. Komplexe Mannigfaltigkeiten
Alg =94 f =0 auf G\K",
Definition. Es sei X ein topologischer Raum und ¥ das System der

offenen Mengen in X. Eine Prégarbe von Gruppen auf X ist ein
Paar (%,0), bestehend aus

folgt d"g € 80’1(cn), indem man d"g durch Null auf c¢®\ G fort-
setzt. Nach Satz 3 existiert ein B € 8(c™) mit kompakten Triger

P und
avn i .%) e?ner Fam%l?e 3 —(3(3))Uez von Gruppen mit F(@) = O,
o ; ii) einer Familie p (ov)U Vex,veu VOB "Beschrénkungs-Homo—
aher ist U
morphismen py: F(U) Ggie E(V) mit
P ieig.s B
holomorph in G und U - U N s
et 0y = idy(yy» Oy = OyePy fir We Ve U aus T.
F|(G\K) =
Man schreibt meist 3 statt (3,p).
Beweis. Die Funktion 8 ist holomorph in ¢Z <\ X'. Analog sind Prégarben von Ringen, Vektorrzumen, Algebren ...
Da B = 0 auf Cn\\P, gibt es wegen des Identitétssatzes einen definiert.
Punkt p € G\K' mit einer offenen Umgebung U c G\K', so da
B|U = 0. Definition. Eine Prdgarbe (%,p) auf X heiBt Garbe, wenn folgende
Daraus folgt Axiome erfilillt sind:
Seien U; € T, (i €I), und U=U U;. Dann gilt
F|U = g|v = £|U. el

(I) Sind f,g ¢ %(U) mit oU (z) = oU (8), i € I, so folgt f =g

. . 3 .. U
Da G\K zusammenh#ngt, folgt wiederum nach dem Identit#tssatz: (II) Sind £; € %(U;)(i € I) mit °U nu, (£) = og au., (£ ) fiir alle

F = f auf G\K. i,j5¢ I, dann

existiert ein f € 3(U) mit °U.(f) = £, (3 €-T)s
4
Bemerkung. Wegen (I) ist dieses f eindeutig bestimmt.

Beispiele.
a) Sei X ein topologischer Raum

¢, die Garbe der stetigen (komplexwertigen) Funktionen ist eine
Garbe von Ringen mit C(U) = Ring der stetlgen Funktionen f: U —> C
3 und den gewohnlichen Beschrénkungsabbildung pv' c(u) —> (V).

? b) Sei wieder X ein topologischer Raum, 8(U) = Ring der beschrénk-

| ten stetigen Funktionen f: U —> C. Die so erhaltene Prégarbe

I ; A von Ringen erfiillt i.a. nicht Garbenaxiom II.
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o n
¢)huf X = Xc. c sing

®,h,e Garben von Ringen,

&% m* Garben von Gruppen (mit Multiplikation als Gruppenoperation),
eP2Q cine Garbe von Vektorrdumen.

d) Sei X ein topologischer Raum, G eine Gruppe

G(U) := Gruppe der lokal-konstanten Abbildungen U —> G

(falls U zusammenhdngend, gilt G(U) = G).

Die so gewonnene Garbe wird wieder mit G bezeichnet.

e) Durch G(U) := G, G(@) = O, rg = idG, falls U,V nichtleer, ist
die "Konstante Pragarbe" gegeben. Hat X zwei disjunkte, nichtleere
offene Mengen U1’U2 und G zwei verschiedene Elemente g,,8,, damn
ist diese Pridgarbe keine Garbe.

Definition. Ein geringter Raum ist ein Paar (X,G), bestehend aus
einem topologischen Raum X und einer Unterringgarbe G von C.

Eine Garbe G = (G,p) heiBt dabei Unterringgarbe, falls G(U) Unter-
ring von C(U) ist und ogz G(U) —> G(V) die gewdhnliche Beschrén-
kungsabbildung.

Eine allgemeinere Definition findet man z.B. bei Grothendieck [12].

Bemerkung. Ein offener Teilraum eines geringten Raumes ist in natiir-
licher Weise wieder ein geringter Raum.

Beispiele.

a) (X,C) ist geringter Raum fiir jeden topologischen Raum, ebenso
b) (X,0), wobei X = X c e

c) Sei U=Uc ¢® und X € U eine analytische Menge.

Definition der Garbe 6y der holomorphen Funktionen auf X:

Sei Vc X offen (bzgl. Relativtopologie).

f € f(V) gehdre zu @X(V) genau dann, wenn es zu jedem a ¢ V eine
offene Umgebung Wc U und ein F € 6(W) gibt mit

£lwnv = F|wnv.

(X,ﬁx) ist dann ein geringter Raum.
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Definition. Seien (X,G), (Y¥,?) geringte Réume. Ein Morphismus
o: (X,6) —> (¥,7)

ist eine stetige Abbildung ®: X —> ¥, so daB fiir jede offene
Menge Vc Y und jedes g € R (V) gilt

gow € (o~ (V).
Bemerkung. 4
Seien X = X c ¢®, Y = Y c ¢™.Eine stetige Abbildung ®: X —> Y
ist genau dann holomorph, wenn der Rlicktransport jeder holomorphen
Funktion holomorph ist.
(i) Ist £ € 6(Y), dann folgt sofort fo® € 6(X)
(ii) Die kanonischen Koordinatenfunktionen WaseessWp in ¢® sind
holomorph, also folgt f, := w,°® € S(E) 15 T s
Sei ©(a) = (b,,ee-,b;). Dann gilt b, = (w,c0)(a) = £,(a), also
w(a) = (f,‘(a),...,fm(a)) fiir alle a € X, d.h. ® € 6(X).

Folgerung. Die Morphismen (X,@X) —— (Y,@Y) sind genau die holo-
morphen Abbildungen.

- GAga



Definition. Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist ein Hausdorff-
geringter Raum (X,6) mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem a € X existiert eine offene Umgebung Y und eine offene
Menge U in einem ¢?, so daB (Y,@lY) isomorph ist zu (U,aU),
Ein Morphismus ®: (Y,G'Y) > (U,@U) ist dabei ein Isomorphis-
mus, wenn es einen Morphismus ¥: (U,&U) e (Y,@|Y) gibt mit

@o = idy, ¥o® = idy.

Ein komplexer Raum im Sinne von Serre ist ein Hausdorff-geringter
Raum, der lokal-isomorph zu einer analytischen lMenge in einer
offenen Teilmenge eines Cn ist.

Beispiele.
Jede offene Menge im ¢ ist eine komplexe Mannigfaltigkeit. Jede
Riemannsche Flache ist eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Definition. Eine komplexe Mannigfaltigkeit (X,6) mit abzdhlbarer
Topologie heiBt Steinsch (oder holomorph-vollsténdig), falls
folgende Bedingungen erfiillt sind:
(DX ist holomorph-konvex, d.h. flir jede kompakte Teilmenge K c X
ist die Menge K :=N {x € X: If(x)l < sup |£(K)|} kompakt.
feo (X)

(ii) X ist holomorph-separabel, d.h. zu je zwei Punkten x,y € X,
x # y, existiert eine holomorphe Funktion f € 6(X) mit
(X)) % £ly)e

(iii) X vesitzt lokale Koordinaten durch globale Funktionen, d.h.
zu jedem a € X gibt es holomorphe Funktionen f ,...,f € 8(X),
eine offene Umgebung U von a und eine offene Teilmenge
Ve c?, so daB (f1,...,fn): U —> V biholomorph ist (d.h.
ein Isomorphismus geringter Riume).

Bemerkungen. 1) Nach Grauert [9 ] folgt (iii) aus den ersten beiden
Bedingungen. Zur Begriffsbildung vergleiche Stein [ 291.

2) Fiir offene Mengen X c c® sind die Bedingungen (ii) und (iii)
stets erfiillt, auBerdem besitzt X abzdhlbare Topologie.

~ B5ia

Beispiele.
1) Jede offene Menge X ¢ € ist holomorph-konvex:

Angenommen K ¢ X sei kogpakt, aber nicht ﬁ-Dann existiert eine
Punktfolge (Zi>ic]N in K ohne Hiufungspunkt in K.
4o Pallt (zi)iFIN ist unbeschrinkt, man setze f(z) := z,f € e(X).
|f(zi)| ist unbeschrinkt, Widerspruch zu |f(zl)| < sup |£(K)| < =.
i Fall:AIst (zi>ie]N beschrinkt, dann existiert ein Haufungspunkt
a ¢ dX (K ist abgeschlossen in X, also muB gelten a # X).
Sei

f£(z) = E%E 2 Er ke
Es ist f € &(X), |f(zi)| ist unbeschrénkt, aber
|f(zi)| < sup If(K)I < o,

2) Sei
K={zec:1<]|z]| <2}.
Fir X = ¢ erhdlt man

K= Ky = {z € ¢: |z] <2,

bzgl. Xq = C* folgt aber

Definition. Sei X ein komplexe Mannigfaltigkeit. Eine offene Teil-

menge P ¢ X heiBt analytisches Polyeder (Oka-Weil-Gebiet), wenn
P kompakt ist und endlich viele holomorphe Funktionen

f1""’fk e 6(X) und eine offene Umgebung U von P existieren, so
da8

k
P=0N{xeU: Ifj(x)| < Al
J=1
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Beispiele.
a) Jeder relativ kompakte offene Polyzylinder P ist ein analy-

tisches Polyeder im £,
Beweis. Es gilt
P={zecl: Izv|<rv;.v =g nl . O<r, <=

Setze fj Ut Tiir v = 1, &%, ny~dang-2ilt64
dJ

n
7 i e e 7 Jenls
=1 ?

TP dr e £ 1<|z|<2} ist analytisches Polyeder beziiglich C*,
denn es gilt:

P=lz ec*: <1l n lz e c*: |2<a]

P ist kein analytisches Polyeder bezliglich C nach dem Maximum-
prinzip.

Satz 1. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit, K € X eine kompakte
Teilmenge mit K = K und U eine offene Umgebung von K. Dann exi-
stiert ein analytisches Polyeder P mit

KcPcPcU.

Beweis. Da X lokalkompakt ist, sei U o0.B.d.A. als relativ kompakt
vorausgesetzt. Es gilt:

2U N K = @,

Da nach Voraussetzung K = K ist, gibt es zu jedem x € dU eine
Funktion f_ ¢ 6(X) mit

|fx(x)| > sup |fx(K)[.

0.B.d.A. seien |fx(x)| > 1, sup Ifx(K)| = A
Zu jedem x € dU existiert eine Umgebung Vx, so daB

Ifx(y)l >4 fir g6 NEs

Da U relativ kompakt ist, geniigen endlich viele Vx ""’Vx 3
" 1 k
um dU zu Uberdecken.

s d = dyeeeyk

Ifj(x)|<1 FUr § = 1,000,k}




Dann gilt:
i) P> K, da sup lf-(K)
ii) P= {x € T: fj(X)
U kompakt.

1i1) P = Ix e U: |£5(x)| < 1 fiir § = 1,....k}, da

< 1 fur alle j.
€1 fir j = 1,...,k} ist kompakt, da

k

N ix edl: |£.x)| <1} = @

3= g

nach Wahl der fj’

Also gilt: Pc U und P ist ein analytisches Polyeder.

Corollar. Sei X eine holomorph-konvexe komplexe Mannigfaltigkeit
mit abzdéhlbarer Topologie. (Dies ist z.B. der Fall, wenn X
Steinsch ist). Dann existiert eine Folge PysP1sP5y ... analytischer
Polyeder mit

P.cP..,und UP, = X.
i i+1 320 1

Beweis. X hat abzdhlbare Topologie und ist lokalkompakt. Daraus
folgt: Es gibt kompakte Teilmengen Ki,i € IN von X mit

K el k% co, wad K =X
SRR iel *

4 A
Ko ist kompakt = Es existiert ein analytisches Polyeder Po 2 Ko

K, U P, ist kompakt = Es existiert ein analytisches Polyeder

Take e

T
B ok ub

So 1Bt sich induktiv eine Folge (Pi)ieIN analytischer Polyeder
konstruieren. Da

~

Pi3 KiDKi fir alle i € IV

gilt, ist VP =X

-~ S5

Satz 2 (gntermannigfaltigkeiten im c®).
Sei U=Uc c®, 0<k <n und A c U abgeschlossen (beziiglich der
Relativtopologie in U). Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
i) Zu jedem a € A existiert eine offene Umgebung Vc U und
fpsenerfp i € 6(V) mit

ANV ={zeV: f1(z)=...= n_k(z) = 0}

df '

und Rang(b—zg-)(z) =n -k fir alle z € AN V.

v

ii) Zu jedem a € A existiert eine offene Umgebung V c U, eine
c¥ und Funktionen ®qree0s0, € o(T), so daB

offene Menge T c
N (w,l’oco,on): T —— Cn
T bijektiv auf A N V abbildet und
Ran (bw“) (t) = k fiir alle t € T
= ur alle .
& 57
(d.h. Es gibt lokal eine Parameterdarstellung von 4).
iii) Zu jedem a ¢ A existiert eine offene Umgebung V c U, eine
offene Umgebung W des Nullpunkts in ¢® und eine biholomorphe Ab-
bildung ¢: V —> W mit
dCanv) = B0 W,
wobei B := {2 € c%s Bygq=eso=Zy = o},
(d.h. A sieht lokal so aus wie ein Ebenenstlick E, im e

(Der Beweis dieses Satzes verlduft analog zum reellen Fall).

Definition. Bezeichnungen wie in Satz 2. A heiBt analytische
Untermannigfaltigkeit von U, falls fiir A eine der Aussagen 1)

iii) gilt.

Eine Teilmenge A c ¢® heiBt lokal-analytische Untermannigfaltigkeit

des ¢, falls es eine offene Menge U c ¢? gibt, so daB A analy-
tische Untermannigfaltigkeit von U ist.

fril-7 g



Folgerung. Eine analytische Untermannigfaltigkeit einer offenen
Teilmenge eines ¢® ist eine komplexe Mannigfaltigkeit.

Beweis. Sei A eine analytische Untermannigfaltigkeit einer offenen
Teilmenge U c ¢®. Dann ist A insbesondere eine analytische Teil-
menge von U. Dann ist (4,6,) eingeringter Raum (vgl. Beispiel c)
zu der Definition des geringten Raums). Da A Hausdorffsch ist,
geniigt es zu zeigen: Zu jedem Punkt a € A existiert eine offene
Ungebung U' und eine offene Menge U" in einem ck, so daB

(U',6(U0')) = (U",6(U")).

Beweis. Zu a € A existiert eine offene Umgebung V c U, so daB
gilt: Es gibt eine offene Umgebung W des Nullpunkts in ¢ und
eine biholomorphe Abbildung §: V —> W mit

¢(anv) = E N W, (o0.B.d.A. W ein Polyzylinder).
Daraus folgt:
i) AN V ist homdomorph zu einer offenen Teilmenge des Ck.

ii) e(AnNV) = @(Eknw)

Beweis zu ii).
Sei v: 6(ANV) —> c(Eknw)

T fo(¢“1|Eknw)
fliir £ ¢ ¢(ANV) ist dann §(f) sogar in ¢(E,NW), da jede holomorphe
Funktion f ¢ 6(A) die Beschrinkung einer holomorphen Funktion
F ¢ 6(X) ist, wobei X eine offene Umgebung von a im € ist.
Sei et @(Eknw) —> c(AnV)
> °
Es gilt: i e (¢'AOV)

g € 6(B W) = ¢'(g) € 6(AnV).

sa Gl =

Sei g € m(EkﬂW). Setze fir z € (EkOW) % Cn_k =: 0

G(z) := g(zq,...,zk)

Dann ist G holomorph in der offenen Teilmenge Q des c®. Die Menge
alea= ¢_1(QOW) ist eine offene Teilmenge des €™ mit Q' © VnA.
Dann ist Go¢: Q' —> ¢ holomorph und da

Go| ANV = go (§]anV),
gilt
¥'(g) = go($|anv) e oCanv).

! bt | TS
Da ' = Id&(EknW) und V'V = Id@(AﬂV)’ folgt
e (B W) = o(AnV).
Satz 3. Sei P ein analytisches Polyeder in einer Steinschen lMannig-
faltigkeit X. Dann existiert ein n € IN, eine analytische Unter-

mannigfaltigkeit A des Einheitspolyzylinders im ¢ und eine bi-
holomorphe Abbildung §: P —> A.

Beweis. U = U c X,

P={xeU: 'fj(x). <1 flr § = 1,.00,k},

wobei fj & .6(X)4

a) Es existieren endlich viele Funktionen g,,...,8; € o(X), so
daB fiir jedes a € P einige dieser Funktionen lokale Koordinaten
in einer Umgebung von a definieren (nach Axiom (iii) fiir Steineche
Mannigfaltigkeiten und weil P kompakt ist).

0.B.d.A.  sup ng(§)| s N g o) B L P e B

b) Es existieren endlich viele Funktionen h1""’hm e 6(X), so

daB g, e+es8y 50,000 h) die Punkte von P trennen, d.h.

(31,...,g1,h4,...,hm): P—>c
ist injektivs

S 6hie
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A= Gl y)ne PxP: x = yl

Es gibt eine offene Umgebung W von A in PyP, so daB die Bq>eee18s

alle Punktepaare (x,y) € W trennen nach a).

Zu jedem (x,y) € PxP\VW existiert Bt 6(X) mit h (x) A (y%

da X holomorph separabel ist. Da P*P\\w kompakt 1st genugen end-

lich viele h, SO € 6(X), um alle Punktepaare
X454 S R
(x,y) € PxP~\w zu trennen.

Sei h. :=h

Pl =¥ SN
1 . % P, E]
AR

Also trennten gq,...,gl,hq,...,h alle Punkte von P.
0.B.d.A. gelte sup |h1(P)| CA PP X = 9,555 0

Behauptung. ¢: P —> E, definiert durch

4) e (f/]""’fk,g/]""9gl’h1’""%)

2B =

bildet P biholomorph auf eine analytische Untermannigfaltigkeit
A c E ab, wobeil

E={zec® |z] <1 firv=1,...,n0}.
Hierbei ist n = k+l+m.
Beweis. i) ¢ ist injektiv nach b)
34 ¢ ist eigentlich (d.h. das Urbild jeder kompakten Menge ist
kompakt) .
Sei K ¢ E kompakt. Dann existiert ein r, 0<r<1, so daB

Kc ¥, =: {z eB: |z ] < fir v = 1,...,kl

Es gilt ¢ (K) c ¢ (ﬁ ). Wenn ¢~ (ﬁ ) als kompakt nachgewiesen
ist, folgt ¢ (K) kompakt da X Hausdorffsch Tats

¢_1(ﬁr) cix e P: lfi(x)l v fipd = 100kl =

{x e P: |fi(x)| o rhn -2 oL, el

da fiir alle x € P~P gilt: Es gibt Jj, 1<j<k, mit |f (x)]| = 1.
Also ist ¢ (E ) kompakt, da P kompakt ist und X Hausdorffsch.
Da X und ¢® 1oka1kompakt sind, folgt: ¢ ist abgeschlossen.

Sei A := ¢(P) versehen mit der Relativtopologie. Dann ist A in E
abgeschlossen, §: P —> A ein HomSomorphismus.

iii) A ist analytische Untermannigfaltigkeit und

¢: P—> 2

ist biholomorph. Dies folgt aus nachstehendem Hilfssatz, da die
Eigenschaft einer Abbildung holomorph zu sein, lokal ist und es
zu jedem Punkt x € X eine offene zusammenhdngende Umgebung W und
Funktionen

WaseeosWy € {81’°"’81’h1""’hm]

gibt, so daR

(W1’°°"Wn)’ P —> c2

e



eine biholomorphe Abbildung auf das (offene) Bild von P unter

(w,],...,wn) ist.
Hilfssatz. Sei Y eine komplexe Mannigfaltigkeit und
(m,],...,mn): Y —> 1T

(¢}
biholomorph, wobei U = U c ¢ ist. Dann gilt fiir beliebige holo-
morphe Funktionen ¥, ,...,¥, € (YY)
> n+re

¢ := (m,],...,mn,"',l,...,v‘wr): Y —> ¢

bildet Y biholomorph auf eine lokal analytische Untermannigfaltig-

x + < :
keit des r® r, genauer eine analytische Untermannigfaltigkeit von

U v Fr, ab.

Beweis.
ol
(Pa. - P Yir -l

Y CF oy Yad

Sei g3 1) s> e BT L

- =]
a(z) = (eoqa"°1°nna“"1,'-~7"'r)°(f9,l,-..,(‘On) (z)

Dann ist o holomorph in U.

o.(z,‘,...,zn) = (z,],...,zn,onnﬂ(z),...,cxn+r(z)).

Aiyin can DD o

Do O
Es gilt(s—zi) = ‘ *
AV] ¥ iy 5 “
Y

= 1ye0ey)

DA
=rg(;z—l>(z)=n fir alle z ¢ U
VB,

- 0(Y) istlokel snalytische Untermannigfaltigkeit nach Satz 2 ii)
Es gilt: ¢) ist injektiv, da (m,‘,...,mn) injektiv.

Sei A := ¢(Y). Dann gilt: ¢) Y —> A ist biholomorph, da q) holo-
morph ist und (m,],...,con) biholomorph.




