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5. Das Lemma von Dolbeault



§ 5. Das Lemma von Dolbeault

e(U) bezeichne den Vektorraum der (beliebig oft reell) differen~
zierbaren komplexwertigen Funktionen in einer offenen Menge
U n

Ly
e(U) ist Fréchetraum:
Sei K = K,] C ... eine Ausschopfung von U durch kompakte Mengen,
U= U i und seien

1¢]N

zk=xk+ixn+k k= 4 eeey

die kanonischen Koordinaten in ¢®. Durch
2n
fet@, vel,aeN

Dy (f) := i:%»l(Daf)(z)l

werdon Seminormen auf €(U) definiert, und die abzdhlbare Familie
€I, qeIy 2R erzeugt auf €(U) eine Hausdorfftopologie,bzgl.
der 5 U) vollstandlg 385

Weiter sei

C(r = Vektorraum aller Differentialformen vom Grad r mit
differenzierbaren Koeffizienten in U, bestehend also aus den Ele-
menten

w =2 85 ...i 0% Aecondx; mit ai1 € e(U).
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eP'9(U) := Vektorraum aller Differentialformen der Gestalt
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i, ..;jq € e(U).

Dann gilt:

ef(u) =@ eP9(u)
ptq=r

Wir erklédren Ableitungen

n

a': e(0) —> e1%(V) auren a'(e) = Y - aa,
Aol e
3=1
n

a": e(U) —> F,o’/'(U) durch a"(f) = 2 9-;-— de

o 1
Das Differential einer Funktion f ¢ €(U) schreibt sich also als

af = 4'f + 4"f

und f € (U) ist genau dann holomorph, wenn d"f = O.
Schreibt man abkiirzend fiir w ¢ e?29(U)

w = z 2amdzIAdEJ -
IdJd
so wird durch

d"w = 22&"&IJAdzIAdzJ
IJ
eine Abbildung
av: ePYuy) — epvq+1(U)

definiert und es gilt fiir alle w ¢ e2°9(U)

(a"da")m = 0.
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SchlieBlich sei
aP(U) := Vektorraum der holomorphen Differentialformen vom

Grad p in U mit Elementen der Gestalt

" =2 aIdzI
I

wobei a; € 6(U).
Offensichtlich gilt

aP(U) = Ker(eP0(u) L5 ePr(u)).

Satz 1. Sei X ein offener Polyzylinder im c™ (evtl. einige

Radien r, = ®) und X'cc X ein offener, konzentrischer Polyzylinder.
Dann gibt es fiir q > 1 zu jeder Differentialform w ¢ eP?9(X) mit
d"w = 0 eine Differentialform o ¢ €29~ 1(X') mit

d"ec = w|X'.
Hilfssatz. Sei U c ¢ eine offene Menge und
w: CXU —> ¢

eine (beliebig oft reell) differenzierbare Funktion mit kompaktem
Tréger in der ersten Variablen. Dann ist durch

£(z,s) := E%I.Y 9é§;§2 acaat
c

eine (beliebig oft reell) differenzierbare Funktion f: ¢xU —>C
definiert, fir die gilt:
2
3% = 9
Zusatz: Hangt © noch zusitzlich holomorph oder differenzierbar vol
s ab, so auch f.

Beweis. f ist sicher wohldefiniert (Ubergang zu Polarkoordinaten)
und erflillt den Zusatz. f 16st aber auch in jedem Punkt

(a,s) € CxU die Differentialgleichung:

Translation der Integrationsvariablen € um z ergibt

£lzye) = ?%T.r 0(z+C,s) g&eiz
(23

Daraus folgt

2f(z,8) _
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Daraus ergibt sich, bei nochmaliger Translation der Integrations-

variablen und unter Verwendung des Satzes von Stokes
A
Y —%(C s) —%—QQ

agaag
) =g

:ﬁ%— lim ﬁf o(atee’ ,s)ay = ola,s).
en0 0

Beweis von Satz 1.
: i b
Sei A(X) := {w € eP29(x): 22 arydzgAdzsl.
I J<y

Dabei bedeute J <
8.7 Jyens Qe

v, daB fiir alle (jq,...,jq) € J gilt: j €V,




Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion liber v.
v=0= =0, da g2 1. Man setze 0 = 0.
Sei nun X" ein offener, konzentrischer Polyzylinder mit X'ccX'ecX,
w € AV(X) und die Aussage fiir v-1 schon bewiesen.
w = V:vaIszIAdEJ
I J<v

]

dz,,Aa+f

I J<v-1
n
>f
> - -
a"w =y ) Y =3 dzynazgadzg = O,
IJ<v m=1 O

of
EJ =0 fir m > v.
bzm

Da die ary bis auf Vorzeichen mit gewissen Koeffizienten fI'J'

also

von m iibereinstimmen, gibt es nach dem Hilfssatz in Zy4qr0e92y
holomorphe Funktionen

e(x") mit —e2L = a|x"
Pin S 3 L

Fir y := };ji cIszI/\dEJ gilt:
I J<v-1

dc
& I1J — S S
d"y = 2 2 z S dzm/\dZII\dzJ = dzvl\cﬂ'b 3
IJ<v-1m=1 D

wobei b € Av_q(X").
Es folgt

e 1 = - "
w=-d'y=8-5¢€4, (X).
Nach I.V. gibt es ein

ne eV (x') nit a'n = B - b.

- 4P

Also erhdlt man mit o = y+n € zp,q-ﬂ(x.) iiber X':
w = 4d"o.

Satz 2 (Dolbeaultsches Lemma [ 8 7).
Sei X ein offener Polyzylinder im ¢™. Dann ist

0 —> NP(X) 6> e01%¢x) A5 oP Vo) ey 5
eine exakte Sequenz (von Vektorréumen).

Beweis. Da OP(X) = Ker(e?'°(x) s eP21(X)) ist noch zu zeigen:
Zu jedem w € eP'9(X), q 2 1, mit d"w = O existiert ein

o € e237(x) nit d" = o.

Beweis mithilfe des Mittag-Lefflerschen Ausschopfungsprinzips.

Sei Xo (o <o X1 e X2 CC ... Ausschopfung von X durch offene, konzen-
trische Polyzylinder und sei

= S : -
M, = {o e eP97(x,): a0 = w|X;}

sowie Pyt Mi —_— Mi-1 die gewohnliche Beschrénkungsabbildung.
Fliir den Rest des Beweises seien g€ Mi festgewdhlt.

Induktion liber q:

g = 1: Sind o',0" € M;, so folgt o' - o" € OP(X;). Also ist die
Abbildung

. P S
4 Q (xi) > M,
N: e=>fo,

surjektive. :
Wir definieren: T;: nP(xi) > nP(xi_q)

N > n+(o4-0;_4)
T; ist stetig und hat dichtes Bild (ist o € Qp(Xi_q), so widhle man

Taylorpolynome der Koeffizienten von U'(ci"oi-ﬂ) als Urbilder).
Auch ist das folgende Diagramm kommutativ:

e V-




QP(X ).___JL_—e QP(X 1 Wieder gibt es also nach dem Mittag-Lefflerschen Ausschpfungs-

prinzip ein n, € eP19” 2(X ) mit 7;(n;) = M;_, fir alle i, also
o vamn; Xy = 0g05(ny) = vy, l(n ) = Vi 1(nl AV g

Sei 0 € eP971(X) gie Differentialform mit
i 11
chi =0, +a",.

Die Familie (Qp(X Vs )lenqerfullt die Voraussetzungen des it

Mittag- Lefflerschen Induktionsprinzips, also gibt es N8 QP(Xi)

: g = w,
mit 7.(n;) = n,_, fir alle i ¢ N. Dann gilt d"o = v
~

Wir setzen: 6. := #.(ni) = n.to..

X el S5 v satz 3. Sei a € e27(c™), n 3 2, mit d"c = O und kompakten Triger.
Dann gilt G IX it o Mg h1°1(n o ¥i-q 1(n o 1—1(ni4) =i D ibt : Diff tialf B € e(c™) mit kompak 14

E: ifferenti i

Also ex1st1ert e1n o € eP%(X) mit olX 6. und d"¢ = w. ahnjELbl e el ELoal oL - mit kompakten Trager

1 und d"R = a.
LV 2
g >2: 0',0" € Mi > d"(c'-g") = 02T 1 ¢ ePsa (Xi): am = g'=g".

z . . . n . M <
Bliter Dot 31e ABHL] dunp Beweis. Nach Satz 2 existiert ein y € &(c™) mit d"y a. Sei

K = supp o. Dann ist y holomorph in €¢™®N\K. Nach Cor.1, Satz 3, § 3
e ep,q-E(X ) > M gibt es eine holomorphe Funktion g € 6(c®) mit g = y auBerhalb
fos & 4 eines K umfassenden abgeschlossenen Polyzylinders P.
. . 5 0 N

= y-g. P "8 = q.
= > a'nta, Sei 8 v-g. Dann ist B € €(C™) mit supp B € P und d"8 = a
: ; Bemerkung. Der Satz ist falsch in C.
surjektiv.
Wir definieren 7.: ep’q‘2(x.) —_ Cp’q—g(X. )

4 1 1-1 Satz 4 (Hartogs).
n —_ n+yi 1 Sei G c cn, n 3 2, ein Gebiet und K ¢ G eine kompakte Teilmenge,
so daB GN\K zusammenhdngt. Dann 1aBt sich jede in G~K holomorphe

wobei d"Vi-ﬂ = 0;-0;_4- Funktion holomorph nach G fortsetzen.

T4 ist stetig mit dichtem Bild (das folgt daraus, daB es zu jeder

kompakten Menge K c Xi_,I eine Funktion s € a(xi) gibt mit Beweis. Sei f ¢ 6(GNK). Man widhle eine kompakte Teilmenge K' c G
supp s € X;_, und s = 1 auf K). nit Kc B' ¢ X' c q.

Wir erhalten das kommutative Diagramm

B
gP ’Q'g(xi) ey ep9q—2(xi_1)

= 49«




f|G~K' 13Bt sich fortsetzen zu einem Element g ¢ &(G). Da

§ 6. Komplexe Mannigfaltigkeiten
Alg =94 f =0 auf G\K",
Definition. Es sei X ein topologischer Raum und ¥ das System der

offenen Mengen in X. Eine Prégarbe von Gruppen auf X ist ein
Paar (%,0), bestehend aus

folgt d"g € 80’1(cn), indem man d"g durch Null auf c¢®\ G fort-
setzt. Nach Satz 3 existiert ein B € 8(c™) mit kompakten Triger

P und
avn i .%) e?ner Fam%l?e 3 —(3(3))Uez von Gruppen mit F(@) = O,
o ; ii) einer Familie p (ov)U Vex,veu VOB "Beschrénkungs-Homo—
aher ist U
morphismen py: F(U) Ggie E(V) mit
P ieig.s B
holomorph in G und U - U N s
et 0y = idy(yy» Oy = OyePy fir We Ve U aus T.
F|(G\K) =
Man schreibt meist 3 statt (3,p).
Beweis. Die Funktion 8 ist holomorph in ¢Z <\ X'. Analog sind Prégarben von Ringen, Vektorrzumen, Algebren ...
Da B = 0 auf Cn\\P, gibt es wegen des Identitétssatzes einen definiert.
Punkt p € G\K' mit einer offenen Umgebung U c G\K', so da
B|U = 0. Definition. Eine Prdgarbe (%,p) auf X heiBt Garbe, wenn folgende
Daraus folgt Axiome erfilillt sind:
Seien U; € T, (i €I), und U=U U;. Dann gilt
F|U = g|v = £|U. el

(I) Sind f,g ¢ %(U) mit oU (z) = oU (8), i € I, so folgt f =g

. . 3 .. U
Da G\K zusammenh#ngt, folgt wiederum nach dem Identit#tssatz: (II) Sind £; € %(U;)(i € I) mit °U nu, (£) = og au., (£ ) fiir alle

F = f auf G\K. i,j5¢ I, dann

existiert ein f € 3(U) mit °U.(f) = £, (3 €-T)s
4
Bemerkung. Wegen (I) ist dieses f eindeutig bestimmt.

Beispiele.
a) Sei X ein topologischer Raum

¢, die Garbe der stetigen (komplexwertigen) Funktionen ist eine
Garbe von Ringen mit C(U) = Ring der stetlgen Funktionen f: U —> C
3 und den gewohnlichen Beschrénkungsabbildung pv' c(u) —> (V).

? b) Sei wieder X ein topologischer Raum, 8(U) = Ring der beschrénk-

| ten stetigen Funktionen f: U —> C. Die so erhaltene Prégarbe

I ; A von Ringen erfiillt i.a. nicht Garbenaxiom II.

'; - 51 - = 52.=



