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§ 4. Losung der Cousin-Probleme in Polyzylindern

Definition. Sei U = 8 c ¢®, Unter einer meromorphen Funktion in
U versteht man eine in einer offenen dichten Teilmenge U' c U
definierte holomorphe Funktion f € «(U'), so daB folgendes gilt:
i) zu jedem Punkt a € UNU' existiert eine offene, zusammen-
héngende Umgebung V C U von a und holomorphe Funktionen

g,h € 6(V), h # O mit foh =8 in VN U,

ii) f 138t sich in keinem Punkt a € UNU"' holomorph fortsetzen.
Die Punkte von UNU' heiBen die Polstellen von f.

Die Definition der meromorphen Funktionen ist lokal. Die Aus-
sage in i) 1dBt% sich fiir Gebiete global beweisen.

Bemerkung. Die Polstellenmenge einer meromorphen Funktion ist
lokal in einer analytischen Menge der Codimension 1 enthalten.

Beweis. Sei a € UNU". Nach Definition existiert offene, zusam-
menhingende Umgebung V< U von a und 8,h € e(V), h # 0, mit
foh = g in ¥ 0 U,

Dann gilt: V 0 (UNU') c {z € V:h(z) = ot}.

Beweis. Sei b e V¥ n (U\U");

Annahme: h(d) # O = h(z) # O fir alle z in einer geniigend kleinen
Ungebung von b = f holomorph fortsetzbar nach b im Widerspruch
zur Eigenschaft von b, eine Polstelle zu sein.

Bezeichnung. M(U) := Menge aller in U meromorphen Funktionen.
Satz 1 (Identitatssatz).

Sei G ein Gebiet im ¢® und U c G eine nichtleere offene Teilmenges
Die Funktion £ € m(G) verschwinde auf U. Dann ist £ = O.

Beweis. Sei P die Polstellenmenge von f. Fiir P gilt wegen der
obigen Bemerkung der Riemannsche Hebbarkeitssatz. Daraus folght,
daB G\P zusammenhdngt (Corollar zum 1. Riemannschen Hebbarkeitis=
satz).
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Mit dem Identitidtssatz flir holomorphe Funktionen folgt:
flIGN\P=0=2P=@=f = 0.

Algebraische Operationen in M(U).
Sei U=Uc ¢®; £,g € m(U). Sei P
und P2 die von g.

f+g, feg sind zundchst definiert auf U\\(Pung), dann soweit
wie moglich holomorph fortgesetzt.

Damit ist M(U) ein Ring. Falls U zusammenhingt, ist Mm(U) ein
Korper (folgt aus Identitdtssatz).

1 die Polstellenmenge von f

Bezeichnung. m*(U) = Menge der invertierbaren Elemente in n(U) =
= Menge der meromorphen Funktionen in U, die auf keiner
Zusammenhangskomponente verschwinden.

Satz 2. Sei U = % c ¢® und £ € m(U), P die Polstellenmenge von f,
a € P. Dann tritt genau eine der folgenden Moglichkeiten ein:

a) Fir jede Folge z, € UNP, v € IV, mit lim z, = a gilt

lim |£(z )] = = bz o

y—>w

b) Zu jedem Wert ¢ € € U {o} existiert eine Folge Z, € UNF,

v e IN, mit 1im z

= a und lim f(z ) = c.
v—>w y—w -

v

Die Punkte der ersten Art nennt man Polstellen im engeren Sinm,
die der zweiten Art heiBen Unbestimmtheitsstellen.
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Im C° seien Z4s2p die Koordinatenfunktionen und f = El.Polstellen
2
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im engeren Sinn: i(zq,z2) e c2: z, # 0, zy

Unbestimmtheitsstelle (0,0)

Sei ¢ € ¢ U {=}.

i) ¢ = =: Dann gilt fiir die Folge @E : "—Z)) : Lim £(
k k=21
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n
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ii) ¢ € €. Dann gilt fiir die Folge ((c-%,%)) —" flerpg) = c-

=3 -




Beweis des Satzes. Es existiert stets eine Punktfolge z,, —_—> g

mit lim f(z_ ) = », da andernfalls die Funktion f in einer Um-

V>
gebung von a in UNP beschrénkt widre und nach der Bemerkung zum

1. Riemannschen Hebbarkeitssatz nach a holomorph fortsetzbar
wire im Widerspruch zur Eigenschaft von a, ein Element von P
zZu sein.

Annahme: Fall b) liegt nicht vor. Dann gibt es ein ¢ € €, so daB

fiir keine Folge z, —> a gilt: lim f(zv) Fiify

¥ V—>c
Daraus folgt: T%E ist beschrinkt in einer Umgebung von a. Nach
dem 1. Riemannschen Hebbarkeitssatz (Verallg.) ist

Es gilt:

Entweder g(a) # O. Dann ist f beschrénkt in einer Umgebung von a,
Widerspruch

oder: g(a) = O. Dann liegt eine Polstelle von f im engeren Sinne
vor, d.h. es liegt Fall a) vor.

Bemerkung. 1) Man kann zeigen, daB die lMenge der Polstellen einer
meromorphen Funktion eine einscodimensionale analytische Menge ist.
2) Die Menge der Unbestimmtheitsstellen ist eine 2-codimensionale
analytische lMenge.

Fiir einen Beweis von 1) siehe Gunning-Rossi [1371, S 113.

o
Definition. Sei X = Xc cP.
i) Eine Cousin-I-Verteilung (additive Cousin-Verteilung) auf X

ist eine Familie 8 = (U;,f;) . » wobei (U;); .1 eine offene Uber-
deckung von X ist und f, € m(Ui) mit

£,0,004 - fj|Uint € 6(U;NUy) fir alle ;,j € I.
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Unter einer LOsung von £ versteht man eine meromorphe Funktion
£ e m(X) mit

£lu; - £; € o(Uy) fir alle i € I,
ii) Eine Cousin-II-Verteilung (multiplikative Verteilung) auf X

ist eine Familie & = (Ui’fi)iel’ wobei (Ui)iEI eine offene Uber-
deckung von X ist unf f; € m*(X) mit

£,]U;00,

?ETUEHU? € @*(Uint) Thraite 1.0€ T,

Unter einer Losung von & versteht man eine meromorphe Funktion
f e 6*%(X) mit
£|u;

% € ﬁ*(Ui) Piirzalle i .¢ 1.

Vereinbarung: 6(@) = m(@) = 0. 6*(@) = m*(F) = 1.

Bemerkung. Die Differenz (der Quotient) zweier Losungen einer
additiven (multiplikativen) Cousin Verteilung auf X ist eine
holomorphe (holomorphe und nichtverschwindende) Funktion auf X.

Bemerkung (Zusammenhang mit einer Verénderlichen).
Sei (an)nGIN eine Folge paarweise verschiedener Zahlen ohne
Haufungspunkt in €. Seien Hauptteile hv wie folgt gegeben:
-1 e
h = I
Ve s e
p.——kv v

Dies 14Rt sich als Cousin-I-Verteilung auf C auffassen:
By, c\!auz u # vl

Dann gilt: (Uv)chN ist eine offene Uberdeckung von C,

h, € m(Uv)

und b |U, N U, - B |U, 0 Y e 6(UNT) fir alle vu € IN.
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Nach dem Satz von Mittag-Leffler gibt es eine meromorphe Funktion
£ e m(c), die genau in den Punkten a, Pole hat, io daB gilt:
Haupt a,(f) = h,. Daraus folgt: f|U, - thF h(Uv’f
Also ist f eine Ldsung der additiven Cousin-Verteilung

=t )
Q = \Uv'h\)/\)‘m -

Analog 1348t sich der WeierstraBsche Produktsatz als ein Satz uber
die Lésung eines multiplikativen Cousin-Problems auf € auffassen.
Falls X = %/: ¢® fiir n > 2 sind die Cousinprobleme nicht so wie

in € 18sbar, da die Nullstellengebilde und Polstellenmengen nicht

k]
aus isolierten Punkten bestehen nach Corollar 2,3,8 3.

ei X= Xc F'. Sei 9(X) die Henge aller achsengaralleler kom-

o in. T Q= c R kompal Ir
pakten Quader in X. Q = Iqxlex...xIN, Iv kompaktes Intervall
Y = 1.5v+s.N. Zwei Quader Q',Q" € ©(X) heiBen heftbar, falls (nach

Umnumerierung der Koordinaten) folgende Situation vorliegt:

Q' = I%xlex...xlﬁ, Q" = I;xlgx...xIN,
I% ={=ahl, I1 = Lb,g]
N::l
I7
!
3 < | . -
11 I1
Satz 3.

o)
Sei X= Xc ®F und A: 9(X) —> {0,1} eine Abbildung. Es gelte:

i) Zu jedem Punkt a € X existiert eine offene Umgebung U c X,
so daB A(Q) = 1 fiir alle Q € o(0U).
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ii) Sind Q',Q" € 9(X) heftbar und A(Q') = A(Q") = 1, so folgt
A(Q'UuQ") = 1.

Dann gilt A(Q) = 1 fiir alle Q € £(X).

Beweis. Sei Q ¢ ©(X). Q ist von der Form

Q = LIixeouxIy ,

wobei Ij = raj,bjW c R kompakte Intervalle sind fir j = 1,...,N.
Wir unterteilen Ij in k Teilintervalle

-
1]

: A+(1- .qas+lh. io=ah 1T
j1 Faa ( 1)ha,aa hJ 3 hJ bi-a5,

I.=1I.,U...ul

dJ dJ S gt

und setzen

- Hege

: S WeeoNdzas e
1 'lN 11,] NlN

Falls k geniigend groB ist, gilt nach dem Lebesgueschen Lemma und
Voraussetzung i)

A(Q; :
qu...lN

Qik Ei;;:;/::\\\\\<:
NN
N

) = 1 fiir alle igse0esiy € i e S

N TN

Qn




Setze: Q DE R x...xImimxIm+1x..n<INfﬁr m= Q5 el

iq...lm 411

Behauptung. Fir alle m mit O £ m € N gilt:

BR . go) "1

fiir alle i ;00,1 € Mpeaikls

Beweis durch absteigende Induktion nach m:
Fir m = N gilt die Behauptung

Die Behauptung sei fiir m+1 gezeigt, m < N.

Sei ein Quader Qio ;0 vorgegeben,
qecip

Q.o s0 m T 0% e e e X T s ORI s 50 o 4
i4ee°1p 114 mi m+1 IN’
Der Quader Qig._.-g und die Quader Qi?---iﬁim+1

im+q = 1,.0.,k werden wie folgt umnumeriert:
3 1 .-
Sei Q' := Iqigx...xImi;xIm+2x...xIN.

Dann: Q!o :

o '
igeeed g Im+’lXQ nd

(o)
m

W0 oD 2 s eyl i dREBIE 1 Ay, &

1 m m+1 m+1

Dann gilt:

Qo .94 =1 xQ'
ce el (m*+1)1
und 1 L

lo .0y w-F xQ'
MS.als t e
sind heftbar und es folgt induktiv, daB
€Qfo.  0s Usvel Q0 LO4)
11...1m1 Q1,]...1m1
Q4
heftbar sind fir 1 = 2,...,8-1. Es gilt aber

Qio

1

und

(o] io
1°* " m(1+1)

+05 Uwesll Q0 .0, = Qlo .0
...1m1 Q1,‘...1mk Q11...1m
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, wobei

Nach Induktionsvoraussetzung und mit Voraussetzung ii) folgt

also: A(Qi:---ig) = 1.

Also gilt die Behauptung insbesondere fiir m = O, das heiBt es
gilt

AGQ) = A(I xe.oxIy) = 1.

Satz 4 (Cousin-Heftung).

Seien Q',Q" heftbare kompakte Quader im €2 und f eine holomorphe
(bzw. holomorphe und nirgends verschwindende) Funktion in einer
offenen Umgebung U von Q' N Q". Dann gibt es holomorphe (bzw.
holomorphe und nirgends verschwindende) Funktionen fhie"adh
offenen Umgebungen von Q' bzw. Q" mit

1
£=£ - " (baw. £=43)

in einer offenen Umgebung von Q' n Q".

Beweis. Nach eventueller Umnumerierung der Koordinaten und Multi-
plikation mit i liegt folgende Situation vor:

Q' =R'xQ Q" =R"xQ,
wobei Q ein Quader im ¢2~7.
Wir diirfen annehmen, daB U die Gestalt UxV hat, wobei U  c ¢
eine offene Umgebung von R' N R" und V c tn_1 eine offene Umgebung
von Q ist.
Additiver Fall.

f sei holomorph in onV.




‘kul

Rll

Da R" N R' kompakt und Uo offen ist, gibt es ein abgeschlossenes

Rechteck Rc € mit
o
RN R e Re R Uo.

Wir stellen den Rand von R dar als

dR =C' - C"

(siehe Figur). %
Sei y ¢ V. Dann gilt fiir z € R:

£(z,y) = ?%I X £é§;12 ac
dR

nach der Cauchyschen Integralformel fiir eine Verinderliche.

£ 1 féC,x}
£(z,y) = E%T-F —é%;xz 6 - EF{.Y .

Cl C"
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Sei f': U'xXV —> ¢ definiert durch

£'(z,y) = f DeaT) ¢
Cl
und f": U"xV —> € definiert durch
£(z,5) t= o | HEI) ¢
Cll
Damit gilt

f(Z,y) = f'(Z,y) £ f"(zay)’

dabei sind f' bzw. f£" holomorphe Funktionen in offenen Umgebungen
U' bzw. U" von Q' bzw. Q", da f',f" stetig und partiell holomorph.

Multiplikativer Fall

Sei f holomorph in einer (o.B.d.A. einfach zusammenhéngenden)
offenen Umgebung U von Q' N Q" und f(z) # O fir alle z € U. Dann
gilt: :

Zu log f existieren Funktionen ?',?" definiert in offenen Umge-
bungen von Q' bzw. Q", so daB log f = T
gebung von Q' N Q". Dann sind

'fr

~ - o
- f" in einer offenen Um-

?ll
£' os= e und £ = e
holomorph und nirgends verschwindend in offenen Umgebungen von
Q' bzw. Q" und es gilt iiber einer offenen Umgebung von Q' N Q"

Satz 5. Sei X eine offene lMenge im ¢® und € = (Ui’fi)iGI eine
additive (multiplikative) Cousinverteilung auf X. Sei Q, ein
kompakter Quader in X. Dann ist € in einer gewissen offenen Um-

gebung von QO losbar.

Beweis mit dem Cousinschen Induktionsprinzip.
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A(Q) = 1: » € ist in einer offenen Umgebung von Q ldsbar

i) Falls Q geniigend klein ist, ist € in Umgebung von Q ldsbar,
denn dann ist Q € U; und f; € m(Ui) ist Losung.

ii) Seien Q',Q" heftbare Quader in X. Seien U' bzw. U" offene
Unmgebungen von Q' bzw. Q" und F' e m(U') und £" € m(U")
Losungen von €.

Additiver Fall: f' - £" ist holomorph in einer Umgebung von

Q' n Q", da die Differenzen U, - f, € e(U;) sind.

Mit der Cousin-Heftung folgt:

£' - f" = g' - g", wobei g' € 6(V') und g" ¢ e(V"), wobei V', V"
offene Umgebungen von Q' bzw. Q" sind.

f' = g' = f" - g" in Umgebung von Q' N Q".
Daraus folgt: Es gibt £ € m(V), V offene Umgebung von Q' U-QUmit
flvavt = £' - g', £|VOV" = £" - g"

und fiir £ gilt: f ist Losung von € lber V.
Multiplikativer Fall: analog.

Satz 6. (Mittag-Lefflersches Ausschépfungsprinzip)
Sei (M ) cIN eine Folge vollstindiger metrischer R&ume und seien

0;° M ———> M -1 flir 1 > 1 stetige Abbildungen mit dlchtem Bild.
Dann glbt es e1ne Familie f €N, ie IN, mit o. (f ) = _1 fiir
i 21 (d.he lim 1y # @),

G

Beweis. Konstruktion der £ durch vollsténdige Induktion.
Sei go € M beliebig sowie ¢ > O.
Da 0,: Mq ———> M dichtes Bild hat, gibt es gq € 1M, und go €M
mit
1 1 -
0,(g,) = g, und ale,e2) < 27 e

2 ¢ M, mit

2(%2) & g’l’ 0 (81) = gg

Es gibt g3 € My, €5 €1, &
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a(e2,e]) < 27%, a(e?,g)) < 27%.

Es gibt g € M, fir i = 0,...,k mit

a(ef, g5 < 2% sir i = 0,...,k
und
Py (g ) = 1_1 .
k 4 <
Setze f; := }];mng , denn (gl)k>i ist eine Cauchyfolge in I;.
k>i
Da o; stetig, folgt: pi(fi) & EL 4

Satz_7 (Cousin 1895).[71

Seien T € 10,7 und X := {z € ¢®: |Zv| < 2 i vn 1ides k.
Dann ist jedes additive oder multiplikative Cousinproblem in X
16sbar.

Beweis. Es gibt eine Folge

Xo X O X2 X e

1
von offenen Polyzylindern mit g = X, so daB € iiber Xi 16sbar
ist (Satz 5 und Riemannscher Abblldungssatz)
Mi sei die Menge der Losungen von € iiber Xi, LFE Mi+1 _ Mi

die Beschrénkungsabbildung.

Additiver Fall

Bel £, e, = M = £ + Q(Xi) nach der Bemerkung zur Formulierung

der Cousinprobleme. Daraus folgt:
Die Abbildung

TS s(xi) e R
CBE ey fi"'w

ist bijektiv.
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m(X ) ist vollstandiger, translationsinvariant metrisierbarer
Raum. Durch die Abbildung T werde die Metrik auf M Ubertragen.
Die so gewonnene Metrik auf M; ist unabhéngig von der Auswahl
des fi € Mi:

. '
Sel f; € Mi und

T': (“(Xl) —_— Ml

0 —> fi+w

Seien d,¢' Metriken auf Ni’ gewonnen durch die Abbildungen T,t';

& Metrik auf &(Xi). Dann gilt:

[ L =
8(f-£;+(f;-21),8-F3+(£5-71))

d(fsg) 6(f_flag"fl)

a'(f,e)

"

] 1
6(f—fi,g'fi)
da & translationsinvariant iste.

Behauptung. 0, M. e Mi ist stetig und hat dichtes Bild.

<8 |

Beweis. Das Diagramm

® O(X;,4) — (X)) n
(o} i |
O+f; 0 Moon —9 My USSP b &

ist kommutativ.

Die Beschrinkungsabbildung &(X. +,]) — @(X ) ist stetig und hat
dichtes Bild, da alle Abschnitte von Taylorentw1cklungen fir
Funktionen aus &(X;) in 6(c™) also insbesondere in ®(X;,,) liegens
Daraus folgt die Behauptung.

BT

Nach dem Mittag-Lefflerschen Ausschépfungsprinzip folgt:

Es existieren f; € IM; mit p; (f1+1) £s.
Daraus folgt: Es existlert eine meromorphe Funktion f ¢ m(X) mit
f Xi = fi'

f ist Losung von € auf X.

Multiplikativer Fall

: 3 hh )
Sei f; ¢ M; und ¥,: @(Xi) > M, definiert durch © —> fie".
Dann ist w surjektiv.
Es gibt stetlge Abbildung o : m(X1+1) e @(Xi) mit dichtem Bild,
so daB das Diagramm

§(Ej o) St 8 )

kommutativ ist:
ci(m) := o|X; +h, wobei h € @(Xi), so gewdhlt ist, daB
T
eh = —%:1 liber X..

% -4

x
Dies ist mdglich, da Xi einfach zusammenhéngend.
Nach dem Mittag-Lefflerschen Ausschopfungsprinzip, angewandt auf
(n(X;),04 )1cn¢’ folgt: Es existiert eine Folge

g; € @(X ) Pur-i € B, wmit o (g1+1) = 8-

Es folgt

g &
1+1|Xi Sopigel

f. i

i+1®

g.
= Es existiert f € M*(X) mit f X; = fie 1 und f ist Lésung von
€ auf X.

— A




