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§ 3, Die Riemannschen Hebbarkeitssidtze

konstante Funktion 41 auf V. Dann gilt: f € 6(V) und

o -
Definition. Sei U = UC €. Eine Teilmenge A < U heiBt ana-

lytisch, falls gilt

i) A ist abgeschlossen in U.
ji) Zu jedem Punkt a € A gibt es eine offene Umgebung
V © U und holomorphe Funktionen f, ,...,fp € 6(V),
so daB

ANV ={z €V: fq(z)=...=fk(z) = 0}
Bemerkungen. 1. Die Bedingungen i) und ii) sind &quivalent zu
ii') Zu jedem Punkt a € U gibt es eine offene Umgebung
V € U und holomorphe Funktionen f, ,...,fy € 6(V),
so daB

ANV -={z €V: fq(z)=...=fk(z) = 0}

Beweis. a) Aus i) und ii) folgt ii').
Sei a € U\ A.

Wegen i) existiert eine Umgebung V € U~ A von a. Sei f die

ANV =g@g-=1{ze€eV: £(z) = 0}.

b) Aus ii') folgt i) und ii).

Noch zu zeigen: A ist abgeschlossen. Dazu geniigt es zu zeigen,
daB jeder Punkt a € U eine Umgebung V besitzt, so daB AN V
abgeschlossen ist. Sei also a € U mit einer Umgebung V wie in
i1

Dann gilt:

%
Anv= nrfrcioh),
i=1
also ist A N V abgeschlossen in V.

2. Eine Teilmenge A ¢ U heiBt lokal-analytisch, falls nur Be-
dingung ii) erfiillt ist. =

Zu jeder lokal-analytischen llenge A existiert ein U' = U' c U,
so daB A analytisch in U'.

Man setze U' = UV, V offene Umgebung eines Punktes a € A mit
Eigenschaft ii). Wie unter 1b) folgt sofort, daB A abgeschlossen
P % o g |
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Definition. Sei U = U c c™ und A eine analytische Teilmenge von

U. Man sagt, A habe in a € A die Codimension ? r,
codima AP,

falls es eine r-dimensionale Ebene E durch a gibt, so daB a
isolierter Punkt von A N E ist.

Man setzt codima A = r, falls codima A ® r, aber nicht
codim, A ® r+1 und falls A # @,

codim A := inf codima A,
a€A
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Bemerkung. Sei U=U0UC ¢, Ac U analytische Teilmenge mit
3 - .

codim A ® 1. Dann ist U~ A dicht in A.

su jedem Punkt a € A gibt es auf einer komplexen Ge-

n E durch a eine Punktfolge aus U4, die gegen a kon-

Denn
rade
vergiert.

Satz 1. Sei G Gebiet im €® und A € G analytische Teilmenge,
die einen inneren Punkt besitzt.

Dann ist A = G.

Der folgende Fall kann also nicht auftreten:

O A

Q Q o
eweis. Sei A # @, und A offen. Wir zeigen: A ist abgeschlossen.

2

a c T = A. Bs existieren eine offene, zusammenhingende
Ungedung V von a und f1”"’fk e (V) mit

ANV = {z € Wt fq(z)=...=fk(z) = 0}.
o Q Q
ANV # @ und [0 W= |an V=0

Identititssatz = f1=..5=fk =0 aufV
= V=ANVC A= g €A,

Corollar. Sei G © €® ein Gediet. A © G amalytisch, 4 # G. Damn
2ilt codim 4 o 1.

Beweis. Sei a € A. Es gibt eine offene Kugel V um a und
fyreeesfy € 6(V) mit

ANY = {z e V: fq(z)=...=fk(z) = 0f.

Da A keine inneren Punkte besitzt, gibt es ein i € {1,...,k},
so daB f; # 0: Sei ¢ € V mit fi(c) # 0.
Sei E die komplexe Gerade durch a und c. Es gilt

AnvVc {z € V: £.(z) = 0},
(ANE)N Ve s := {z € EN V: £,(2) =0}.

S besteht nur aus isolierten Punkten (Identitatssatz einer Ver-
inderlichen!), also ist a isolierter Punkt von A N E.

Bemerkung. Ist A eine analytische Teilmenge eines Gebietes
Gc €, so gilt entweder A = G oder A besteht nur aus isolierten
Punkten.

Satz 2 (1. Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Sei U=0c c® und A © U eine analytische Teilmenge der Codi-
mension @ 1. Sei f € ¢(U\ A) beschréankt in einer Umgebung jedes
Punktes a ¢ A. Dann 13Bt sich f holomorph nach U fortsetzen,
d.h. es gidt ein ¥ € (V) mit F|U~ 4 = £.

Beweis. T ist, falls existent, eindeutig bestimmt, da U~ A dicht
in U ist. Darum ist das Problem lokaler Natur. Wir diirfen also
annehmen, dal A gegeben ist durch

A=z eU: f1(z)=...=fk(z) = 0}

wobei f; € e(l), & = 9, k.
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Sei a € A. Es gibt eine komplexe Gerade E durch a, so daB
a isolierter Punkt von E N A ist. 0.B.d.A. ist E die z,-Achse
und a = O (sonst affine Koordinatentransformation). Es existiert
ein r > 0, so daB
n
{(24500002,) € C |z, |<r} < U.
Es existiert einp, 0 < p < r mit
n =

{(2gr0ees2y) € €02 2p=00e=2, 4 = 0,|zn|

Da U~ A offen ist, existiert eine, 0 < e < r, so daB fiir

R := {(24500002y) € c™: Izv|<s fir vV = 1,...,0-1 und Iznl =

gilt: Rc UXA.
Fir jedes'(z:,...,zngq) € ¢ mit |z$|<e gilt:

{z € cB: z, = zg fir v = 15e0.,0-1, Izn‘ <r)

schneidet A nach dem Identitédtssatz flir eine Veranderliche

nur in isolierten Punkten.
Fir z € c® mit |z ! <e fir v = 1,¢¢.,0~1 und Iz ! < P sei

=p € -z,

Pl oo S
?(Z) s T;‘TJ'.- ‘[ Z,] zn—’l d.C
&

Behauptung. ? ist holomorphe Fortsetzung von f.

Beweis. 1) T ist holomorph, da stetig und partiell holomorph
(Riemannscher Hebbarkeitssatz filir Funktionen einer Verénder-
lichen).

2) ? stimmt im Komplement von A mit f liberein (Cauchyscher
Integralsatz).

Bemer;ggg (Verallgemeinerung von Satz 2).

Sei U=Uc cn und A € U eine abgeschlossene Menge, die lokal
enthalten ist in einer analytischen Menge der Codimension » 1.
Sei f ¢ ¢ (UNA) beschrénkt in einer Umgebung jedes Punktes

a ¢ A. Dann 1dBt sich f holomorph nach U fortsetzen.

Beweis. Es gilt wie in Satz 2, daB das Problem lokaler Natur
ist. Wir diirfen also annehmen, daB gilt:
A c B, wobei B eine analytische Menge der Codimension > 1 ist.

£, = £|UNB

1

Dann gilt: f, ¢ ¢(U~B) und 4 ist in einer Umgebung jedes
Punktes aus B beschrinkt, da A abgeschlossen ist. Also 1&Bt
sich f1 fortsetzen zu

~
f: Ue=—> ¢

~ ~;
und es gilt: £|UNB = £, = £|U\B = £|UNA = £|UNA = 1.




Corollar. Ist G ein Gebiet im €® und A © G eine analytische
i i ist GNA ein Gebiet.
Teilmenge der Codimension 2 1, dann 1s 3

Beweis. Annahme: G\ A sei nicht zusammenh#ngend. Dann existieren
offene Mengen U, und U, mit U, ng, = g, U,V U, = G\A,

i f: —> C iniert durch
U1 £ @, U2 # @. Sei f: GNA > definie

1 falls 2 € U1
f(z) = e
0 falls z € U2

Dann gilt f € e(GN\A). Mit dem 1. Riemannschen Hebbarkeitssatz
folgt: f ist holomorph nach G fortsetzbar im Widerspruch zum

Identitatssatz.

Satz 3 (Hartogsscher Kontinuitdtssatz).
Sei n » 2 und G ein Gebiet im ¢2 1, Sei U eine nichtleere offene

Teilmenge von G. Seien r,,Tp reelle Zahlen mit O<r1<r2 und
s := {z € C: |z|<r2§,
R := {z € C: r1<1z]<r2}.

Die Funktion f sei holomorph in
X' := (UxS) U (GxR).

Dann 1#Rt sich f holomorph nach X := GxS fortsetzen.
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1 r f(Zq,...,zn_q,Q)

o

Beweis. f(z) := »—r |
|cjee™ =0Ce= 25

T ist holomorph in G x {z € €: |zn|<pl und stimmt in

Ux {z €C: |z |<P} mit £ Giberein. Nach dem Identitétssatz

liefert T die holomorphe Fortsetzung von f.

dg, wobel r,l<o<r2

Corollar 1. Sei n 2 2 und O<r;<rv Tup-9 & 9.0, .0

P:= {z ect: |zv|<rv}
B! i= iz €¢%: |z |<ril.

Dann 1&Rt sich jede in P~P' holomorphe Funktion nach P fort-
setzen.
et

Pl

S : =1
Beweis. Sei P, {z g0 = Izv|<rv!,

P = |z €™ |3 |<ny}

S

.
[}

{¢ ec: |C|<rn§
R := {C€cC:r)<|Ccx ]

U= P1\~P:

Dann gilt: PN\P" = (U x S) U (P1 x R).
Hieraus folgt mit Satz 2 die Behauptung.




Corollar 2. Eine holomorphe Funktion von mehr als einer Ver-
#nderlichen besitzt keine isolierten Singularitédten.

Corollar 3. Eine holomorphe Funktion von mehr als einer Ver-
#nderlichen besitzt keine isolierten Nullstellen.

0 S ;
Beweis. Sei U=TUC ¢®, £ € 6(U). Annahme: a € U sei isolierte
Nullstelle. Dann existiert eine offene Umgebung V< U Xon a,
so daB % holomorph in v~{a} ist. Nach Corollar 2 ist T holo-

morph nach V fortsetzbar = f£(a) # 0. Widerspruch.

Copollar 4. Sei G ein Gebiet im €™ und f € 6(G)\ {0}. Dann hat
die analytische Menge

A := {z € G: £(z) = 0}
in jedem Punkt die Codimension 1.
Beweis. Sei a € A.

i) codim, A P 1:
Sei V ¢ G Kugelumgebung von a.

Wegen des Identitétssatzes existiert ein b € V mit f£(b) # O.
Sei E die komplexe Gerade durch a und b. Dann ist a isolierter
Punkt von A N E, da eine holomorphe Funktion einer Verénder-
lichen nur isolierte Nullstellen besitzt.

PP

ii) codim_ A t BB
Annahme : codima A 2 2. Dann existiert eine zweidimensionale
Ebene E durch a, so daB a isolierter Punkt von A N E ist.

Dann ist a isolierte Nullstelle von f|E N G im Widerpruch
zu Corollar 3.

Satz 4 (g. Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Sei U=Uc c¢® und A € U eine analytische Teilmenge der Co-
dimension ® 2. Dann 1l&éBt sich jede holomorphe Funktion

f € 6(UNA) zu einer holomorphen Funktion f € 6(U) fortsetzen.

Beweis. Es geniigt zu zeigen: f ist in einer Umgebung jedes
Punktes a € A beschrankt. O0.B.d.A. ist a = O und

E={z € c%: ZgTeee=2 =.0}

n-2

schneidet A in a isoliert. Es existieren p,p' mit 06>0'>0,
so daB gilt:

n e o . 2% .
UNAD {2z €€z =00em2,° 5 =0, p' < lzvl < p fiir v = n-1,n}
Da U\ A offen ist, gibt es ein ¢ > 0, so daB fiir
B := {z € cB: |zV| £ e TP V.= 0 w0y D=0 o'<|zv|<b flir v = n-1,n}

gilt: B c UNA. Da B kompakt ist, gilt also sup|f(B)| < =.
Aus Corollar 1 und dem Meximumprinzip folgt:

sup{|£(z)|: z € WA mit |z |<e fiir v=1,...,0-2,]2,[<p fiir v=n-1,n}
< sup|£(B)|,

d.h. f ist in einer Umgebung von a beschrankt.
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