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2. Einfache Sétze {iber holomorphe
Funktionen



che S& uber holomor Funktionen

Satz 1 (Identitiitssatz).

Sei G ein Gebiet im C® und U © G eine nichtleere, offene
Teilmenge.

Stimmen f,g € ¢(G) auf U Uderein, so sind sie lbderhsupt
identisch.

Boweis. Sei Y i= {2 € G: ¥ Ungebung V von =z mit f|V = g|v}

Y ist nichtleer nach Voraussetzung und offen nach Definition.
Beh.: Y ist abgeschlossen in G dzgl. der Relativtopologie.
Beweis: Sei 3, € G Randpunkt von Y und P Polyzylinder um

2, inG. DaPNY#@ gidt eseina e PN Y,

Seli 2 € P, b = z-a und
o(t) = f(artd) - g(attd)

® ist Rolomorph fir alle ¢t sus einer gewissen zusammenhingen—
den komplexen Ungedung des Imtervalls [0,1] © P. auf eimer
va‘maMIMQMin, der Identitdts-
satz einer Verdnderlichen impliziert dader ®© = O, insbesondere
(2) = g(2), alse %, € Y. Dader ist Y adbgeschlossen. Da &
sammenhingt, folgt ¥ = G.

Bemerkung. Stimmen f und g nur auf einer Menge mit Haufungs-
punkt Uberein, so sind sie im Gegensatz zur Funktionentheo-
rie einer Verdnderlichen noch nicht unbedingt gleich. Sei
etwa f(z1,:2) = z, fiir alle z = (z,‘,za) € ¢2 una g die Full-
abbildung auf €°. Demn gilt: f,g € &(c2) und

{z € €2: £(2) = g(z)} = lo}xe

(]
Satz 2. Sei U= Uc c® und f € &(U). Die Funktion f sei auf

keiner Zusammenhangskomponente von U konstant. Dann ist
f: U —> C eine offene Abbildung.

Beweis. Sei a € U und V € U eine Kugelumgebung von a. Nach
Satz 1 und Vorsussetzung gibt es ein b € ¥V, a # b mit

£(a) # £(b). Sei G die komplexe Gerade durch a und b. Dann
ist f|G N V eine nicht-konstante holomorphe Funktion einer
Verénderlichen, nach der Funktionentheorie einer Variablen
ist daher £(G N V) offene Umgebung von f(a).

Satz i inzip).
Sei G © c® ein Gebiet und f € &(G).
Nimnt f das Meximum seinmes Betrages in einem Punkt a2 € G an,
so ist f konstant.
Beweis. Angenommen f ist nicht komstant,
|£(a)| = r = swp|2(8)].
Sicker gilt |[f(a)| # O, also

£2(e) < K_(0) = iz € : [zjeri-

Satz 2 = f(2) immerer Punkt von f(G). Widerspruch

et ] W




Fiir jedes F € 6(U) gilt

Q¥ (z) 1 . F(zﬂ""’zv—ﬂ’zv+c’zv+1""’zn)
3h = |

dz B DT ok 2 d¢
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Die kompakte Konvergenz der Folge der partiellen Abbildungen
folgt deshalb aus der kompekten Konvergenz der Funktionen-

folge.
Satz 4 (geierstraﬁ). i (Montel).
fei U= U g ¢ und (fm)mélq gine Folge inm:l holomarphes Sei U = 8 c ¢ und (f.).‘:IN eine Folge in U holomorpher Funktionen,
Funktionen, die auf jedem kompakten Teil von U gleichndlig 3 die auf jedem kompaktzaneil von U gleichmdBig beschradnkt sind.
konvezgiart« Dann ist Dann enthdlt (f;); gy eine kompakt konvergente Teilfolge.
Dabei bedeutet die gleichmdBige Beschrénktheit, daB zu jeder kom-
£ := linf, € o(0) pakten Teilmenge K c U eine Konstante My € P existiert mit

m—>e

”fi”K 1= sup{lfi(z)': z € K} < My fir alle i ¢ IN.
und fiir jedes v = 1,...,n konvergiert die Folge

Beweis.
df P 2 4 3
( zm) kompakt gegen bzf - 1. Fall: U sei der offene Einheitspoyzylinder P im c® und es
v/ melN v gelte
Beweis. a) f ist stetig und partiell holomorph (Satz von sup|fi(z)| < M fiir alle i € IN.
WeierstraB flir holomorphe Funktionen einer Verdnderlichen) N
also holomorph nach Satz 1, § 1.
Sei

b) Sei K © U kompakt. Es gibt eine kompakte Menge K' c U und 2: a
ein r > O mit der Eigenschaft: . gl €ia”

ae]Nn

Gl senw,zi ) &K, e € Cl<r =
AR e ? I‘I die Taylorentwicklung von f, in P.

= (zq,...,zv_q,zv+(,zv+1,...,zn) € K'
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Dann gilt

lejql < M fir alle a € ” und i € N.

Bzgl. einer Anordnung von w® gibt es eine Teilfolge
(o) so daB die Folge der nullten Koeffizienten kon-
oi/ielN? ; ;
vergiert. Es gibt eine Teilfolge (fqi)icﬂi’ so daB die
0. und 1. Koeffizienten konvergieren, uswe Nach dem Dia-
gonalverfahren gibt es also eine Teilfolge (fv ) von
i ifFIN
(fi)iﬁni’ so daB (°via)ien¢ gegen ein c, € C konvergiert
fir jedes a ¢ IN".

Behauptung. Die Folge (fv-) konvergiert auf P kompakt gegen
i
die Funktion f € &(P), wobei

£(z) = z‘ c, 2%,

a
aeN?
Beweis. Sei r < 1und K = {z ¢ ¢™: |z | < rl.
Fir z ¢ K gilt dann
x5l W e . lal,
If(z)'f\:i(“>| - ]ozmn(ccl Cvia)“ | < 2 |cu cvia|+2r'12r

o< o
Zu vorgegebenen ¢ > O gibt es ein k, so daB der zweite Term
kleiner als &¢/2 ist. Dann kann man ein n, wahlen, so daB
auch der erste Term kleiner als &/2 ist flir alle i @ n,.

2. Fall: U beliebige offene Menge im c”.

Sei K ©€ U kompakt. K wird von endlich vielen relativ-kom-
pakten offenen Polyzylindern lberdeckt. Nach Fall 1 und

dem Diagonalverfahren gibt es dann eine Teilfolge von (fi)iﬂﬂi‘
die auf K gleichméBig konvergiert.

Es gibt eine Ausschopfung Ko (<= K1 = K2 C ... von U durch kom-
pakte Teilmengen. Durch Konstruktion einer Diagonalfolge
bekommt man eine Teilfolge der urspriinglichen Folge, die

auf jedem Ki gleichm&Big konvergiert und daher auch auf

jeder kompakten Menge K c U, da jede solche Menge in einem

Ki enthalten ist.

Fréchetréume

Definition. Ein topologischer C-Vektorraum ist ein C-Vektor-
raum V mit einer Topologie, so daB folgende Abbildungen
stetig sind:

i) +: Vx V—> 71

(x,y) —> xty

ii) et Cx V—>7V

(A ,x) —> \x

Bemerkung. Sei V ein topologischer VR, a € V. Dann ist die
Translation

T :V—>7
a

X —> atx

ein Homdomorphismus. Daher gilt fiir den Umgebungsfilter u,
eines Punktes a € V: ua = a¥l .

Definition. Sei V ein €-Vektorraum. Eine Seminorm auf V ist
eine Abbildung

p: V—>FR

mit folgenden Eigenschaften:




1) p(ax) = |A[+p(x) fir alle A € C, x ¢V

= - 3 n
ii) plxty) € p(x) + p(y) fir alle x,y € V. 2) Sel G- % R £

¢(U).der Vektorraum der holomorphen Funktionen in U, ist
ebenfalls ein Fréchetraum, wenn man 6€(U) c ¢(U) mit der

- S13 o ™men & inem C-Vekto am
Eine Familie (p; )1‘1 on Seminormen auf eine ektorrau Relativtopologie versieht. Dies folgt aus Satz 4.

V erzeugt eine Topologie auf Vi eine Ungebungsbasis der Null

st gegeben durch MNengen de: Form

U\pi sess P

Definition. Bin Fréchetraum ist ein Hausdorffscher C-Vektor-

raum, dessen Topologie durch eine abzdhlbare Familie \‘1)1cm
von Seminormen definiert werden kann, und in dem jede Cauchy-

Folgc ko nverxlert.

) Sei U=UCc ®® und €(U) := Vektorraum aller stetigen kom-
plexwertigen Funktionen auf U. Ko - K1 CeeC U sei eine kom-
% 2 = -0
akte Ausschdpfung von U, d.h. K ist kompakt, K < Keqo
U = yK.. (Vgl. z.B. Schubert, Topologie S. 71 ). Wir defi-
nieren Seminormen P, V € IWN:
» ! 2
p.(f) = sup|f(x)| £ e c(U).
x¢€K
\‘,

Vie man sich leicht Uberlegt, ist jedes Element der Nullum-
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egeben und jede kom-

Zusammen mit der durch die Familie (p ) .5 definierten Topo-
logie (diese ist unabhingig von der Auswahl der Ausschopfung
und heiSt Topologie der kompakten Konvergenz)

Fréchetraun.

- B




