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Mafstheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen

Losungsskizze zu Tutorium 8

Aufgabe 1: Da die z-Achse eine Nullmenge ist, gentigt es, die Fldche der Menge

A={c-f(t)|ce(0,1),te (0,m)}

zu bestimmen. Diese enthélt genau die Punkte (scos(t),ssin(t)) mit 0 < s < €' und
0 <t < m. Die Darstellung in Polarkoordinaten liefert also einen Diffeomorphismus

©:B— A p(s,t) = (scos(t), ssin(t))

von B ={(s,t) € R x (0,7) | 0 < s < e'} nach A. Nach dem Transformationssatz gilt:

7w pet T2t 2| 2 1
v(A) = /1d(a:,y):/sd(s,t):/ / sdsdt:/ =S =6
A B o Jo 0 2 4 |, 4
Aufgabe 2: Bekanntermafen ist ¢p = 7 und ¢; = —cosz|y = 2.
Im Fall n > 1 spalten wir einen Faktor sinx ab und integrieren partiell:
Cn = / sin” x dz = — coszsin™ " x‘g - / (—cosz)(n — 1)sin" 2z cosx dz
0 0

- / (n = 1) cos” stz dz = (n 1)/ (1 - sin?z)sin" 2 dz
0 0

= (n - 1)(Cn—2 - CN)

Also ist ¢, = ”T_lcn_g. Fiir gerade n folgt daher mit Induktion

n/2
1-3-...-(n—1 2m — 1
Cpn =T (n—1) =7 H m
2:4.-...-n et 2m
und fiir ungerade n:
e,




Aufgabe 3: Firt € [—1,1]ist (K,,); = {(z1,..., 2y 1) ER" |22+, .22, <1-1*} =

V1 —1t2- K, ;. Wendet man etwa den Transformationssatz auf z +— (1 — ¢*)z an, erhélt

man v(v1 — 2K, 1) =1 — th_lv(Kn_l) =11 _an_l. Nach dem Satz von Fubini

ist also fur n > 2:

1 1 1
v, = / V((K,),) dx:/ Vi v, dt:an/ Ve dt
_ —1 —1

1

Um nun Aufgabe 2 anwenden zu kénnen, substituieren wir ¢ durch — cos s:

V., = Vn_l/ V1 —cos?s “sinsds = V’n—l/ sin"sds =V, _i¢,

0 0

Es ist aber ¢,c,—1 = 27“, also V,, = %”Vn_} Mit Vi = v([—1,1]) = 2 und V4 = 7 erhalten

wir nach Induktion:
2Mqa™m T
Vm — _—— = —
2 2-4-...-2m  m!
2Ma™m

3-5-...-(2m+1)

‘/2m+1

Aufgabe 4: Jedes Intervall ist Vereinigung abzéhlbar vieler offener Intervalle. Es ist
also jede Menge f~![/] mit einem Intervall I die Vereinigung abzihlbar vieler f~![J,] mit
offenen Intervallen J;. Es geniigt also zu zeigen, dass f—1[I] fiir offene Intervalle I messbar
ist, dass also f~[I] N K fiir jedes kompakte K integrierbar ist. Sei also I = (a, b).

1x - min{l, max{0,n-(f —alk)}} ist fiir jedes n € N integrierbar. Auferdem ist die Folge
monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen 1xn¢-1((a,0))- Nach dem Satz von
Levi ist also K N f~1((a,00)) integrierbar. Ebenso zeigt man, dass K N f~1((—o0,b)) =
KN(=f)"'((=b, 00)) integrierbar ist. f~[I]N K ist der Durchschnitt dieser beiden Mengen.



