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Losungskizze

Aufgabe 7.1.

Seien I:=[0,00) und f:I x RT™ — R die Funktion f(z,t):=e~*. Dann fiir jede ¢ >0 die Funk-
tion x+—— f(x,t) ist integrierbar auf I mit

- o _ix . k2 . —tx
[ flatyde= [ e de= [~ e" dx:inmoofo et dx:kL_l)moo[—%e ¢ ]’52%. (#)
Sei F: (%, 2) — R die Funktion F(t):= [, e~ *dx zh#tfl. F ist unendlichmal differenzierbar
mit
— d d —tx a —tx —1ix
(-1)-1t2=ZFt)=7 [, ¢! dxnacf(*) ;5 Wdr=(—1) [, ze " d;

3 a2 d _tz 0 _tx tz
(—1)2-1-2-t 3:WF(t):E(_1) flxe t dxnacf(*)(_l) fI e t dxz(—1)2f1x2e t2
.. inductiv ...

n —(n an d n— n—1,—tx n— 0 n—1,—tx
(—1)"-nl-t= +1):dt_nF(t):E(_1) L te dmnacf(*)(—l) L gt e de =
=(=D" [, a"e "dx.
Deswegen (— 1)"-n!:(ZE—nnF(1)=(— D" [, a"e " dr. Alson!= [, a"e dr = fooo e~ *dx.

(*)

Sei n > 1. Fiir jede x € I, die Funktion (%, 2) > t—— x"e ¥ ist stetig differenzierbar und fiir jede
t >0, die Funktion I > z+—— 2"e~!* ist integrierbar. Ausserdem,

Vo € IVt € (%, 2).z"e~t* < z"e(~%/2) und die Funktion hy: I — R, h,(z) := 2" ~%/?) ist inte-
grierbar. Deswegen, nach §14 Satz 5, die Funktion

(%, 2)>t— [, a"e~'" ist differenzierbar mit Ableitung [, %m"e_mdm‘ =(=1) [;a"Tle dx.

Aufgabe 7.2.
i p0)= [, fdz=[ f-1lpdz= [ Odz=0
ii. Sei E€ A. Da f>0, dann f-1p>0 und deswegen p(E)= [ fdr= [ f-1gdr> [ 0dz=0.

i9i. Sel (En)nen eine abzdhlbare Folge von paarweise disjunkte Mengen in A und E = |J E,.
neN
Fiir jede n € N, seien B,:= |J Ejund g,:=f-1p,=>_, f-1g, Dann sind fiir jede n,i€ N
0<i<n
die Funktionen g, = f-1p, und f - 1g, integrierbar (nach §14, Satzt 6). Ausserdem fiir beliebig
neN, da g,=f-1p, < f, folgt

[ gndz= [ f-1p,de< [ fdx = 1/ < 00. (*)

Da f integrierbar Da f integrierbar



(*) zeigt dass ( [ gndz)nen beschriankt ist. Aber (gn)n ist eine monoton wachsende Folge;
deswegen, nach Satz von Levi, die Funktion f - 1p = L1m } Gn (punktweise Limmes) ist inte-

grierbar (das wussten wir schon) mit u(F)= [, fdr= [ f lde— L1m f gndx =
Lim [ f-1pde= Lim [ »"  f- lE,Lda:— Lim " [ f- lE,Lda:— Lim Y [, fde=
Lim YU w(E) =372, u(E).

n——:o0oQ

Aufgabe 7.3.
1.
Es ist klar dass (fn)n>1 monoton fallend ist.

Sei e > 0. Sei N € N so dass —<5 Dann Vn > N.Vz € R.| fu(z )|\%<%<£. Dieses zeigt dass
(fn)nen konvergiert glelchma581g gegen 0.

Keine Widerspruch zum Levis theorem, da || f,,|[1 = 0o, d.h. die Funktionen f,, sind nicht integri-
ergar (beziiglich unsere definition von integrierbarkeit).

Bemerkung: Es ist moglich Levis theorem fiir eine monoton wachsende Folge von messbare
Funktionen f,: & — R™ zu beweissen, ohne zu verlangen dass ( [ fndz)nen beschrénkt ist.
Unsere vorherige Beispiel zeigt, dass fiir monoton fallende Folgen solche Theorem nicht gibt.

2.

Es ist leicht zu zeigen dass (gn)n>1 gleichméssig gegen 0 konvergiert (analog wie in 1.).
Ausserdem, die Funktionen g, sind integrierbar mit Vn € N. [ g,dz =1. Aber die Funktionen g,

sind weder monoton wachsend noch fallend: Fiir jede n>1,
gn(n) = % > %H = gn+1(n) und gp(n +1) =0 < ——= = gp+1(n + 1). Keine Widerspruch zum

Levis theorem.

Aufgabe 7.4.

Sei y € RT beliebig. Mit der Substitution ¢t = zy, wir haben dt = ydx und deswegen, nach der
Substitutionregel folgt fo e~ Pdt = f ye~ @)’ qy = fooo ye TV dx. (*)

. 2
Sei a:= fooo e %" dx. Dann

a*=a-a=[° e*w2dx-f0°o e’y2dy:f0 ([, e *dx)e=vdy e

=[S ye s dz)e iy = [ ([T e Y ye " dr)dy =
_ j-OOO fOOO ye_yQ_zQydedy fOOO j-OOO ye_y2_r2y2dydx
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Deswegen a =5/



