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Aufgabe 1: Da fiir (z,y,2) € A gilt, dass 22 + y*> + 22 < 22 + y? + 22 + 22 < 2, ist
A beschrankt. Aufterdem ist A abgeschlossen, also kompakt und damit integrierbar. Fiir
re|[-1,1]ist A, = [—V1 —22,V/1 — 22]% also:

! ! ! 4,0 8 16
v(A) = / v(Az)dx = / (2V1 — 22)%dx = / (4 — 42*)dw = 4 — §x3 =8— 3= 3
= -1

1 -1 -1

Aufgabe 2: Fiir jedes k € Nist f auf [—k, k]" integrierbar. Insbesondere ist auch | f| auf
[—k, k]™ integrierbar, also die Menge Ay der x € [—k, k|” mit |f(x)| = oo eine Nullmenge.
Die Vereinigung abzéhlbar vieler Nullmengen ist wieder ein Nullmenge und A = J, oy Ax-

Aufgabe 3: Sei K C R? kompakt. Dann ist K beschrinkt, also gibt es ein N € N, so
dass K die Quader P, und Q). fiir £ > N nicht schneidet. Das heifst,

N
]-K'f:lK'Z(lpk_le)'
k=0

Da die Summe auf der rechten Seite eine Treppenfunktion ist, ist diese integrierbar, also
auch ihr Produkt mit 1. Es folgt, dass f auf K integrierbar ist. Da dies fiir jede kompakte
Menge K gilt, ist also f lokal-integrierbar.

Firy e [k k+1)ist f(2,y) = Lpkort1) (@) — Lgks1,2e42)(2), und fiir y < 0 ist f(z,y) =0,
also ist [ f(x,y)dx = 0 fir alle y. Damit ist gezeigt, dass das erste Integral 0 ist. Fiir
r € 2k,2k+1) ist f(z,y) = Lpps)(y), also [ f(z,y)dy = 1, fir z € 2k + 1,2k + 2) ist
flz,y) = 1) (y), also [ f(z,y)dy = —1. Fiir z < 0 ist f(z,y) = 0. Es folgt, dass
}f f(z, y)dy| =1 fiir alle z > 0 ist. Damit ist x — |f f(z, y)dy! nicht integrierbar und das
zweite Integral existiert nicht.

Wire f integrierbar, wiirden nach dem Satz von Fubini beide Integrale existieren.

Aufgabe 4: 1, ist der punktweise Limes der monoton wachsenden Folge der Treppen-

k

funktionen
sup 1[@ Wl],



also ist nach dem kleinen Satz von Levi:

/1Ak lim sup 1[ﬂ \/m]
N—oo m<N 2m s m
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Dies konvergiert fiir & — oo gegen 0, also konvergiert die Folge ||14, |1 gegen 0, das heifst,
1,, ist L'-konvergent gegen 0.

k
Sei nun = > 0. Wir zeigen, dass 14, (x) fiir unendlich viele £ den Wert 0 und fiir unendlich
viele & den Wert 1 annimmt. Sei hierzu K € N gegeben.

Wiéhle m € N so grof, dass VK < 2™z ist. Dann gibt es ein k > K, so dass VE <2my <
Vk +1ist. Es folgt z € [g/—f, V"‘“}, also 14, (z) = 1.

2m
Nun wihle m’ € N so grof, dass 227222 — 2232 > 2 und 2222 > K ist. Dann gibt es
ein k', so dass (K K + 1] € (222?22 +222) ist und es folgt &’ > K. Dann ist 2™z <
VE < VE +1 < 27+ und es gibt folglich kein m”, so dass 2"z € [VK', VE + 1] ist,
fiir das also x € [\ﬁ vk 4] } wire. Es folgt 14, (z) = 0.
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