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Aufgabe 1:
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Wir zeigen schließlich noch, dass v(C) = 0 ist. Sei hierzu Cn für n ∈ N die Menge aller
x, deren nicht abbrechende Dezimaldarstellung an den ersten n Nachkommastellen keine
0 hat. Dann ist offenbar C ⊆ Cn, also v(C) ≤ v(Cn), und es genügt zu zeigen, dass
infn v(Cn) = 0 ist. Die Zahlen, deren erste n Nachkommastellen übereinstimmen, bilden
jeweils ein Intervall der Länge 10−n. Bei 9n dieser Intervalle kommt in den ersten n Ziffern
keine 0 vor. Es ist also v(Cn) = 9n · 10−n = 0,9n. Dies konvergiert gegen 0.

(Beachte, dass die Zahlen, deren Dezimaldarstellung nicht eindeutig ist, irrelevant sind, da
sie alle rational sind und v(Q) = 0 ist.)
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Aufgabe 3: Sei ϕ eine Hüllreihe von 2 · 1A mit I(ϕ) < 2v(A) + ε. Dann ist

U = {x ∈ Rn | ϕ(x) > 1}

(nach Blatt 1, Aufgabe 4) eine offene Obermenge von A und es gilt ϕ ≥ 1U + 1A, also
2v(A) + ε > I(ϕ) ≥ v(U) + v(A). Daraus folgt v(U) < v(A) + ε.



Aufgabe 4: Sind die Qk Quader, so dass
∑∞

k=0 v(Qk) konvergiert, dann konvergiert
die monoton wachsende Folge der Treppenfunktionen

∑N
k=0 1Qk

von unten gegen f =∑∞
k=0 1Qk

, also ist nach dem kleinen Satz von Levi f integrierbar mit Integral
∑∞

k=0 v(Qk).
Ist nun A ⊆

⋃∞
k=0 Qk, so ist 1A ≤ f , also ist v(A) ≤

∑∞
k=0 v(Qk) und damit v(A) höchstens

gleich dem angegebenen Infimum.

Sei umgekehrt ε > 0 gegeben. Wähle ein U wie in Aufgabe 3. Dann gibt es Quader
Q0, Q1, . . . ⊂ Rn, die höchstens Randpunkte gemeinsam haben und deren Vereinigung U
ist. Für alle k 6= l ist also Qk ∩Ql eine Nullmenge. Daher ist

N∑
k=0
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dx ≤

∫
1Udx +

∫ ∑
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∞ · 1Qk∩Ql
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und somit auch
∞∑

k=0

v(Qk) ≤ v(U) < v(A) + ε

Also ist v(A) auch mindestens das Infimum.


