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Aufgabe 3.1.

Nehmmen wir an, dass f(a) > 0 für irgendeine a ∈ A. Da A offen und f stetig, dann existiert
eine ε∈R+ so dass Bε(a)= {x∈Rn|‖x− a‖< ε}⊂A und f(x)> 0 für alle x∈Bε(a).

Sei Q� ∅ eine offene quader so dass a∈ Q ⊂Bε(a), wo Q der Abschluss von Q ist. Da Q Kom-
pakt, dann µ4 min {f(x)|x∈ Q }> 0 existiert. Dann f > µ1Q und deswegen∫

fdx >
∫

µ1Q dx = µ · v(Q ) > 0.

Aufgabe 3.2.

Wir zeigen erst dass ‖f ‖1 = 0. (!)

Sei l:N\{0}� [0, 1]∩Q eine Aufzählung der rational Zahlen im interval [0, 1].

Sei ε > 0. Fur i∈N\{0}, sei A(i)4 {x∈R| ‖x− l(i)‖<
ε

2i+1
}.

Sei ϕε(x)4∑
i=0
∞ 1A(i). Dann ϕε ist eine Hüllreihe von f und

I(ϕε)=
∑

i=1
∞

v(A(i))=
∑

i=1
∞ |l(i)+

ε

2i+1
− (l(i)−

ε

2i+1
)|=

∑
i=1
∞ ε

2i
= ε

∑
i=1
∞ 1

2i
= ε.

Da das vorheriges für beliebiges ε gemacht wuerde, dann
‖f ‖1 = inf {I(ϕ)|ϕ ist Hüllreihe von f }=0.

Auf der andere Seite, für k ∈N, sei fk: [0, 1]� R gegeben durch fk(x)4 0. Dann ∀k ∈N fk ist
eine Treppefunktion und ‖f − fk‖1 = ‖f ‖1 =

nach (!)
0. Deswegen lim

k�∞

‖f − fk‖1 = 0.

Also, f ist integrierbar.

Der Beweiss dass g integrierbar ist, ist genaus so wie der Beweiss dass f integrierbar ist.

Aufgabe 3.3. Es sei X4 [a, b] und Y 4 [c, d]. Dann

1.
∫

Q
f(x)g(y)d(x, y) =

Vorlesungs Lemma17

∫
Y

[
∫

X
f(x)g(y)dx]dy =

linearität

∫
Y

g(y)[
∫

X
f(x)dx]dy =

=
linearität

[
∫

X
f(x)dx][

∫
Y

g(y)dy] =
nach * und Vorlesungs Satz 10

[
∫

a

b
f(x)dx][

∫
c

d
g(y)dy] =

[
∫

a

b
f(x)dx][

∫
c

d
g(x)dx].

* Da f und g stetige Funktionen in kompakte Intervalle sind, dann sind f und g Regelfunk-
tionen (Analysis I).
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2.
∫

Q
(f(x)+ g(y))d(x, y) =

linearität

∫
Q

f(x)d(x, y) +
∫

Q
g(y)d(x, y) =

nach 1.

= [
∫

a

b
f(x)dx][

∫
c

d
1dx] + [

∫
a

b
1dx][

∫
c

d
g(x)dx] = (d− c)

∫
a

b
f(x)dx+ (b− a)

∫
c

d
g(x)dx

Aufgabe 3.4. Man soll die Formeln von Aufgabe 3.3 benutzen. Die Ergebnisse sind:
∫

S
cosx · siny d(x, y)= 1.

∫
R

(x2 + y2)d(x, y)=
4
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