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Lösungen

Aufgabe 13.1.

(a)
∫

∂G
fdx + gdy =

∫

∂γ
fdx+ gdy =

Satz von Stokes

∫

γ
d(fdx + gdy). (1a)

Aber d(fdx+ gdy)= (D1fdx+ D2fdy)∧ dx +(D1gdx+ D2gdy)∧ dy =

= D1fdx∧ dx+ D2fdy ∧ dx+ D1gdx∧ dy + D2gdy ∧ dy =

= D2fdy ∧ dx+ D1gdx∧ dy =

= (− 1)1·1D2fdx∧ dy + D1gdx∧ dy = (D1g −D2f)dx∧ dy

Also
∫

γ
d(fdx + gdy) =

∫

γ
(D1g −D2f)dx∧ dy =

∫

Q
γ∗((D1g −D2f)dx∧ dy) =

Satz 6 der Vorlesung

=
∫

Q
det(Dγ) · ((D1g −D2f) ◦ γ)dx∧ dy =

=
∫

Q
det(Dγ) · ((D1g −D2f) ◦ γ)d(x, y) =

=
gleiche Argument wie in kommende Aufgabe 14.4 (*)

=±
∫

Q
((D1g −D2f) ◦ γ)|det(Dγ)|d(x, y) =

Transformationsatz

=±
∫

γ[Q]
(D1g −D2f)d(x, y)=±

∫

G
(D1g −D2f)d(x, y). (2a)

Nach (1a) und (2a) folgt die Behauptung.

(b)

G ist integrierbar denn γ[Q] = G ist kompakt (da γ stetig und Q kompakt).

1

2
|
∫

∂G
− ydx+ xdy | =

nach (a)

1

2
|
∫

G
[(

∂

∂x
x)(x, y)− (

∂

∂y
(− y))(x, y)]d(x, y)|=

=
1

2
|
∫

G
(1+ 1)d(x, y)|=

∫

G
1d(x, y)= v(G).

1



Aufgabe 13.2.

Sei ε∈ (0, 1)

Sei γ: [0, 2] × [0 + ε, 2π − ε]� R
2, γ(r, θ)4 (r cos3θ, r sin3θ). Es ist nicht schwierig zu zeigen

dass γ ein Dipheomorphismus auf eine offene Menge U ⊃ [0, 2]× [0 + ε, 2π − ε] ist.

Sei Gε4 γ[[0, 2]× [0 + ε, 2π − ε]].

Dann ∂γ =(− 1)1−1(γ1
1− γ1

0)+ (− 1)2−1(γ2
1− γ2

0)= γ1
1− γ1

0− γ2
1 + γ2

0, wo

γ1
0: [0 + ε, 2π − ε]� R

2, γ1
0(θ)4 γ(0, θ) = (0, 0),

γ1
1: [0 + ε, 2π − ε]� R

2, γ1
1(θ)4 γ(2, θ) = (2cos3θ, 2sin3θ),

γ2
0: [0, 2]� R

2, γ2
0(r)4 γ(r, ε) = (r cos3ε, r sin3ε),

γ2
1: [0, 2]� R2, γ1

1(r)4 γ(r, 2π − ε)= (r cos3(2π − ε), r sin3(2π − ε)).

So, nach Aufgabe 13.1,

v(Gε)=
1

2
|
∫

∂Gε

xdy − ydx|=

=
1

2
|
∫

γ1
1

xdy − ydx+
∫

−γ1
0

xdy − ydx +
∫

−γ2
1

xdy − ydx+
∫

γ2
0

xdy − ydx|=

=
1

2
|
∫

γ1
1

xdy − ydx−
∫

γ1
0

xdy − ydx−
∫

γ2
1

xdy − ydx +
∫

γ2
0

xdy − ydx|=

=
1

2
|
∫

γ1
1

xdy − ydx+
∫

γ1
0

ydx− xdy +
∫

γ2
1

ydx−xdy +
∫

γ2
0

xdy − ydx|=

=
1

2
|
∫

0

2π
(2cos3θ)(6sin2θ)(cosθ)− (2sin3θ)(6cos2θ)(− sinθ)dθ +

∫

0

2π
0dθ +

∫

0

2
( (r sin3 (2π − ε) · cos3(2π − ε)− r cos3(2π − ε) · sin3(2π − ε))dr +

∫

0

2
(r cos3ε · sin3ε− r sin3ε · cos3ε)dr |

Sei Rε =
∫

0

2
( (r sin3 (2π − ε) · cos3(2π − ε)− r cos3(2π − ε) · sin3(2π − ε))dr +

∫

0

2
(r cos3ε · sin3ε− r sin3ε · cos3ε)dr.

Bemerkung(*): Nach Stetigkeit der Funktionen t	 sin3(t) und t	 cos3(t)
folgt dass Lim

ε� 0
Rε =0.

Letzendlich,

v(G) = lim
ε� 0

v(Gε) = lim
ε� 0

1

2
|
∫

0

2π
(2cos3θ)(6sin2θ)(cosθ)− (2sin3θ)(6cos2θ)(− sinθ)dθ +Rε|=

=
1

2
|
∫

0

2π
(2cos3θ)(6sin2θ)(cosθ)− (2sin3θ)(6cos2θ)(− sinθ)dθ + lim

ε� 0
Rε|

=
da lim

e� 0

Rε=0

=
1

2
|
∫

0

2π
(2cos3θ)(6sin2θ)(cosθ)− (2sin3θ)(6cos2θ)(− sinθ)dθ |=

= 6
∫

0

2π
(cos4θ)(sin2θ)+ (sin4θ)(cos2θ)dθ =

da cos4θ sin2θ+sin4θ cos2θ=sin2θ cos2θ

= 6
∫

0

2π
(sin2θ)(cos2θ)dθ =6

∫

0

2π (sin22θ)

4
dθ =

6

4

∫

0

2π
(sin22θ)dθ =

3

2

∫

0

2π 1− (cos4θ)

2
dθ =

=
3

4

∫

0

2π
dθ −

3

4

∫

0

2π
cos4θ dθ =

3

4
[θ]0

2π −
3

4
[
sin4θ

4
]0
2π =

6

4
π =

3

2
π.
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Aufgabe 13.3. Da für eine 2-Fläche (γ, Q), ∂γ ist eine geschlossene Kurve, dann reicht es zu
zeigen dass

∫

ρ
ω = 0 für beliebige Kurve ρ: [0, 1]� R

3. Aber nach Satzt 2, es reicht zu zeigen,

dass ω eine Stammfunktion besitzt.

Für a4 (a1, a2, a3)∈R
3, sei ρa: [0, 1]� R

3 die Kurve ρa(t)= ta.

Sei f(a)4 ∫

ρa

ω =
∫

0

1
ta2e

ta3a1 + ta1e
ta3a2 + ta1ta2e

ta3a3 dt=

=
∫

0

1
2ta1a2e

ta3 + t
2
a1a2a3e

ta3dt=

=2a1a2

∫

0

1
te

ta3dt+ a1a2a3

∫

0

1
t
2
e
ta3dt=

=



























2a1a2[
te

ta3

a3
−

1

a3

e
ta3

a3
]0
1 + a1a2a3[

t2e
ta3

a3
−

2

a3
(

te
ta3

a3
−

1

a3

e
ta3

a3
)]0

1
Falls a3� 0

2a1a2

∫

0

1
tdt Falls a3 = 0

=



























2a1a2[
e
a3

a3
−

1

a3

e
a3

a3
− (−

1

a3

1

a3
)] + a1a2a3[

e
a3

a3
−

2

a3
(

e
a3

a3
−

1

a3

e
a3

a3
)−{−

2

a3
(−

1

a3

1

a3
)}] Falls a3� 0

2a1a2

∫

0

1
tdt Falls a3 = 0

=



















2a1a2e
a3

a3
−

2a1a2
a3

e
a3

a3
+

2a1a2
a3

1

a3
+

a1a2a3e
a3

a3
−

2a1a2a3
a3

(
e
a3

a3
−

1

a3

e
a3

a3
)−

2a1a2a3
a3

1

a3

1

a3
Falls a3� 0

a1a2 Falls a3 = 0

=



















2a1a2e
a3

a3
−

2a1a2
a3

e
a3

a3
+

2a1a2
a3

1

a3
+ a1a2e

a3− 2a1a2(
e
a3

a3
−

1

a3

e
a3

a3
)− 2a1a2

1

a3

1

a3
Falls a3� 0

a1a2 Falls a3 =0

=



















2a1a2e
a3

a3
−

2a1a2
a3

e
a3

a3
+

2a1a2
a3

1

a3
+ a1a2e

a3−
2a1a2e

a3

a3
+

2a1a2
a3

e
a3

a3
− 2a1a2

1

a3

1

a3
Falls a3� 0

a1a2 Falls a3 =0

=



















2a1a2e
a3

a3
−

2a1a2
a3

e
a3

a3
+

2a1a2
a3

1

a3
+ a1a2e

a3−
2a1a2e

a3

a3
+

2a1a2
a3

e
a3

a3
− 2a1a2

1

a3

1

a3
Falls a3� 0

a1a2 Falls a3 =0

=











a1a2e
a3 Falls a3� 0

a1a2 Falls a3 = 0

.

=a1a2e
a3.

Da df(x, y, z)= yezdx+ xexdy + xyezdz =ω, dann ist f Stammfunktion von ω.

Aufgabe 13.4.

Nach Satzt von Stokes
∫

γ
dη =

∫

∂γ
η =

∫

∂Ω
η. (#)

Aber dη = (
∂F

∂z
+

∂G

∂x
+

∂H

∂y
)(dx∧ dy ∧ dz) nach Aufgabe 11.4 (von Tutorium 11).

Also
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∫

γ
dη =

∫

γ
(

∂F

∂z
+

∂G

∂x
+

∂H

∂y
)(dx∧ dy∧ dz) =

nachDefinition

∫

Q
γ∗((

∂F

∂z
+

∂G

∂x
+

∂H

∂y
)(dx∧ dy∧ dz))=

=
∫

Q
γ∗((divW )(dx∧ dy ∧ dz)) =

Satzt 6(c) derVorlesung

=
∫

Q
(detDγ) · ((divW )(dx∧ dy∧ dz)) ◦ γ)=

=
∫

Q
(detDγ) · (((divW ) ◦ γ)(dx∧ dy ∧ dz))=

=
∫

Q
(detDγ) · (((divW ) ◦ γ)d(x, y, z). (*)

Auf der andere Seite, die Funktion Q ∋ (x, y, z)	detDγ

det Dγ(x, y, z) ist stetig, und da Q kom-
pakt und Zusammenhänhend ist, dann ist (det Dγ)[Q] ⊂ R kompakt und zusammenhängend
auch, d.h., (det Dγ)[Q] ist ein abgeschlossenes Interval. Aber γ ist ein dipheomorphismus ist,
d.h. ∀(x, y, z).detDγ(x, y, z)� 0. Nach diesen Bemerkungen folgt dass
(detDγ)[Q]⊂ {x ∈R|x > 0} oder (detDγ)[Q]⊂ {x ∈R|x < 0} (sonst gäbe es ein (x0, y0, z0) ∈ Q

mit (detDγ)(x0, y0, z0) =0). Deswegen
(detDγ)= |(detDγ)| oder (detDγ)=− |(detDγ)|. (**)

Nach (**) wir haben zwei Fälle:

Fall (detDγ)= |(detDγ)|.

Dann
∫

Q
(detDγ) · ((divW ) ◦ γ)d(x, y, z)=

∫

Q
|detDγ | · ((divW ) ◦ γ)d(x, y, z)=

=
Transformationsatz

∫

Ω
divW d(x, y, z) (***)

Fall (detDγ)=− |(detDγ)|.

Dann
∫

Q
(detDγ) · ((divW ) ◦ γ)d(x, y, z)=

∫

Q
− |detDγ | · ((divW ) ◦ γ)d(x, y, z) =

=−
∫

Q
|detDγ | · ((divW ) ◦ γ)d(x, y, z) =

Transformationsatz
−

∫

Ω
divW d(x, y, z) (****)

Letzendlich, nach (#), (*), (***) und (****)

|
∫

Ω
divW d(x, y, z)|= |

∫

γ
dη |= |

∫

∂Ω
η |.
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