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Losungen

Aufgabe 13.1.
(a)
[ oc fdz+ gdy= fﬁv fdx + gdySatz o Stokes fv d(fdx + gdy). (1a)
Aber d(fdx+ gdy) = (D1 fdx + Ds fdy) Adx + (D1gdx + Dagdy) Ady =
=D fdx Ndx + Dy fdy Ndx + Digdx ANdy + Dagdy A dy =
=Dy fdy Ndx+ Digdx Ndy =
=(—=1"Dyfdx Ndy+ D1gdx Ady= (D1g — Daof)dx Ady
Also
J At )= [ (Prg = Do) dy=[ 7 (Dro =D =
= [ o det(Dv) - ((D1g — Daf) o y)da Ady =

= [ o det(Dy) - ((D1g — D2 f) o y)d(w, y) =

gleiche Argument wie in kommende Aufgabe 14.4 (*)

==+ fQ ((Dlg N D2f) ° ’Y)|det(D7)|d(m’ y)Transforrfationsatz
== f’Y[Q] (Dlg - D2f)d(x7 y) =+ fG (Dlg - DZf)d(xv y) (23')
Nach (1a) und (2a) folgt die Behauptung.

(0)

G ist integrierbar denn y[Q] =G ist kompakt (da v stetig und @ kompakt).

3l o —vdrtady| = Sl [ [Go) (. y) ~ (G (- )@ y)ld,y)|=

=2 [ o A+ D)d(z, )| = [ 1d(z,y) =v(G).



Aufgabe 13.2.
Sei e €(0,1)

Sei 7: [0,2] x [0+ ¢,2m — ] — R, y(r, 0) := (1 cos®d, r sin®)). Es ist nicht schwierig zu zeigen
dass 7 ein Dipheomorphismus auf eine offene Menge U D [0, 2] x [0+ ¢, 27 — ¢] ist.

Sei G.:=7[[0,2] x [0+¢, 27 —€]].
Dann &y = (-1 Ny =)+ (1) —8) =+ -2 — 13 + 18, wo

W:0+e,2m —e] — R, 1(0) = (0,0) = (0, 0),

Y1:[0+¢,2m — ] — R2, 71(6) := (2, 0) = (2cos30, 2sin>0),

78:10,2] — R2, A8(r) := v(r, ) = (r cos®e, 7 sin®¢),

73:[0,2] — R2, 71 (r) := y(r,2m —¢) = (r cos®(2m — ¢), rsin?(271 — €)).

So, nach Aufgabe 13.1,
V(Ge) =3 [ e, vy — yda| =
:é| fﬁ xdy — ydx + ffv? xdy — ydx + f*v% xdy — ydx + fvé’ xdy — ydz| =
:%| fv% xdy — ydx — fﬁ) xdy — ydx — fv% xdy—ydx—i—fvg xdy — ydx| =
:é| fv% xdy — ydx + fv? ydx — xdy + fv% ydr — xdy + fv% zdy — ydz| =
= %| fOQﬂ (2c0s30) (6sin26) (cosf) — (2sin30) (6cos20)( — sind)dl +
o7 0d +
f02 ((rsin® (27 —¢) - cos®(2m — &) — 1 cos®(2m — €) - sin®(2m — €)) dr +

f02 (r cos3¢ - sinde — r sin’c - cose)dr |

Sei R, = f02 ((rsin® (27 —¢) - cos3(2m —g) — rcos®(2m — €) - sin®(2m — €) ) dr +
f02 (r cos3e - sinde — r sin3¢e - cos3e)dr.

Bemerkung(*): Nach Stetigkeit der Funktionen ¢+ sin3(¢) und ¢+ cos3(t)
folgt dass Lim R, =0.
e—0

Letzendlich,
v(G)= limov(Ga) = lim %| f027f (2c0s®0)(6sin26) (cosh) — (2sin30)(6cos20)( — sinf)df + R.| =
= _| f (2c0s30)(6sin?6) (cosh) — (2sin0) (6cos?0) ( — sind)db + Eli_r)nOR€|
daclim:RezO
= —| f (2cos0) (6sin26) (cosf) — (2sin)(6cos?0)( — sind)dl | =
=6 f (cos"0)(sin*) + (sin0) (coszﬁ)dea cos30 sin20 + sin?0 cos20 =sin20 cos20
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Aufgabe 13.3. Da fiir eine 2-Fliche (v, @), 9y ist eine geschlossene Kurve, dann reicht es zu
zeigen dass fp w =0 fiir beliebige Kurve p: [0, 1] — R3. Aber nach Satzt 2, es reicht zu zeigen,

dass w eine Stammfunktion besitzt.

Fiir a:= (a1, a2, a3) € R3, sei py: [0, 1] — R? die Kurve p,(t) =ta.

. L _ 1 tas tas tas dt =
Sei f(a):= [, w= fo tase’aq + taje'™ag + tajtase’as dt =
_ 1 2 tas 2 tagd _

- fo tajase'® + tajasase!®dt =

=2a1a9 fol tel®dt 4 a1a2a3 fol t2etesdt —

ta ta 2 ta ta ta
te"43 1 3 t%e'3 2 te"93 1 3
2@10,2[ ° —=° ](1)+a1a2a3[ ° ——( ° —=c )](1) Falls az#0
_ a3 agz ag az agz " ag agz a3
1
2&1&2 f() tdt Falls a3 =0

%3 1 93 11
2a1a2[—3 e (— a—3§)] + a1a2a3[—3 - a_3( a3 a3 a3

3 2 €a3 1 €3

) {——(—a—za—;)}] Falls asz#0

2&1&2 fol tdt Falls az =0

2a1a25a3 _ 2aia9 e%3 + 2aqa9 1 a1a2a35a3 _ 2a1a2a3(ea3 _ 1 ea3) _ 2ajagaz 1 1
a3 a3 a3 a3z ag a3 a3 a3 ag ag a3 azag

Falls az#0

a1a9 Falls a3=0

11
2a a1a2—— Falls a3#0

+ a1a2e® — 2a1a9(5— — — 37s

a3 a3 (13 a3 ll a3 a3 a3

ai1a9 Falls a3=0

2a1a9e®3 2a1a a3 2a1a9 1 2a1age®3
142 _ 1a2 € + 1 2 +a1a2€ as __ 142 +
a3 a3 a3 a3 a3 a3

2ajag 3 11
1922 % _ 2&1&2—— Falls a3#0
a agasg

a1a9 Falls a3=0

2a1a25a3 2aia9 e%3 2aqa9 1 Qalazea3 + 2a1a9 %3

—2a1a9~L  Fan 0
P 102503 alls az#

+ a1aqge®3 —
ag az a3 az ag a3 a3

a1a9 Falls az=0

a1a2€*3  Falls az+0

{ 2a1a26a3 N 2a1a9 %3 + 2a1a9 1 e?3 1 ea3)

ai1a9 Falls az3=0

Da df(z,y, z) = ye*dx + ze*dy + xye*dz = w, dann ist f Stammfunktion von w.

Aufgabe 13.4.

Nach Satzt von Stokes f,y dn= fav n= [0 M (#)
Aber dn= ( " gf %{)(dx/\ dy A dz) nach Aufgabe 11.4 (von Tutorium 11).
Also



oF | 9G | OH «((OF _9G | OH
fwdn:fv(a—kg—i—a—y)(dx/\dy/\dz) fQ’y(( + +8—y)(dx/\dy/\dz)):

nach Definition 0z ' or

:fQ ~*((div W) (dx Ady N dz)) =

Satzt 6 (¢) der Vorlesung

= fQ (det D) - ((div W) (dz Ady Ndz)) o) =
= fQ (det D) - (((div W) o) (de Ady Adz)) =

= fQ (det D) - (((div W) o v)d(z, y, z). *)

de
Auf der andere Seite, die Funktion @ 3> (z, y, 2) tFﬂjwdet D~(z, y, z) ist stetig, und da @ kom-

pakt und Zusammenhinhend ist, dann ist (det Dv)[Q] C R kompakt und zusammenhingend
auch, d.h., (det Dv)[Q)] ist ein abgeschlossenes Interval. Aber 7 ist ein dipheomorphismus ist,
d.h. ¥(z,y,2z).det Dy(x,y, z) #0. Nach diesen Bemerkungen folgt dass

(det D¥)[Q] C {x € R|z > 0} oder (det Dv)[Q] C {z € R|z <0} (sonst gibe es ein (xq, Yo, 20) € Q
mit (det Dvy)(zo, yo, 20) =0). Deswegen

(det D) =|(det Dv)| oder (det Dy)=— |(det Dv)]. (**)

Nach (**) wir haben zwei Falle:

Fall (det D) = |(det Dv)|.

Dann fQ (det Dy) - ((div W) ov)d(z,y,z)= [, |[det Dy|- ((divIV)ov)d(x,y,z)=
et T W 2,12 o

Fall (det D) = — |(det D~)|.

Dann fQ (det D) - ((divIW)ov)d(z,y,z) = fQ — |det Dy|- ((div W) ov)d(z,y,z) =

=— fQ |[det D] - ((div W) o~)d(zx,y, z) — fﬂ divWd(z,y,2) ()

Transformationsatz

Letzendlich, nach (#), (*), (***) und (****)
| [o divIVd(z,y,z2)|=] fv dn| =1 [ 50 -



