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Aufgabe 1. Sei f: R" — R stetig und a € R”. Fiir jedes § > 0 sei Bs die abgeschlossene
Kugel mit Radius § und Mittelpunkt a. Zeigen Sie:

. 1
(ISIE(I) v(Bs) /35 fdr = f(a)

[8 Punkte]

Wir miissen fiir jede Nullfolge (0y)ren mit positiven Gliedern zeigen, dass

1
U(B(;k) B(;k

ar ‘=

(z) dz — f(a)

fiir k — oo gegen 0 konvergiert.

Sei also (0x)ken gegeben. Da Bj, jeweils beschriankt und abgeschlossen, also kompakt ist,
nimmt die stetige Funktion |f — f(a)| auf B, ihr Maximum an. Sei &, € By, fiir k € N so,
dass |f(x) — f(a)| < |f(&) — f(a)] fur alle z € Bs,. Dann gilt fiir jedes k:

1 1 1
o = s, @8 [ s@ )< / ) = 1@ ds
1
< o @~ @l = 15(&) - 1)

Nun ist ||& — al| < 0 und limg_.o 0 = 0, also limy_. & = a. Aus der Stetigkeit von f
folgt damit limg .. f(&x) = f(a), also konvergiert a; gegen 0.
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Aufgabe 2. Sei A = {(x,y) ER?|0<y<z< \/7r/2}. Berechnen Sie:

/ (m3y + cos (:172)) d(z,y)
A

[8 Punkte]

Fiir jedes z € [O, \/7T/2i| ist A, = [0, x]. Der Integrand ist stetig und A ist kompakt!, also
erhalten wir:

[ @y costat) dla) =
/m

0

\T/2 prx
/ (z%y + cos(z?)) dy dx
0 0

VAz g2
) dx:/ (x3——|—xcos(x2)) dz
0 0 2
N I N |

o 8-12 2796 2

2
<x3§ + y cos(x?)

6 1
= % + 5 sin(z?)

1 A ist der Durchschnitt der Urbilder der abgeschlossenen Menge [0, c0) unter den stetigen Funktionen
y,  —y und /7/2 — z, also abgeschlossen. Auferdem ist A C [0, \/7/2]?, also beschrinkt.
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Aufgabe 3. Bestimmen Sie das Volumen der folgenden Menge A C R%:
A ={(scost,ssint) |0 <t <2, 0<s< (sin(2t))*}

[8 Punkte]

Die Menge ist beschrinkt und offen und daher integrierbar?. Wir wenden den Transformati-

: . - . 1—cos(2
onssatz mit Polarkoordinaten an. Auferdem verwenden wir die Formeln (sin z)? = w

und (cos)? = H%“%), die unmittelbar aus dem Additionstheorem des Kosinus folgen:
27 poo 21 p(sin(2t))?
v(A) = /lA(x,y) d(z,y) = / / 1a(scost,ssint)sdsdt = / / sdsdt
o Jo o Jo
iy (551 2eos) + (os(in)?
2 p—
_ / sin qf — / qf — / cos cos 5y
0 2 0 2 0 8
/27r 1 —2cos(4t) + H%S(St) d&t 3 ; sin(4t) N sin(8t) | 3
— = —1 — = —7T
0 8 16 16 128 |, 8

(Alternativ kommt man auch ohne die Additionstheoreme zum Ziel, indem man zweimal
partiell integriert.)

2Das Urbild B der offenen Menge (0, 00) unter der stetigen Funktion (sin(2t))? — s ist offen, und A ist
das Bild von B unter dem auf (0,00) X (0,27) definierten Diffeomorphismus (s,t) — (scost, ssint), also
offen. AuRerdem ist (sin(2¢))? immer hochstens 1, also A beschriinkt.
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Aufgabe 4. Sei A C R? eine integrierbare Menge, die jede horizontale Gerade R x {y} mit
y € R in hoéchstens abzéahlbar vielen Punkten schneidet. Zeigen Sie, dass A eine Nullmenge
ist.

[8 Punkte]

Da A integrierbar ist, ist 14 integrierbar, und es gilt v(A) = [ 14(z,y) d(z,y). Es geniigt
also zu zeigen, dass dieses Integral null ist.

Fiir jedes y € R ist nun nach Voraussetzung die Funktion f, : R — R, f,(z) = 14(x,y)
nur an abzéhlbar vielen Stellen von null verschieden. Da jede abzdhlbare Teilmenge von R

eine Nullmenge ist, ist also nach dem Modifikationssatz [ f,(z) dz = 0 fiir alle y € R. Aus
dem Satz von Fubini folgt damit:

/1A(r,y) d(:v,y)z//lA(w,y) dxdy://fy(fc)dxdyz/OdyZO
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Aufgabe 5. Betrachten Sie die Kurve 7 : [0,1] — R2, () = (e*,27%) und die 1-Form

T )
auf R?\ {(0,0)}. Berechnen Sie das Integral [ w. [8 Punkte]

Wir substituieren® s = 1 — ¢:

! et ) 22t -

_ , L

/w N /o (m'% + o (F2e )dt
Y

1 4t 0 4s
2e 2e
= / 4t 4—at dt — / 4—4s 45( 1) ds
o e +e 1€ +e
1 at 1 4s
2e 2e
- /0 oAt 4 pd—at / ols + od—as ds =0

4t 4 4—4t . . !
% umformen. Da dieser die Form %fT hat,

ist seine Stammfunktion 3 In(f) = 1In(e* + ¢*~4"). Auch durch Substitution s = e* + ¢*~*" mit dem
Nenner erhélt man dieses Ergebnis.

3 Alternativ kann man den Integranden auch zu % .
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Aufgabe 6. Bestimmen Sie eine Stammfunktion der folgenden 1-Formen auf R? oder
beweisen Sie, dass es keine gibt:

(a) sinydr+ zsinydy
(b)  (@*+y)dz+(y° +z)dy

[2+6 Punkte]

(a) Es gibt keine, da die 1-Form nicht geschlossen ist:

— sl = oS si = —(xsi
3, y#siny = —(zsiny)

(b) Diese 1-Form ist geschlossen:

d 2 d 2
—_— pr— 1 = -—
Cly(fv + ) dx(y + )

Da sie auf der sternformigen Menge R? definiert ist, hat sie daher eine Stammfunktion F.
Wir koénnen ohne Einschrénkung annehmen, dass F'(0,0) = 0 ist. Dann gilt:

Flz,y) = /7

1

(u® +v)de + (v* +u) dv = / ((P2* + ty)x + (Py° + tz)y) dt

Y 0

1 3 3
_r v

=gty




