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Mafstheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Losungsvorschlag zur ersten Probeklausur (Blatt 9)

Aufgabe 1: [1,2]? ist kompakt und damit ist die stetige Funktion sz—‘; 2 auf [1,2]? inte-
grierbar mit:

/[1,2]2 xl:g—ﬁf d(z,y) = /[1,2]2 (3%+%> d(z,y) = /12/12 (%+%> dx dy
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Aufgabe 2: A = ([1,2] x [0,2]?) N f7(]0,00)), wobei f: R® — R die stetige Funktion

f(x,y,2) = o — 22® — y ist. Folglich ist A beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt.
Daher ist A integrierbar.

Fir z € [1,2] ist A, = {(y,2)€R? | y,2 > 0,y + za® < z} und fiir y € [0,2] ist (A), =
{zeR|0<z< 5} =[0,%%] (sonst leer). Mit dem Satz von Fubini erhalten wir das

Volumen:
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Aufgabe 3: Fiir jedes k € N ist [—k, k|™ kompakt, also ist f jeweils iiber [—k, k|" inte-
grierbar und nach Definition von A gilt:

/f gy do = / fdx <supA.
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Die Folge der Funktionen f-1;_ y» ist aber monoton wachsend und konvergiert punktweise
gegen f, also ist nach dem Satz von Levi f integrierbar mit dem Integral

/f dx = klim /f “1_ppndr <sup A

Sei nun umgekehrt K kompakt. Dann ist f - 1x < f, also [, fdz < [ f dz. Daraus folgt
sup A < [ fdz, also ist [ f dxz = sup A.




Aufgabe 4: Sei A C R” eine beschrankte Menge und sei die Menge A" der Haufungs-
punkte von A endlich. Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt: v(A) < &; dann folgt, dass
v(A) = 0 sein muss.

Sei also € > 0 gegeben. Sei k& € N die Anzahl der Haufungspunkte von A. Fiir jeden
Haufungspunkt x € A" von A ist
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ein offener Wiirfel mit v(Q,) = ¢ und x € Q,.

Angenommen, B = A\ Ule Q; sei eine unendliche Menge. Wihle ein beliebiges by € B
und wéhle dann rekursiv fiir jedes j € N ein beliebiges b;1; € B\ {bo,...,b;}. Dann ist
(b;)jen eine injektive Folge in B (das heiftt, jedes Folgenglied kommt nur einmal vor). Da A
beschrankt ist und B C A, ist also auch die Folge (b;) ey beschrénkt und hat daher einen
Héufungspunkt c. Da ¢ hochstens einmal in der Folge (b;);eny vorkommt, gibt es auf jeden
Fall eine Teilfolge in B\ {c}, die gegen ¢ konvergiert. Also ist ¢ Haufungspunkt von B und
damit auch von A, das heifst ¢ € A’. Da aber @, eine offene Umgebung von c ist, die kein
Element von B enthélt, ist das unmoglich.

Es ist also B endlich und daher v(B) = 0. Daher ist wegen A C B U, 4 Qx:

v(A)ﬁv(BU UQ$> §U(B)+ZU(QI):O+Z%:5
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