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Aufgabe 1: Sei f = Z;Zl bjlp, und g = > " ¢ - 1g,, wobei Pp,..., P, € X und
@1, ..., Qm CY Quader sind. Dann ist

l

(f®@g)(z,y) ZbP ch 1o, (y ZZbck 1p,q. (T, Y),

j=1 k=1

denn 1p,(x) - 1g, (y) = 1p,xq,(z,y). Da die Mengen P; x Q) wieder Quader sind, ist also
f ® g eine Treppenfunktlon Auferdem ist jeweils U(P X Qr) = v(F;) - v(Qy), also:

[ 00w =3 b o) (@) = Yo bR Yo (@) = [ sdo- [ gy

j=1 k=1 j=1 k=1

Aufgabe 2: Sei zundchst |[f[|1,[lgli < oo. Seien p = > bi1p, ¥ = 3.2 crlg,
Hiillreihen von f bzw. g mit (), I(¢)) < co. Sei h : N x N — N eine bijektive Abbildung’
und sei dp,(j k) = bjcp und Ry ) = Py X Qy fiir alle 7, & € N. Dann sind alle R; offene Quader
und alle d; mindestens 0, und es gilt jeweils 1 Ry = 1p, ® 1¢, also ist 6 = Z?io di1pg,
eine Hiillreihe. Fiir alle m,n € N ist nun

> tn )t = 33 bl o10.6) = 3 S ha i

k=0 7=0 k=0 7=0 k=0

S ZdllRl(xvy) - 0(I7y)7
=0

also ist 0 > ¢ ® 1 > f ® g und somit Hiillreihe von f ® g. Es ist also ||f ® g[[; < I(f) und
es geniigt zu zeigen, dass I(0) < I(y)I(v) ist. Sei hierzu N € N gegeben. Da h surjektiv

!Eine solche Abbildung gibt es, da sowohl N x N als auch N abzéhlbar unendliche Mengen sind. Konkret
konnte man beispielsweise h(j, k) = M%H) + j setzen. Die Funktion ¢ +— C(H'l) wichst streng

monoton, also gibt es zu jedem [ € N genau ein ¢, so dass M <l< C(CH) ist. Da (C+1)(C+2) C(CH) =
c(c+1)

¢+ 1 ist, gibt es dann genau ein j < ¢, so dass [ = + 4. Mit k = ¢ — j ist dann (k, j) das elndeutlge

Paar mit h(k,j) = 1.



ist, gibt esn € Nund m € N, sodass {1,... N} C{h(j,k) | 1 <m,k <n}. Es folgt wegen
v(Rj(r) = v(P;)v(Qr):

> dw(R) < Z > duimyv(Ragr) = Z > bjckv(Py)o(Qy)
= Z bjv(F;) Z cxv(Qr) < () 1()

Da dies also fiir alle Partialsummen gilt, folgt auch:
1(0) = dw(Ri) < I(p)I ()
1=0

Es bleibt noch der Fall zu betrachten, dass einer der beiden Faktoren oo ist, etwa ||g||; =
oo. Falls dann ||f]|; > 0 ist, steht auf der rechten Seite der Ungleichung oo, also ist sie
trivialerweise erfiillt. Sei nun || f||; = 0. Legt man oo - 0 als oo fest, so ist die Gleichung
auch in diesem Fall trivial. Aber selbst wenn man oo -0 = 0 definiert, stimmt die Aussage:
f ist dann fast iiberall 0, d.h. iiberall bis auf einer Nullmenge N. Dann ist auch N x Y
eine Nullmenge, da ||Inx—krelli = [[1x @ L—gmellt < [Inll1 - | 1j=gpells = 0 ist fir alle
[—k,k] und N x Y die Vereinigung aller N x [—k, k] fiir k£ € N ist. Insbesondere ist also
auch f ® g fast {iberall 0, also gilt || f ® g||; = 0.

Aufgabe 3: Fiir jedes k ist wegen Aufgabe 2

[f@g—fivwglh = [feg—f@g+ g — [t @l
= [f®(g—gc) = (f = fr) @agllh
< Nf@(g—g)lli +I(f = fr) ® grllr
< fllx - llg = gl + I1f = frllr - lgrlls,

und da ||gx|l: beschrénkt ist, g, L'-konvergent gegen g und fi, L'-konvergent gegen f ist,
konvergiert dies gegen 0.

Aufgabe 4: Sei (fi)ren eine gegen f und (gi)ren eine gegen g L'-konvergente Folge von
Treppenfunktionen. Dann ist (fx ® gr)reny nach Aufgabe 3 eine gegen f ® g L'-konvergente
Folge von Treppenfunktionen, also ist f ® ¢ integrierbar und nach Aufgabe 1 gilt:

[ rooiy = jm [ hoadey = in [ e [ady= [ fae- [ ga



