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Mafstheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 1

Aufgabe 1: Seien Qq,...,Q, P, ..., P, C R" Quader und aq,...,ax,b1,...,b; € R, so

dass i 1
f:ZailQi und g:ijlpj.
i=1 j=1
Dann ist
k l kool kool
f.g = (Zalle) . (ijlpj.) :Zzaiblei]'Pj :chileU’
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

wobei ¢;; = a;b; und R;; = Q; N P; ist. Als Durchschnitte von Quadern sind die Mengen
R;; wieder Quader, also ist damit f - g als Treppenfunktion dargestellt.

Aufgabe 2: Ist f =0, s0ist || f]l1 =D pey 0 = 0. (Insbesondere ist auch f € ¢.) Sei nun
umgekehrt f # 0. Dann gibt es ein m € N, so dass f(m) # 0, also | f(m)| > 0 ist. Dann ist
aber [|flly = 322 [/ (K)] = [ f(m)] > 0.

Seinun A € Rund f € ¢ Es gilt |A- flli = i lA - F(B)| = 0o A - f(R)] =
N> ney F(RB) = |Al- || f]l1- (Insbesondere ist auch Af € ¢*.)

Es bleibt das dritte Normaxiom, die Dreiecksungleichung, zu zeigen: Seien f, g € ¢!. Dann
gilt:

If +glle =Y 1F k) +g(R) <Y (F R+ lg(k)]) = D 1R+ D lgtk) = 1f1h + llglh

(Insbesondere ist auch f + g € ! — womit bewiesen ist, dass ¢! tatséichlich ein Untervek-
torraum des Raumes aller Funktionen N — R ist.)

Aufgabe 3: Sei (f)men eine Cauchyfolge in ¢ beziiglich ||||;. Da |f, (1) — fur(D)| <
Yoreolfm(k) = for (k)| = |[fm — farlli filr jedes | € N, ist jeweils auch (fin(I))men ei-
ne Cauchyfolge, und wegen der Vollstdndigkeit von R konvergiert diese. Setze g(I) =
lim,, oo frn(1). Wir zeigen, dass g € ¢! ist, und (f,)men gegen g konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass f,, nicht nur punktweise, sondern auch in ||||; gegen g konvergiert,
dass also limy, 0o Y pep [9(k) — fin ()] = 0 ist. (Daraus folgt dann g — f,,, € ¢* fiir fast alle
m, also wegen g = (¢ — f,n) + fm insbesondere auch, dass g € ¢! ist.)



Sei hierzu € > 0 gegeben. Dann gibt es ein M € N, so dass fiir alle mi,my > M gilt:
| frns — fmall1 < €. Dann gilt fiir jede Partialsumme und jedes m; > M:

N

D lg(k) = fan ()] = Y | T fon, (k) = oy ()]
k=0

k=0

N
= Hm Y [ fny (k) = f(B)] < lm | fony = fini s < €
mo—00 om0 mo—00
Es folgt ||g — fum|l1 <e.

Aufgabe 4: Seien Qg, Q1,Q2,... € R" offene Quader und ¢y, c1,co,... € RT, so dass
o= o0k 1g,. Sei x € A, das heift, a < p(z) = > 7, ¢k - 1o, (x). Dann gibt es ein
N € N, so dass bereits fiir die N-te Partialsumme gilt:

N
a< ch -1g, (z)
k=0
Sei U der Durchschnitt aller Q. mit 0 < k < N und x € Q). Dann gilt fiir alle y € U:
N N
ely) > ch ’ 1Qk(y) > ch ) 1Qk(x) > @,
k=0 k=0

also y € A. Da die @y offen sind, ist U ebenfalls offen, also ist U eine offene Umgebung
von x mit U C A. Damit ist gezeigt, dass A offen ist.



