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§16 Das Lebesgue-Integral im R"

Definition]

Sei Q C R". Q ist ein Quader, wenn es beschrinkte Intervalle Iy, ..., I,, gibt mit

Q:IIX"'Xln

Lemma 1

Seien Q1,...,Qr € R* Quader.

Dann gibt es nichtleere paarweise disjunkte Quader Py, ..., P, € R™ mit
k m
1) UQi=UPr
i=1 j=1
o 1<j<m,
(2) P,NQ; =0 oder P; C Q; fiir 1 <i<k

Beweis:
durch Induktion tiber n.

Definition]

Sei Q € R" ein Quader. Wir definieren das Volumen v(Q) von @) wie folgt:
Ist I ein beschranktes Intervall mit linkem Randpunkt a und rechtem Randpunkt b, so setze

v(l)=b—a
Ist Q=1 x---x I, mit I, ..., I, beschriankte Intervalle, so setze
v(@Q) =v(lh) - v(l) - v(1y)

Ist @ wie oben, so schreibe manchmal auch v, (Q) fir v(Q)

Lemma 2

k
Seien Q1,...,Qr C R™ paarweise disjunkte Quader, und sei Q = |J @;.
i=1
k
Ist @ ein Quader, so gilt v(Q) = > v(Q;)

i=1



Fiir eine Teilmenge A von R™ definieren wir die charakteristische Funktion 14 von R"™ nach
R durch

1 fallsz e A
14 =
0 fallsz e R"\ A

Es gilt also fiir A, B C R™
1AUB = max{lA, 13}
1,403 = min{lA, 13}

1A\B = maX{O, 1A - 13}

Sei f : R"™ — R. f ist eine Treppenfunktion, wenn es Quader @Qq,...,Qr € R" und
k
ai,...,a; € R gibt mit f = > a;-1g,

i=1

Aus der Definition folgt unmittelbar:
Sind f,g : R® — R Treppenfunktionen und a € R, so sind auch f + g und a - f wieder
Treppenfunktionen. Die Treppenfunktionen auf R™ bilden also einen Vektorraum.

k
Seinun f = ) a;1¢, eine Treppenfunktion auf R”. Wir mochten das Integral von f definieren
i=1 -

durch i
/f dr = Zaﬂ)(@i)
i=1

Hierzu miissen wir zeigen, dass dieser Wert unabhéngig von der speziellen Darstellung von
m

[ ist, die natiirlich nicht eindeutig ist. Sei also f = > b;1p, eine weitere solche Darstellung
j=1

von f. Wir miissen zeigen, dass

k

Zai (@) = ij - (Fj)

i=1

Durch Hinzufiigen von Summanden der Form 0 - 1 kénnen wir o.E. annehmen, dass k = m
udn @); = P;. Nach Lemma 1gibt es paarweise disjunkte Quader Si,...,S; € R" mit

W U =UsS, ud
=1 =1

j_
(2) S;NQ;=0oder S; CQ;fir1 <j<l1<i<k
Fir 1 < j <llsetze B = {i | S; C Q;} und ¢; = > a;. Wegen (2) ist dann fiir alle

i€B,

r €S f(x) = ¢;. Setze nun fir 1 < <k A ={j|S; CQi}. Wegen (1) und (2)



also @Q; = U 9;.

JEA;
k v
Nach Lemma 2 gilt also v(Q;) = > v(S;). Somit folgt > av(Q;) = Y a; > (S;) =
€A

JEA; i=1 i=1

I !
2 (Z az‘) ~0(55) = 2 ¢u(S;)-
1€B; j=1

Analog folgt Z b - v(Qi) = Z ¢; - v(S;). Somit kénnen wir dass Integral von Treppenfunk-
tionen wie oben definieren.
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Seien f,¢g: R"™ — R Treppenfunktionen, ¢ € R. Dann gelten:
(1) [(f+g)de=[fde+ [gda
(2) [efde=c-[fda
(3) Falls f <g,s0 [ fdz < [gdx
(1), (2): Linearitét, (3): Monotonie

(1), (2) folgen aus der Definition

zu (3):
Wie oben finden wir mit Lemma 1 paarweise disjunkte nichtleere Quader @)1, ...,Q; und

ai,...,a5,b1,...,bp E R mit f = Zale undg—Zle
Istdannf<g,soa2<bfurz—1 kalsoffdx<fgdx

O
Bemerkung:
Ist @ ein Quader, so ist v(Q) = [ 1 dz
Bemerkung;:
Ist f eine Treppenfunktion, so ist auch |f| eine Treppenfunktion, und es gilt
[ rad < [151a0
Beweis:
Sei f eine Treppenfunktion aus ]R” Dann existieren paarweise dlsJunkte Quader Qq,...,Qk €

R™ und aq,...,a; € R mit [ = Z a;lg,. Dann ist aber |f| = Z la;|1g,, also eine Treppen-
=1 =1

funktion. Der Rest folgt aus Monotonie und Linearitdt wegen f —f<|fl =



zur Erinnerung: R = R U {00, —0c0}

Aus technischen Griinden betrachten wir im Folgenden Funktionen von R™ nach R. Wie wir
mit oo und —oo rechnen, wird keine wesentliche Rolle spielen. Es sei deshalb einfach auf
irgendeine sinnvolle Weise fortgesetzt.

Konvention

LJFunktion auf R"™ * bedeutet im Folgenden ,Funktion von R"™ nach R “

Sei f : R — R. Eine Hiillreihe von f ist eine Reihe der Form ¢ = i crlg, mit den
Eigenschaften: o
(1) Die @y sind offene Quader im R™ und ¢, € R
(2) Fiir alle x € R™ gilt
(@) < p(a) =) anlg, (o)

k=0

Weiterhin setze I(p) = > cpv(Q) (Inhalt von ¢).
k=0

Bemerkung;:

Fir k € IN sei Q = (—k, k)". Dann ist fiir jedes f : R = R Y 1g, eine Hiillreihe von f.
k=0

Sei nun f : R™ — R. Wir definieren die

L!'-Halbnorm von f durch
| f|l; = inf{I(y) | ¢ ist Hiillenreihe von f}

Offenbar gilt: Falls [f] <'[g], so [[f]l; < lgll,

|| ||, ist eine Halbnorm, d.h. || f||; > 0, und es gilt fiir f,g: R" — R,c € R
(N2)leflly = lel - 11y

(N3) (I +glly < [If]ly + [lgll,

Der Beweis von (N2) ist offensichtlich. Wegen |f + g| < | f|+|g| folgt (N3) aus dem folgenden
Lemma:



Fiir k € N sei fr : R* — R . Dann gilt: ‘ S fr
k=0

o0
< DAl
k=0

1

Beweis:

Sei € > 0. Fiir jedes k£ € IN wéhle eine Hiillreihe ¢ = ) cx;1g,, von fi mit

1=0

£
101) < il + o

o0

o0
Setze ¢ = > crilg,,. Dann ist ¢ eine Hiillreihe von ) fi mit

Wegen

k,i=0 k=0

I(p) = chiU(ka’> :Z (chz Qm) < Z||f||,€+25

k,i=0 k=0 \i=0

I(p) folgt hieraus mit ¢ — 0 die Behauptung.

o
> fel] <
k=0 1

Lemma 5

Sei A ein abgeschlossener Quader. Dann gilt

[Lall, = v(A) (z / 14 dx)

Beweis:

113
77§

>((

Sei () ein offener Quader mit A C ). Dann ist 1 eine Hiillreihe von 14, also nach
Definition

[1all; < 1(1g) = v(Q)
Fiir jedes € > 0 existiert aber ein derartiges @ mit v(Q) < v(A) + ¢.

Sei ¢ = Y ¢xlg, eine Hiillreihe von 14. Wir miissen zeigen, dass v(A) < I(p). Sei
k=0
hierzu € > 0. Fiir jedes x € A gibt es wegen ¢(z) > 1 ein m(x) € IN mit
m(z)
Z Clek(.Z‘) > 1—¢
k=0

Da die @ offen sind gilt dies dann fiir alle z € U(z) fiir eine offene Umgebung U ()
von x. Dann ist {U(z) | € A} eine offene Uberdeckung von A.
Da A abgeschlossen und beschriankt, also kompakt ist, gibt es aber endlich viele

p
Ty,...,x, € Amit A C |J U(x;). Setze nun m = max{m(z,),...,m(x,)}. Somit
erhalten wir mit Satz 3
I(p) = ZCH} Qr) > chv (1 —¢e)v(4)
k=0 k=0

Mit € — 0 folgt die Behauptung.
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Wir verstarken Lemma 5 zu

Fiir jede Treppenfunktion f gilt

Ifhz/!fl du

Beweis:
Wegen ||f|l, = || |f] ||, konnen wir 0.E. f > 0 annehmen. Nach Lemma 1,2 existieren paar-
weise disjunkte Quader @y, ...,Qs, Pi,..., P, mit Q,...,Q; offen, v(P;) = -+ =v(F,) =0

und cq,...,¢,dy, ..., d, € R mit

F=> alg +Y dilp
k=1 i=1

Wegen f = 0 sind ¢, d; > 0.

< Sei e > 0. Fiir jedes 1 < ¢ < r. Wahle einen offenen Quader P mit P, C P und

7 K3

v(Pf) <e Daist m:= ) clg, + ) dilps eine Hiillreihe von f. Also
k=1 i=1

Lf1ly < I(m) < ZCkU(Qk) +e- Zdi
k=1 i=1

Mit € — 0 folgt hieraus

1711, szckv(czk>:/f de
k=1

»,=>" Sei A ein abgeschlossener Quader mit f(z) = 0 fiir x € R™ \ A. Weiterhin sei m das
Maximum der Werte von f. Dann ist g : m - 14 — f > 0 und eine Treppenfunktion.
Somit nach ,,<“und mit Lemma 5 erhélt man

/fdf:/m“—g)df:m-/udw—/gdxgm-v<A>—||g||1L:~5

= I +glly = llglly < II£1];

Seinun f: R" — R.
f ist (Lebesgue-) integrierbar, wenn es eine Folge (fi),. von Treppenfunktionen auf R"
gibt mit klim |f — fxl|; = 0. Wir wollen das Integral von f definieren durch

— 00

/fdx:]}Lrgo/fkdx



Hierzu miissen wir zeigen
(1) (J fx dz),, ist konvergent

(2) klim J fr dz hingt nicht von der gewéhlten Folge (fi),cp ab-
—00

zu (1) [ fi dx ist eine Cauchyfolge, denn:

‘/fkdx—/fmdx

zu (2) Sei (gr)pe €ine weitere Folge von Treppenfunktionen mit klim I|f — gkll, = 0.
—00

s/|fk—fm| az 50 (1 = Fully < Il — Pl +11F = Fully

Dann gilt:

’/fkdﬂﬁ—/gkdx

Also l}grolo [ fr da = k]gg) [ g dz

s/|fk—gk| do 2 1S = anlly < i = £l + 11 = gelly

Also kénnen wir das Integral von f wie oben definieren. Fiir Treppenfunktionen stimmt diese
Definition natiirlich mit der friitheren iiberein.

Ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar, und es gilt
[1s1ae=1is1,

Beweis:

Sei (fx)pey eine Folge von Treppenfunktionen mit klgrolo I f = fell; = 0. Wegen ||f| — [ fe]| <
|f = fiul folgt [[[f] = [felll, < [If — fell, und daher klgglo I[f] = Ifxlll; = 0. Also ist |f| inte-
grierbar, und es gilt [ |f] do = klglolc [ 11| de.

Nun ist fiir ein £ € N

[ fklly = I1f = felly < NI S el + 11 = frlly

Mit k& — oo folgt hieraus wegen || fi||, = [ |fx] dx

/|f| d~’17§|f|1§/\f dx



Satz 8

Seien f, g integrierbare Funktionen auf R", und sei ¢ € R. Dann gelten:

(a) f+ g ist integrierbar, und es gilt

/(f—i—g)dx:/fd:c—i—/gdx

(b) cf ist integrierbar, und es gilt
/ cf de =c¢ / fdx

(c) Ist f<g,soist [ fdax< [gda
(a), (b) = Linearitét, (c) = Monotonie

Beweis:
Seien (fi)nens (9%) e Folgen von Treppenfunktionen mit

i {17 = fill, =0 = Jim Jlg — gl

u (a) Wegen [|(f +g) — (fr +9x)ll; < = fille + llo—gell, ist auch
,}HEOH(fJFQ) — (fe +a)ll, = 0.

Daher ist f + g integrierbar, und es gilt

/(f—l—g)d:c:klim /(fk+gk)da::klim/fkdx—l—]}im/gkdx:/fdx%—/gdx

u (b) Wegen [lef — cfell, = lel || — full st anch lim [lef — cfyll, = 0.
Daher ist c¢f integrierbar und es gilt

/cfdx—hmc hm/fkdm—c /fdx
k—o00

u (c) Sei f <g.Dannist g — f > 0.
Nach (a), (b) ist g — f integrierbar.
Also nach Satz 7

/(g—f) de = llg— fII, > 0

/fda;g/gdx

Somit nach (a), (b)
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In Lemma 4 ist die Voraussetzung f; > 0 nicht notwendig, denn:

> > A Dol =Dl
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

<

1

[fk|>0
< <

1 1

Seien f, g integrierbare Funktionen auf R™. Weiterhin sei g beschrankt. Dann ist auch f - g
integrierbar.

Beweis:
Wir zeigen, dass es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion h gibt mit |[f - g — h||; < e. Sei

hierzu e > 0. Wahle ¢ > 0 mit |g| < ¢. Sei dann by eine Treppenfunktion mit ||f — hgl|; < 2i
C

c

Waihle d > 0 mit |hy| < d. Dann existiert eine Treppenfunktion hy mit ||g — k||, <

%.
Wegen |f - g —ho-hi| < [f = ho| - [g] + |ho| - [g — hu] folgt:
1fg = hohally < - |[f = holly +d - |lg = mll; <&
Aber hgh; ist eine Treppenfunktion
]

Bemerkung:
Seien f, g integrierbare Funktionen auf R"™. Dann sind auch

max(f, ) = 2 (F + 9+ | ~ gl) und

win(f,g) = 5(f +9 -1~ g)

integrierbar.

Also erhélt man folgendes:
Sei f eine Treppenfunktion auf R™ und setze f* = max(f,0) und f~ = max(—f,0). Dann
sind f*,f~>0,f = f"— f~ und wegen oben ist f genau dann integrierbar, wenn f* und
f~ integrierbar sind. Sei nun f : D — R mit D C R" und sei A € D. Wir definieren dann
fa:R"—= R

flz)  fallsxze A

fa(z) =
0 yfallsx e R™\ A

f heifst iiber A integrierbar, falls f4 integrierbar ist. Wir setzen dann

[rar=[ria

A

Dies ist das Integral von f iiber A.
Ist f: A— R, soist f integrierbar, wenn f iiber A integrierbar ist.

10



Dieses verhalt sich natiirlich auch linear und monoton.
Wir kénnen nun den Zusammenhang mit dem Integral fiir Regelfunktionen herstellen:

Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f : I — R eine Regelfunktion. Dann ist f

iiber I integrierbar und es gilt:
b
/ fdr= / fdx
I a

Beweis:

Ist h: I — R, so gilt |hf]| < [|h]] -17. Also erhélt man
—

Supremumsnorm

() Ay < [[A[1- 1]l

Sei also (fx)

rep €ine Folge von Treppenfunktionen mit

lim [|f — fil| =0
k—o0

Dann ist fi ; eine Treppenfunktion (im neuen Sinn) und nach (x) ist klim | fr = ferll, =
e de ]

Somit ist f; integrierbar und es gilt:

b

b
/fdx—/f;d:l:—klg]go/fwdeZf'klg&/fkdx—/fdx

1 a

Wir wollen nun zeigen, dass fiir stetige f : A — R mit ,gutem“ A integrierbar ist.

Sei (fk)yep eine Folge von Funktionen von D nach R. (fi),cy ist monoton wachsend (bzw.
monoton fallend), wenn fj, < fri1 (bzw. fri1 < fi) fiir alle &k € N gilt.

(kleiner Satz von Levi)

Sei (fr)pen €ine monoton wachsende oder fallende Folge von Treppenfunktionen auf
R" derart, dass die Folge ( I f dyc) ren beschriankt ist. Definiere f : R — R durch
flz) = klim fr(x). Dann ist f integrierbar und es gilt:

—00

/ fdr=lim | fi dx
k—00

11



Beweis:
Wie iiblich gentigt es, den Fall zu betrachten, dass ( fx)

ist f— fx = ;(fi+1 — fi)-
Nach Lemma 4 gilt also:

SRSV SIS S § RSy F2R
i=k i=k

Die Folge ([ fi dz)
ist sie konvergent.

Sei also a = klim [ fr da. Nach (x) ist dann fiir k € I I|f = fell, <a— [ fr do. Also ist
—00

klim ||f — fxll; = 0. Hieraus folgt die Behauptung.

—00

reyy monoton wachsend ist. Fir k € IN

pep 1St monoton wachsend und nach Voraussetzung beschrénkt. Somit

O

Seien K C R" kompakt und U C R" offen mit K C U. Weiterhin sei f : K — R

stetig mit f > 0. Sei € > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen g, h > 0 mit

(1) f(z) <glx) < flz)+e Ve eK

(2) f#)—c <hx) < fz) VeeK

(3) g(z) =h(x)=0 Vee R"\ U
Beweis:

Da K kompakt ist, ist f sogar gleichméfig stetig. Also existiert ein § > 0 mit |f(a) — f(b)| <
e fiir alle a,b € K mit ||a —b|| , <6 (|||, Maximumsnorm).

Fiir jedes x € K wihle einen offenen Quader Q(z) mit x € Q(x) C U und Kantenldnge
< 4. Dann ist U = {Q(z) | # € K} eine offene Uberdeckung von K. Also wegen K kompakt
existieren xq,...,z, € K mit K C Q(z1)U---UQ(zy,). Setze Q; = Q(x;) und weiterhin sei
¢; = sup f[Ql, d = inf f[Q;]. Hiermit deﬁnlere dann

g =max(c11g,,...,cnlg,,), h =min(di1g,,...,dnlg,,)

Dann sind g, h wie gewiinscht.

Sei A eine Menge. A ist abzahlbar, wenn A = () oder es existiert eine surjektive Abbildung
F:IN— A

Bemerkung;:

Sei (A,),c eine Folge von abzdhlbaren Mengen. Dann ist J A, abzéhlbar.

n=0

12



Beweis:

0.E. sei A, # (). Sei also A,, = {a,. | K € N}. Man erhilt Abzahlungen von |J A, wie folgt:

n=0

apo Qo1 — Qo2 Qpz — Qo4

L e /! v /
aio a1 @12 a3 A4

Ve / vd S

20 21 22 23 24

I/ e /!
aso a3y a32 ass3 34

Folgerung:
Sind A, B abzéhlbar, so ist auch A x B abzéhlbar.

zur Ubung: Q ist abzihlbar.

(a)

(b)

Sei U C R" offen. Dann existieren komplakte Mengen Ay, k € N mit U = J Ay
k=0

Sei A C R" abgeschlossen. Dann existieren offene Mengen Uy, k € IN mit A = () Uy
k=0

Beweis:

zu (a)

zu (b)

Fiir e > 0 und a € R" sei U.(a) = {z € R" | d(x,a) < ¢}. Dann ist U.(a) kompakt.
Setze nun

W:{U%(a) |a € UﬂQ”,mE]N,U%(a) cU}

Dann ist 91 abzdhlbar und die Elemente von 91 sind kompakt. o0.E. sei U # (). Sei
dann M = {A; | k € IN}. Wir zeigen

k=0

, 2 ist klar.
»,C“ Sei x € U. Dann existiert £ > 0 mit U.(z) C U. Also existiert m € N und a € Q"
C

mitd(x,a)§m+1Sg.DannisthU#ﬂ(a) U.

Also Ui (a) = Ay, fiir ein k € IN.

R™\ A ist offen. Also existieren nach (a) kompakte Mengen Ag, k € N mit R" \ A =

|J Ag. Dann ist aber A = () (R"\ Ax) und R™ \ Agist offen.
k=0 k=0

13



Sei f: A — R stetig, A C R", mit f > 0. Dann gilt:

(a) Ist A offen, so gibt es eine monoton wachsende Folge (hy), . von Treppenfunktionen

> 0, die punktweise gegen f4 konvergiert.

kEN

(b) Ist A kompakt, so gibt es eine monoton fallende Folge (gy) von Treppenfunktionen

> 0, die punktweise gegen f4 konvergiert.

kEN
Beweis:

zu (a) Nach Lemma 13(a) wihle eine kompakte Menge Ay mit A = [J Ai. Wir konnen

k=0
o.E. annehmen, dNass Ay C Ay fliir £ € IN. Mit Lemma 12 wiahle fiir £ € N eine
Treppenfunktion Ay > 0 mit

@) - k#ﬂ < (@) < f(x) falls c € A,

hi(z) =0 fallsz e R"\ A

Setze nun fiir k € N hy, = max(hg, . .., hy). Dann ist (hy), ., wie gewiinscht.

kEN

zu (b) Nach Lemma 13(b) wéhle offene Mengen Uy mit A = [ Uy. Wir koénnen o.E. anneh-
k=0
men, dass U1 C Uy fiir £ € N. Mit Lemma 12 wahle fiir £ € IN eine Treppenfunktion

g = 0 mit
1
<g < [
f(x) < agr(z) < f(z)+ 1 falls z € A
gr(x) =0 fallsz e R"\ Uy
Setze nun fiir k € N g = min(go, ..., gx). Dann ist (gr),c, Wie gewiinscht.
U
Satz 15

Jede stetige Funktion f : K — R auf einer kompakten Menge K C R™ ist integrier-
bar.

Beweis:

Da f* und f~ auch stetig sind, geniigt es fiir den Fall f > 0 zu zeigen. Nach Lemma 14(b)
existiert eine monoton fallende Folge (gi),c von Treppenfunktionen > 0, die punktweise
gegen f; konvergiert. Nach dem kleinen Satz von Levi geniigt es also zu zeigen, dass die
Folge ( [ o dx)kE]N beschrénkt ist. Dies ist aber klar, da

/gk+1dx2/gkdx20

14



Satz 16

Jede beschrinkte stetige Funktione f : U — R auf einer beschriankten offenen Men-
ge U C R" ist integrierbar.

Beweis:

Es geniigt dies wieder fiir f > 0 zu zeigen. Nach Lemma 14(a) existiert eine monoton
wachsende Folge (h),c von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f; konvergiert. Nach
dem kleinen Satz von Levi geniigt es wieder zu zeigen, dass die Folge ( [ hy, dx) . beschrankt
ist. Wahle hierzu einen Quader ) mit U C () und eine obere Schranke ¢ von f. Dann gilt
fir ke N hi < fr <c-1g, also

/hkd.rg/c-lex

04. November 2010

Wie berechnet man Integrale im R™?

Seien X = R, Y =R?und f: X XY — R eine Treppenfunktion. Dann ist fiir jedesy € Y
die Funktion = — f(z,y) eine Treppenfunktion. Weiterhin ist F(y f f(z,y) dx eine

Treppenfunktion, und es gilt

/f(x,y) d(z,y) Z/F(y) dy

Y

Man schreibt dies kurz als
/f%y (z,y) / /f(fﬂ;y)dx dy
X

Beweis:

Wegen Linearitét geniigt es dies zu zeigen fiir den Fall f = 1 fiir einen Quader () C X x Y.
Dann ist aber ) = P x S fiir einen Quader P C X und einen Quader S C Y. Somit ist fiir
y € Y die Funktion z — f(x,y) geich 1p fiir y € S und gleich 0 fir y € Y \ S. Somit ist
F =v(P) - 1g und daher

/ f(z,y) d(z,y) = v(Q) = v(P) - v(S) = v(P) / s dy = / F) dy

15



(zum Beweis von Lemma 17)

Sei alles wie oben. Dann gilt

/f%y (z,y) /Y/f(fﬂ;y)dy da

Notation:
Sei A C X xY. Setze dann fiir y € YV

Ay ={r e X |(z,y) € A}
und fir x € X
A, ={yeY|(z,y) € A}

(Ist etwas ungenau!)

Sei X = RP und Y = R? Weiterhin sei A C X X Y eine kompakte oder eine be-
schrinkte offene Menge und f : A — R eine beschrinkte stetige Funktion. Dann ist fiir
jedes y € Y die Funktion x — f(z,y) integrierbar (als Funktion auf A,). Weiterhin ist

F(y) = [ f(z,y) dz integrierbar, und es gilt

A/f(x,y) d(z,y) ZY/F(y) dy

Man schreibt dies kurz als
[ @ e = [| [ s a] a
A vy \4,

Beweis:

Sei zuerst A offen und beschrinkt. Es geniligt wider den Fall f > 0 zu betrachten. Sei nach
Lemma 14 (a) (hx),c, eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die punktwei-
se gegen f4 konvergiert. Fiir jedes y € Y ist also (z — hg(z,y))ren €ine monoton wachsende
Folge von Treppenfunktionen auf X, die gegen die Funktion x — f4(z,y) punktweise kon-

vergiert. Wie im Beweis von Satz 16 zeigt man die Folge Q{f hi(z,y) dx) beschrankt ist.

kEN
Nach dem kleinen Satz von Levi ist also x +— fa(z,y) integrierbar, und es gilt

F(y) = klggo hy, dz
X

16



Die Intogrierbarkcit von F' erhalten wir auch aus dem kleinen Satz von Levi wie folgt: Die

Funktion Hy(y f hi(x,y) dz sind auch Treppenfunktionen. (Hy) ist monoton wach-

kEN

send und konverglert punktweise gegen F'. Weiterhin ist die Folge ( [ Hy dy) . beschrénkt,
denn nach Lemma 17 ist

[ 1) ay = [ o) dtwy) < [ fy) dlan)
Also ist nach Levi

[Pw ay=tiw [ ) v =t [ ) aes) = [ 12y

Der Fall einer kompakten Menge A wird analog behandelt.

(zum Beweis von Satz 18)

Sei alles wie oben. Dann gilt

[ faw) dw) = [ (A fley) dy | do
A X z

Beispiele:

(1) Integration von stetigen Funktionen auf einem kompakten Quader @ C R?. Seien
I =1a,bjund J =[c,d],Q =1 x J und f:@Q — R stetig. Dann ist

[ firyeJ
Qy:{ Y

() sonst

Also gilt

Also etwa fiir f(:v,y) =x+uy:

b 72 b 2 42

f(x—l—y)dx:(?any) :b 5 —(b—a)y

und daher o E

Cjzﬁ(:v-I—y (x+y) = cf( (b—a)y) dy = %(b2—a2)(d—c)-|—%(b—a)(dz—CQ)

17



(2) Integration von stetigen Funktionen auf einen abgeschlossenen Kreis um den Nullpunkt.

Seir>0undK—{(xy)€]R2]\/x2+x2<r} Setze J = [—r,r]. Hier ist fiir
yeJ K,=[-r2—y3/r2—ylund firye R\ J K, —(Z)Also
T27y2
/fary (z,y) //frcy dy:/ /f(x,y)dfc dy =
I\ /r2oy2
r 7"2—2,’
=/ / f(z,y) dz | dy

-Tr

Fiir die Integration von stetigen Funktionen auf Quadern bzw. Kugeln im R?® muss man
dieses Verfahren zweimal anwenden.

Bemerkung:
mit dem Korollar zu Satz 18 erhélt man fiir stetiges f : [a, b] X [¢,d] — R die Vertauschungs-

regel i ; ; .
[ [tena) ar= [ | [ s ar) a

Sei A C R". A ist integrierbar, wenn 14 integrierbar ist. Ist dies der Fall, so heift v(A) :=
J 14 dz das Volumen (oder Maf) von A

Manchmal schreiben wir auch v, (A) statt v(A).

Fiir Quader stimmt diese Definition mit der Friiheren tiberein.

09. November 2010

Nach Satz 15 und Satz 16 sind kompakte und beschrénkte offene Mengen integrierbar.

Bemerkung:
Sind A, B integrierbar und A C B, so v(A) < v(B)

Beispiel:
Sei f : [a,b] — R stetig mit f > 0. Setze A = {(z,y) € R?>|a <z <bund 0 <y < f(z)}.
Dann ist A integrierbar und es gilt

b

LA o(A) = / 7)1 dy | do = /b f(z) da

a
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Mit Satz 18 erhélt man z.B. fiir kompakte Mengen A C RP x R?

Ist also etwa B C R™ kompakt, h > 0,z = B x [0, h] der Zylinder mit der Basis B und Hohe
h, so gilt:
v(Z)=h-v(B)

Bemerkung;:
Ist f: R™ — R integrierbar und A C R" integrierbar, so ist f iiber A integrierbar.

Beweis:
fa=[f-1a. Also folgt die Behauptung aus Satz 9.

Sei A C R". A ist eine Nullmenge, wenn A integrierbar ist und v(A) = 0 gilt.

Bemerkung;:
Sei A C R". Dann gilt:
A ist eine Nullmenge, genau dann, wenn ||14]]; =0

Beweis:

Ist A eine Nullmenge, so ist nach Satz 2 0 = [ 1, dz = ||14]|,. Sei umgekehrt ||14]], = 0. Set-

ze fr = 0 fiir £ € IN. Dann ist (fz), .y eine Folge der Treppenfunktion mit lim |[14 — fi||,=
k=00 N e

=0
0. Also ist A integrierbar und [ 14 da = 0.

]

Folgerung:

Ist B eine Nullmenge und A C B, so ist A eine Nullmenge, denn ||14]|, <|[15]|, = 0.

Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen im R"™ ist eine Nullmenge

Beweis:

Seien Ay Nullmengen fiir £ € N und A = |J Ag. Dann ist

k=0
11ally <D M1all, =0
k=0

O]
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Insbesondere ist also jede abzahlbare Teilmenge von R" eine Nullmenge, da jede Einermenge
eine Nullmenge ist. (Also ist R nicht abzéahlbar.)

Sei E  eine  Figenschaft ~von  Punkten im R".  Man sagt  dann,
fast alle x € R™ haben die Eigenschaft £ oder fast iiberall gilt £, wenn die Menge al-
ler Punkte, fiir die £ nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Sei f : R” — R mit [|f||; < oo. Dann sind die Werte von f fast {iberall endlich.

Beweis:
Setze A = {z € R" | f(x) = oo oder f(z) = —oo}. Fiir jedes € > 0 gilt 14 < - |f], also
11ally < ellfl,- Somit ||La]l, =0

U

(Modifikationssatz)

Seien f und g Funktionen auf R", die fast iiberall gleich sind. Weiterhin sei f inte-
grierbar. Dann ist auch auch g integrierbar, und es gilt

/gdx:/fdx

Beweis:

Sei A={z e R"| f(z) #g(z)} und h = c0-14. Fiir k € N sei hy, = 14. Dannist h = > hy,
k=0

also

1Al < D |kl =0
k=0

Wiihle eine Folge von Treppenfunktionen (fi), o, mit klim | f— fxll, = 0.
—00

Wegen |g — ful < | — fil +h gt dann |lg — filly < 17 = felly + [Ally = 1 — fell,- Also st
auch klim llg — frll; = 0, woraus die Behauptung folgt.
—00

U

Sei f : R® — R. Dann ist ||f||;, = 0 genau dann, wenn f fast iiberall gleich 0 ist.

20



Beweis:
Ist f fast iiberall 0, so ist nach Satz 21 f integrierbar und es gilt

1= [irar= [odar=o

Sei umgekehrt || f||; = 0. Setze A = {x € R" | f(z) # 0}. Dann ist A = Ej Ay, mit
k=1

ae={oew )2 1}

Also ist jedes Ay eine Nullmenge, denn wegen 14, < k- |f] folgt |[14,]|, < k- ||f]l, = 0.
Somit ist nach Satz 19 A eine Nullmenge.
O

Sei f : R" — R integrierbar mit f > 0 und [ f dz = 0. Dann ist f fast {iberall 0.

Beweis:

||f||1:ff dz

Satz 23

Sei A C R" eine Nullmenge. Dann gibt es fiir alle ¢ > 0 eine integrierbare offene
Menge U mit A C U und v(U) < e.

Beweis:

Sei € > 0. Wegen ||2 - 14]|; = 0 gibt es eine Hiillreihe ¢ = ) ¢;1¢, von 2- 14 mit
k=0

I(p) = chU<Qk) <é&.

Fiir m € N setze f,, = Y ¢ - 1g,. Dann ist f,, eine Treppenfunktion. Die Folge (fn),,cn
k=0

ist monoton wachsend unZI die Folge ( [ fim dx)m o 18t beschrankt, denn

/fm dx:ch'v(Qk)<8

k=0

Wegen ¢(x) = lim f,,(z) ist also nach Levi ¢ integrierbar und es gilt:
m—0o0

/gpdx: lim [ f, de=1(p)

m—r0o0
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11. November 2010

Setze nun U = {x € R" | ¢(x) > 1}. Da ¢ eine Hiillreihe von 2- 14 ist, ist A C U. Weiterhin
ist U offen, denn sei a € U, dann existiert m € IN mit f,,(a) > 1. Sei V' der Durchschnitt
der endlich vielen @; mit ¢ < m und a € Q;. Dann ist V offen und fiir alle z € V ist
fm(x) > fm(a) > 1. Also ist nach Definition V' C U und natiirlich a € V.

Schlieflich zeigen wir noch, dass U integrierbar ist mit v(U) < e.Nach Lemma 14 (a) gibt
es eine monoton wachsende Folge (gx)reny von Treppenfunktionen, die punktweise gegen 1y

konvergiert. Die Folge (f Gk da:) rep 1St beschrankt, denn g, < 1, < ¢, also

/gkdxﬁ/godx<5.

Also ist nach Levi 1, integrierbar, und es gilt v(U) = [ 1y dz = klim Jogpdz < [pdr<e.
—00 D

Wir benétigen noch die folgende Verstarkung von Lemma 13 (a):

Jede offene Menge U C R”™ ist Vereinigung von abziéhlbar vielen kompakten Wiirfeln
Qo, Q1,Qs, ..., die hochstens Randpunkte gemeinsam haben.

f—L$

Hy72 SHE>

Beweis:

Fiir k& € IN sei 9, die Menge aller Quader der Form ) = I X - -+ x [, mit I; = [

m; m; + 1}
2k ok

fir gewisse m; € Z.

2N ist abzdahlbar. Weiterhin gilt fiir @ € 9, und P € 9MM; mit k < 4, dass sich () und P nur
an Randpunkten schneiden oder P C (). Wir schopfen nun U rekursiv mit diesen Quadern

aus. Sei also MG = {Q € My | Q@ C U}. Fir k > 0 sei M; die Menge aller Q € 9y, mit
k-1

Q C U, die in keinem P € |J 9} enthalten sind.
i=0

Setze M* = |J M.
k=0

Dann ist 9" abzéhlbar. Sei also MM* = {Q; | j € N} (0.E. sei U # 0).

Nach Konstruktion geniigt es zu zeigen, dass U = |J Q;.
§=0
Offenbar gilt ,, O
Sei umgekehrt a € U. Wegen U offen existiert dann ein £ € N und Q € 9, mit a € Q C U.

k-1
Nach Konstruktion ist dann @) € Mj oder es existiert P € (J 9 mit Q C P. In beiden
=0

Fillen ist a € |J Q;. O
j=0
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Wir erhalten nun folgende schone Charakterisierung der Nullmengen.

Eine Menge A C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn es fiir alle ¢ > 0 eine
Folge (Qk);cy von Quadern mit A C |J Qr und ) v(Qx) < € gibt.
k=0 k=0

Beweis:
Sei A eine Nullmenge und € > 0. Nach Satz 23 existiert dann eine integrierbare offene Menge

U mit A C U und v(U) < e. Wihle hierzu (Q), oy mit U = |J Qr wie in Lemma 24.
k=0

Da die Q) nur Randpunkte gemeinsam haben gilt dann fiir m €N

ZU(Qk) =v (U Qk) <o(U)

Also > v(Qr) <v(U) < e.
k=0
Sei umgekehrt die rechte Seite erfiillt.

Fiir e > 0 wihle (Q),cy Wie dort. Dann gilt 14 < > 1, und daher
k=0

o0

1Lall; €Y el =) 0(@i) <.
k=0

k=0

Mit e — 0 folgt ||14]|, = 0, d.h. A ist Nullmenge.

Wir zeigen noch folgende Verstarkung von Satz 15:

Sei K C R™ kompakt und f: K — R beschrinkt.
Ist dann A = {x € K | f ist nicht stetig in 2} eine Nullmenge, so ist f integrierbar.

Beweis:
Sei ¢ eine obere Schranke fiir |f|. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes € > 0 eine Treppen-
funktion ¢ gibt mit || fx — ¢||; < €. Wéhle nach Satz 24 eine offene Menge U mit A C U und

cu(lU) < g Dann ist K\ U kompakt. Also ist nach Satz 15 f tiber K \ U integrierbar. Somit

existiert eine Treppenfunktion ¢ mit HfK\U - g‘ |1 < % Weiterhin ist || fy|], < c-v(U) < g
Somit

fx = glly < ||fxw —ng + [l full; <e
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§17 Konvergenzsatze, Satz von Fubini

|| ||, ist nur eine Halbnorm. Dennoch kénnen wir hiermit eine Konvergenztheorie aufbauen.

Sei (fx)ren eine Folge von Funktionen von R™ nach R.
Die Folge (fi),ep ist L'-konvergent gegen f und f heift dann ein L'-Grenzwert von ( f;,)
wenn klim I f— fxll, = 0.

— 00

kEIN?

Da || ||; nur eine Halbnorm ist, ist ein L'-Grenzwert von (fi), . nicht eindeutig bestimmt.
Wie {iblich zeigt man nur: Sind f,g L'-Grenzwerte von (fi),cp 50 ist |[f —g[|; = 0, d.h.
nach Satz 22 aus §16 ist f fast iiberall gleich g.

Eine Folge ( fi),cn von Funktionen von R™ nach R ist eine L'-Cauchyfolge, wenn es zu jedem
e > 0einm € N gibt mit ||fy — fi||; < ¢ fiir alle k > m.

Wie {iiblich zeigt man:

(1) Jede L'-konvergente Folge ist eine L'-Cauchyfolge

(2) Ist (fi)yep eine L'-Cauchyfolge, so existiert fiir alle e > 0 einm € N mit ||f; — fil|, <e
fiir alle 5,k > m.

16. November 2010

(Riesz-Fischer)

Jede L'-Cauchyfolge (fi),cy integrierbarer Funktionen von R™ nach R besitzt einen
L'-Grenzwert f.
Fiir jedes solche f gilt:

(1) f ist integrierbar mit [ f dz = klirn [ fr dz
s—00

(2) Eine Teilfolge von (f) konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.

kEN

Beweis:

< l fur alle k > k;. Fir

Wir definieren rekursiv Indizes kg < k1 < ko < ... mit || fx — fill;

1
i € N setze g; = fr,+1— fr, und hiermit g = Z |gi|. Es gilt dann ||g||, < Z lgll, <2 5 = 2.
i=0 4

Somit existiert eine Nullmenge A mit g(z ) endhch fir alle x € R\ A (0 E. sei auch fr(x)
endlich fiir alle z € R™\ A, denn wegen f; integrierbar existiert eine Nullmenge Ay mit fi(z)
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o0

endlich fiir z € R™\ Ax und AUJ Ay auch Nullmenge) Also konvergiert die Reihe > g; fast
K i=0
iiberall absolut. Definiere nun f durch

Jro () + i g, (2)®) firz € R*\ A
) =

0 firxe A

Also ist f(z) endlich fiir alle z € R™. Wir zeigen alle Eigenschaften fiir dieses f. Dies gentigt.
Firz € R"\Aist f(x) = lim fg, (z). Also gilt (2). Weiterhin ist f integrierbar, denn seie > 0.
71— 00

o0
Waihle ein m mit ) ||g;||; < e und ||fi — fi,.|l; < e fiir K > m. Sei h eine Treppenfunktion
i=m

mit || f,, —hll; < e Dannist [|f — hlly < f = fenlly + [ fen = bl < ]| 22 91| +e <2
i=m 1
Aukerdem ist fiir k >k, || f — felly < |Nf = fanlly + | frm — frlly < 2e.
Also ist f ein L'-Grenzwert von (fi)ycp-
Schlieflich folgt (1) wegen
[rar- [foa < [1r-aar=1r- s,
0

n

(%): fro(2) + i g, (1) = fro(z) + i Jrioi (@) — fr,(z) Teleskopsumme fiir ) statt i
i=0 i=0 i=0

1=0

Jede integrierbare Funktion f auf R™ ist L'-Grenzwert einer Folge (g)
penfunktionen mit den Eigenschaften

peyy von Trep-

(1) > gr+1 — grll; < o0
k=0

(2) (gr)pey konvergiert fast iiberall punktweise gegen f.

Beweis:
Sei (fi),ep eine Folge von Treppenfunktionen mit klim I|f — fxll; = 0. Diese besitzt nach
—00
obigem Beweis eine Teilfolge (gx),cpy die die Eigenschaft (1) hat und fast {iberall punktweise
gegen einen L'-Grenzwert f* konvergiert. Dann sind aber f und f* fast iiberall gleich, also
gilt auch (2).
O
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Satz 2 (Levi)

Sei (fr)pen €ine monoton wachsende oder fallende Folge von integrierbaren Funktio-
nen auf R". Weiterhin sei ( f fr dx) - beschrankt. Definiere f : R"™ — R durch
flz) = klim fr(x). Dann ist f integrierbar und es gilt

—00

Beweis:

Sei ohne Einschréankung die Folge monoton wachsend. Dann ist auch die Folge der Integrale
( [ fi dx) pep mOnOtON wachsend und nach Voraussetzung beschrinkt. Also ist sie konver-
gent.

Wir zeigen zuerst, dass (fi),cy €ine L'-Cauchyfolge ist. Sei hierzu ¢ > 0. Dann gibt es
m € N mit [ fi dv — [ f,, do < e fir alle K > m. Dann gilt fiir £ > m wegen Monotonie
fe = fmlli = [ |fe = ful dz = [ fx dz — [ fo, do < e. Nach Satz 1 besitzt (f;),cp einen
integrierbaren L'-Grenzwert g. Weiterhin konvergiert eine Teilfolge von (f3) rep fast tiberall
punktweise gegen g. Also ist f fast iiberall gleich g. Somit ist nach dem Modifikationssatz
auch f integrierbar und es gilt nach Satz 1 [ f do = [ ¢ dz = khﬁrglo [ fi dz.

0

Sei f eine Funktion auf A C R"™ und A = |J Ax mit Ay C Agiq. Sei f iber A

k=0

integrierbar fiir jedes & € IN, und die Folge ( I 1/l d:c) sei beschrankt. Dann ist f
A

. . . kEN
integrierbar und es gilt

/ fdr=lim | fdx
k—o0

A Ay

Beweis:
Wegen der Zerlegung f = f* — f~ geniigt es dies fiir f > 0 zu zeigen. Dann ist aber (fi),cn
eine monoton wachsende Folge, die punktweise gegen f4 konvergiert.

0
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18. November 2010

Satz 3 L
(Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz)

Sei (fr)pey eine Folge integrierbarer Funktionen auf R", die fast iiberall punktweise
gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare Funktion g mit |fx| < ¢ fiir
alle £ € IN. Dann ist f integrierbar, und es gilt

/ fdr=lim | fi dx
k—00

Beweis:
Nach dem Modifikationssatz kénnen wir o.E. annehmen, dass (fi),c, iberall punktweise
gegen f konvergiert. Definiere nun fiir k € N g : R™ — R durch

ge(x) = sup{fi(r) | i > k}.

Fir j € N setze gi; = max(fi, fi+1,.-., fvrj. Dann ist die Folge (gj j)jen monoton wach-
send, die g;; sind integrierbar, und die Folge ( | 9. dx)jEIN ist durch [ ¢ da nach oben
beschréankt. Da (gi j)jen punktweise gegen g konvergiert, ist also nach Levi g integrierbar,
und es gilt [ g do = jhi?ofg’“j dz < [ g dz.

Weil aber auch —gj, ; < g gilt, folgt |fgk dx} < [ g dz. Nach Definition ist nun aber (9k) pen

monoton fallend und konvergiert punktweise gegen f. Somit ist nach Levi f integrierbar,

und es gilt [ f dz = klim [ g dz. Definiere nun (hy), ., durch hy(z) = inf{f;(z) | i > k}.
—00

Dann erhélt man vollig analog [ fdx= klim [ by, da.
—00

keEN

Wegen hy, < fi. < gp erhélt man also auch
/fdx: lim/fkdx
k—o0 D

Bemerkung;:
Satz 3 gilt natiirlich entsprechend fiir Integrierbarkeit iiber eine Teilmenge von R".

Wir untersuchen nun parameterabhéngige Integrale auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Seien ACR",BCR",b€ Bund f: Ax B — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir jedes « € A ist die Funkion y — f(z,y) stetig in b
(2) Fiir jedes y € B ist die Funktion = — f(x,y) integrierbar

(3) Es gibt eine integrierbare Funktion h : A — R mit |f(z,y)| < h(z) fur alle (z,y) €
AxB

Dann ist die durch g(y) = [ f(z,y) dz definierte Funktion ¢ : B — R in b stetig.
A
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Beweis:
Sie (bk)ep
Fiir £ € N definiere f;, : A —> R durch fi(z) = f(x,b;) und sei f*: A — R definiert durch
f*(z) = f(z,b). Wegen (1) konvergiert (fi),cy Punktweise gegen f*(z). Wegen (2) und (3)
folgt aber aus Satz 3

Folge aus B mit hm b = D.

lim g(by) = hm/fkdaz—/f dz = g(b)
k—o0

Sei ACR", U CR"offen und f: A x U — R mit folgenden Eigenschaften

(1) Fiir jedes = € A ist die Funktion y — f(x,y) stetig differenzierbar

(2) Fiir jedes y € U ist die Funktion = — f(x,y) integrierbar

(3) Es gibt eine integrierbare Funktion h : A — R mit
AxUundallel <i<m

g?i (a:,y)' < h(x) fir alle (z,y) €

Dann ist die durch g(y f f(z,y) do definierte Funktion ¢ : U — R stetig differenzierbar.

0
Weiterhin ist fiir jedes y € U und 1 < ¢ < m die Funktion z 3f (z,y) integrierbar, und
Yi

) 0
s gilt () 540 = [ 5

x,y) dz

Beweis:

Sei b € U. Wir wahlen ein € > 0 so, dass alle y € R™ mit ||y — b|| < e in U liegen.

Sei (hi) e €ine Nullfolge in R mit 0 < |hg| < e.

Sei 1 <7 < m und setze by = b+ hy - e;, wobei ¢; der i-te Einheitsvektor in R ist.
hu, '

Definiere eine Funktion g; : A — R durch gi(z) =
Die g; sind integrierbar, und fiir jedes = € A gilt

lim gy(x) = (:1:, b).

k—o0

Weiterhin ist nach dem Mittelwertsatz wegen ( ) | k| < h.

(x b) integrierbar, und es gilt

. of
klg& gr dx = /8—%(x,b) dz
A A

Aber f gr dxr = M Somit existiert die i-te partielle Ableitung von ¢ in b, und es
k

gilt (% ) Wegen (x) folgt dann aus Satz 4, dass die i-te partielle Ableitung stetig ist. Also ist

g stetig differenzierbar.
O
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Sei f eine Funktion auf R". f ist lokal-integrierbar, wenn es tiber jeder kompakten Teilmenge
von R" integrierbar ist.

Beispiel:
Jede stetige Funktion ist lokal-integrierbar.

Bemerkung:
Ist f lokal-integrierbare Funktion auf R"™, so ist f iiber jeder beschrdnkten integrierbaren
Teilmenge von R" integrierbar.

Bemerkung:
Sei f eine Funktion auf R™. Dann sind dquivalent:

(1) f ist lokal-integrierbar
(2) Fir alle r > 0 ist f iiber U,(0) integrierbar

(3) Fiir alle x € R™ existiert Umgebung U von z mit f ist iber U integrierbar.

Beweis:

(1) — (2): folgt aus obiger Bemerkung

(2) — (3): trivial

(3) — (1):

Sei K C R"™ kompakt. Fiir alle x € K wihle offene Umgebung U(x) von x mit f iiber U(x)

integrierbar. Dann ist U = {U(z) | = € K } ist offene Uberdeckung von K. Dann existieren

endlich viele x4, ..., 2, € K mit K C U U(z;). Aber f ist iiber U U(z;) integrierbar, und
i=1

also uber K.
OJ

23. November 2010

Aus dem Korollar zum Satz von Levi erhalt man sofort:

Bemerkung;:
Sei f eine Funktion auf R". Dann ist f genau dann integrierbar, wenn f lokal-integrierbar
ist und || f||; < o0

Eine leichte Verstarkung von Satz 9 aus §16 liefert

Seien f eine integrierbare Funktion auf R™ und ¢ eine beschrinkte lokal-integrierbare
Funktion auf R"”. Dann ist fg integrierbar.
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Beweis:
Sei ¢ € R mit |g| < ¢. Nach Satz 9 aus §16 ist f - ¢ lokal-integrierbar, und es gilt

1 - glly < e-[lf]ly < o0

Sei A C R"™.

A ist messbar, wenn 1,4 lokal-integrierbar ist.
Ist dies der Fall, so setze v(A) = |[14]];
(Volumen (Maf) von A)

Dies stimmt fiir integrierbare Mengen mit der fritheren Definition {iberein.
Aus Satz 6 folgt:

Bemerkung;:
Sei f integrierbare Funktion und A C R™ messbar. Dann ist f iiber A integrierbar.

Satz 7

(a) Die messbaren Teilmengen von R™ bilden eine o-Algebra, d.h. es gilt

(i) R™ ist messbar
(ii) Ist A C R™ messbar, so auch R" \ A.

(i)  Ist (Ag),n €ine Folge von messbaren Mengen, so ist | J Ag messbar.

k=0

kEIN

(b) v(0) =

0
(c) Sei (Ag),ep eine Folge von paarweise disjunkten messbaren Teilmengen von R". Dann

1stv(U ) > o4

,0(R™) = oo und v(A) > 0 fiir alle messbaren A

Beweis:

zu (a) (i) ist trivial

zu (ii) klar, da 1gma =1—14

zu (iii) Fur m € N setze B,, = |J Ay und setze A = |J Aj. Durch Induktion folgt,
k=0 k=0

dass jedes B,, messbar ist. Also folgt aus Korollar zu Satz von Levi, dass A = |J By,

. m=0
messbar ist.
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zu (b) ist trivial

zu (c) Setze wieder B, = |J A und sei A = J Ai. Da die Ay paarweise disjunkt sind,
k=0 k=0
ist v(Bn) = > v(Ag). Ist By, nicht integrierbar, so auch A und die Behauptung ist
k=0
trivial. Ist die Folge (v(B,))men nicht beschrénkt, so ist v(A) = oo, also klar. Sei also

(v(Bm))men beschréankt. Wegen A = |J B,, ist aber dann nach Korollar zu Levi A

k=0
integrierbar und v( fl dz = lim f 1 de = hm v(By,) = Z v(Ayg).
U
Bemerkung:
Ist (Ag),c eine Folge von messbaren Teilmengen von R", so ist auch (| Ay messbar, denn

k=0

ﬂAk R" \UIR \ Ag)

Wir wollen nun den vollen Satz von Fubini beweisen.
Hierzu bendtigen wir das folgende Lemma:

Lemma &

Sei X = RP,Y = R?und A C X x Y eine Nullmenge. Dann gibt es eine Nullmenge
B CY derart, dass fir alley € Y \ B

Ay={re X | (z,y) € A}
eine Nullmenge ist.
Beweis:
Definiere f : Y — R durch f(y) = HlAyHr Es geniigt zu zeigen, dass ||f||; = 0. Dann ist

nach Satz 23 aus §16 f fast tiberall gleich 0, d.h. fast iiberall ist A, eine Nullmenge. Sei also
e > 0. Wegen A Nullmenge gibt es nach Satz 25 aus §16 eine Folge (Qk),c von Quadern in

XxYmit AC |J Qrund > v(Qr) <e. Fir k € IN existieren Quader P, C X und S, C Y
k=0 k=0

mit Qp = P, X Si. Es ist v(Qr) = v(Fy) - v(Sk). Wegen 14, < >~ 1p, 15, (y) erhalten wir
k=0

(y):HlAyH1§Z||1PkH1'1Sk ZU 1Sk
k=0 k=0

und daher
11 < (Do v@) - 1s, || <D o(Pe) - sl =D v(Pe) - v(Sk) =Y v(@Qr) <&
k=0 1 k=0 k=0 k=0

Da € > 0 beliebig war, folgt || f||, =0
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Satz 9 (Fubini)

Seien X =R”, Y = R?und f: X xY — R integrierbar. Dann gilt

(a) Es existiert eine Nullmenge B C Y derart, dass fiir alle y € Y \ B die Funktion
x +— f(z,y) integrierbar ist

[ f(z,y) dz fallsy €Y \ B

(b) Definiert man die Funktion F': Y — R durch F(y) = { 0 falls y € B

so ist F' integrierbar und es gilt

[ ) de = [P dy
Wir schreiben hierfir kurz

s~ ([ 105

Weiterhin gilt auch mit der analogen Interpretation

frensten = ([ )

Beweis:

25. November 2010
Nach dem Korollar zu Satz 1 wihle eine Folge (gx),c, von Treppenfunktionen mit
lim [[f = gxl[; = 0 und
k—o0
(1) 22 Nge+1 — gully < o0
k=0
(2) (9r)pey konvergiert auferhalb einer Nullmenge A € X x Y punktweise gegen f.

Fir y € Y seien gi,(2) = gr(z,v), fy(x) = f(z,y). Die gi, sind natiirlich Treppenfunktio-
nen. Lemma 8 angewandt auf A liefert die Existenz einer Nullmenge C' C Y mit

(3) Fir y € Y\ C konvergiert (g, )yen fast iiberall punktweise gegen f,.

Definiere nun Hy, : Y — R durch Hy(y) = [ |gr+1 — gry| dz. Nach dem Satz von Fubini fiir
Treppenfunktionen gilt:

Q/m@wmszﬂr@MMaw:mmr@ml

und daher nach (1):

fHk dy<OO
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Die Folge der Partialsummen der Reihe Y  Hj; wéchst monoton, und die Integrale der Par-
k=0

tialsummen sind nach (4) beschrankt. Also ist nach Levi ) Hj, integrierbar. Somit ist nach
k=0

Satz 21 aus §16:

(5) kE gkt1y — Gryll, <00 VyeY\D
=0

Setze nun B = C'UD. Also ist B eine Nullmenge. Sei y € Y\ B. Wegen (5) ist dann (g, )yen
eine L'-Cauchyfolge. Nach Satz 1 konvergiert eine Teilfolge hiervon punktweise gegen eine
integrierbare Funktion fr. Wegen (3) ist aber dann f; fast iiberall gleich f,. Also ist auch
f, integrierbar. Damit ist (a) gezeigt.

Wegen Satz 1 gilt aufserdem

(6) Fly) = [ f(w,y) dz = lim [ gy(z,y) dz firy € Y\ B

Definiere nun Gy : Y — R durch Gi(y) = [ gi(z,y) dz. Die G} sind Trepenfunktionen.
Wegen (6) gilt

(7) (Gi)pey konvergiert auf y \ B punktweise gegen F.

Wegen (4) und |Gyi1(y) — Gr(y)| < Hi(y) gilt
(8) k;)HGkH — Gill; <00

Somit ist (Gy) ey €ine L'-Cauchyfolge von Treppenfunktionen. Nach Satz 1 konvergiert also
eine Teilfolge fast iiberall gegen eine integrierbare Funktion F™.

Wegen (7) ist dann F' = F* fast tiberall und daher ist auch F' integrierbar. Weiterhin ist
nach Satz 1

/ F(y) dy = Jim Gr(y) dy

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen ist aber [ Gi(y) dy = [ Gi(z,y) d(z,y).
Wegen klim ||f — gk||; = 0 ist nach Definition
— 00

lim | gi(z,y) d(a:,y)—/f(m,y) d(z,y)

k—o0

Damit ist (b) gezeigt.
Der Zusatz ergibt sich aus dem Beweis.
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Um Fubini anwenden zu konnen, muss man wissen, dass f integrierbar ist. Ein Kriterium
hierfiir ist:

(Tonelli)

Seien X = RP,Y = R?udn f: X XY — R eine lokal-integrierbare Funktion.
Es existiere eines der Integrale

/(/|f(x,y)| dx) dy  oder /(/|f(:(:,y)| dy) de

Dann ist f integrierbar.

Beweis:
Es geniigt zu zeigen, dass | f| integrierbar ist, denn dann ist || f[|, < oo.
Es existiere etwa das erste Integral. Fiir £ € N sei Qr = [—k,k[P™ und setze f, =

min(|f|, k- 1g,. Dann ist f integrierbar.
Die Folge (fi),cy konvergiert punktweise monoton wachsend gegen |f| und die Folge
( [ fi dx) - ist beschrinkt, denn nach Fubini angewandt auf f; erhalt man

[senaea = [ ([atena) a< [([inenia) o

Nach Levi ist also |f| integrierbar.

Sei f: R"™ — R lokal-integrierbar. Setze A = {x | f(x) > 0} und B = {x | f(x) > 0}. Dann
sind A und B messbar.

Beweis:

Setze g = max(f,0). Dann ist g lokal-integrierbar. Fiir k& € IN setze hjy, = min(kg, 1). Dann
konvergiert die Folge (), Punktweise monoton wachsend gegen 14. Also ist nach Levi A
messbar. Damit ist aber auch die Menge {z | —f(z) > 0} messbar, und soimt auch B als

deren Komplement.
O

30. November 2010

Seien f : R» — R und g : R? — R integrierbar. Definiere f ® ¢ : R x R? — R
durch
(f @ 9)(z,y) = f(x)g(y) fir (z,y) € R x R

Dann ist f ® g integrierbar, und es gilt

[rxgawn = [ras [ga

Beweis: siehe Ubungen
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Satz 13

Sei f:R" = R, f>0.Setze G ={(x1,...,%n, Tns1) | 0 < @py1 < flag,...,2,)} € R
Dann gilt:
f ist integriebrar genau dann, wenn G integrierbar ist. Ist dies der Fall, so ist [ f dz = v(G)

Beweis:
Sei zuerst GG integrierbar. Dann gilt nach dem Satz von Fubini

Also ist f integrierbar, und es gilt der Zusatz.

Sei nun umgekehrt f integrierbar. Definiere g : R*™* — R durch

g1, Ty Tpg1) = T (f(xy, o xn) — Tpg1) = T f(xg, 0 x) — xiﬂ
Nach Satz 12 ist ¢ lokal-integrierbar. Nun ist aber G = {x | g(z) > 0}. Also ist nach Satz 11
GG messbar. Weiterhin existiert nach (%) das Integral auf der rechten Seite. Also ist G nach
Tonelli integrierbar.

OJ

Sei f:R"™ — R. Setze

G+ — {(fﬁl, coey Ty g ’ 0 S Tn+1 S f(l'l, C 7[En)}
G_ e {(ZL’l, e ,xnyxn_i'_l) | f(x17 e ,In) S _:'Un—}—l S O}
Dann gilt:
f ist integrierbar genau dann, wenn G*, G~ integrierbar sind. Ist dies der Fall, so ist
/f de = v(GT) —v(G)

Beweis:

Betrachte die Zerlegung f = f* — f~
O
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§18 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist eine mehrdimensionale Version der Substitutionsregel. Hierzu
folgende Vorbetrachtung:

Seien I = [a,b] und J = [«, 8] kompakte Intervalle und ¢ : I — J eine bijektive stetig
differenzierbare Funktiion. Weiterhin sei f : J — R stetig. Nach Substitutionsregel ist dann

b w(b)
/}wm» /f
a p(a)

Wegen ¢ bijektiv und stetig ist ¢ streng monoton wachsend oder fallend. Im ersten Fall gilt
insbesondere p(a) = a und ¢(b) = 3, im zweiten Fall ¢(a) = 8 und ¢(b) = o. Weiterhin ist
im ersten Fall ¢/ > 0 und im Zweiten Fall ¢/ < 0. Somit liefert in beiden Féllen die obige

Gleichung
/f (t)] dt = /f

Fiir die Verallgemeinerung ist ¢/(¢) zu lesen als det /()

Wir benétigen noch eine Definition

Definition

Seien U,V C R"” und ¢ : U — V. Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus, wenn gilt:

(i) ¢ ist bijektiv
(ii) U,V sind offen

(iii) ¢ und ¢’ sind stetig differenzierbar

Bemerkung;:

In Analysis IT haben wir gezeigt:

Sei U C R" offen und ¢ : U — R" injektive stetig differenzierbare Funktion mit ¢'(z) inver-
tierbar (d.h. det ¢/(z) # 0) fiir alle x € U. Setze V' = [U]. Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus.

Unser Ziel ist der folgende Transformationssatz:

Sei U,V C R" und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Weiterhin sei f : V' — R integrierbar.
Dann ist die Funktion (f o ¢) - [det ¢/| iiber U integrierbar und es gilt

/f ) - [det ' ( <u—/f
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Fiir den Beweis benétigen wir einige Vorbereitungen von denen manche ein Spezialfall des
Transformationssatzes sind.
Fiir eine Funktion f : R® — R und ein a € R" definiere die zu a translatierte Funktion
T.f : R" — R durch

(raf)(z) = f(z —a)

(Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals)

Sei f:R"™ — R integrierbar und @ € R"™. Dann ist 7, f integrierbar, und es gilt

/f(a:—a)dx:/fdx

Beweis:
Fiir jeden Quader @ C R™ ist nach Definition v(a + Q) = v(Q). Wegen Linearitét ist die
Behauptung fiir Treppenfunktionen richtig. Weiterhin folgt, dass fiir g : R — R

l|7agll; = |lg]l;- Denn eine Reihe ) ¢xlg, ist genau dann eine Hiillreihe von g, wenn
k=0
> cklatq, eine Hiillreihe von 7,g ist. Sei also nun (f),c, eine Folge von Treppenfunktio-

k=0
nen mit klim |f — fx||;- Dann ist auch 7, fyeine Treppenfunktion und es gilt ||7, fi — 7o f||; =
—00

7a(f = fi)lly = [|f — fill,- Also ist 7, f integrierbar und es gilt

/f(x—a) dx:l}LIEo/fk(x—a) dx:’}ggo/fk(x) dx:/fdx

Bemerkung:
Fiir eine messbare Menge B C R"™ und a € R" ist also a + B messbar und v(a + B) = v(B)

Lemma 2 02. Dezember 2010

Sei A € R" eine Nullmenge und f : A — R" lipschitzstetig, d.h. es existiert ein
LeR*mit ||f(x)— f(y)|| < L-|jlx—y|| Vz,y€ A Dann ist auch f[A] eine Nullmenge.

Beweis:
Nach Norméquivalenzsatz existiert auch ¢ € R* mit || f(z) — f(y)||, < ellz —yll, Yo,y €
A. Sei e > 0. Nach (Beweis von) Satz 24 aus §16 gibt es eine Folge (Q4), von Wiirfeln mit

AC U Qrund > v(Qg) < e. Fiir jedes k € N existiert dann ein Wiirfel Wy, mit f[Qx] C Uy
k=0 k=0
und v(Wy) < (2¢)™-v(Qy). Also f[A] € | Wi und > v(Wy) < (2¢)™ - . Somit ist f[A] eine

k=0 k=0
Nullmenge.

U
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Schrankensatz: || f(x) — f(y)|| < sup{[[/(2)[] | Z € [z, 4]} - |l= —yl|

Seien U C R"™ offen und f : U — R" stetig differenzierbar. Ist dann A C U eine
Nullmenge, so ist auch f[A] eine Nullmenge.

Beweis:

Wiéhle wieder eine Folge (Q),cy von kompakten Quadern mit U = [J Q. Nach dem
kEN
Schrankensatz ist dann fiir jedes £ € IN die Einschrénkung von f auf @) lipschitz-stetig.

= g

Somit ist anch Lemma 2 f[A N Qi eine Nullmenge. Somit ist auch f[A] = J U [A N Q]
A kEN

eine Nullmenge.

U

Lemma 3

Sei A C R" ein Untervektorraum mit dim(A) < n. Dann ist A eine Nullmenge.

Beweis:
Setze B = {(z1,...,2,) € R" | 2, = 0}. B ist eine Nullmenge, denn B ist Vereinigung von
abzéhlbar vielen ausgearteten Quadern.

n—1
Sei A erzeugt von uy,...,u, 1. Definiere f : B — R" durch f(xy,...,2,.1,0) = > x; - uy,
k=1

f ist lipschitz-stetig. Also ist nach Lemma 2 A = f[B] eine Nullmenge.
O

Seien wuy,...,u, Vektoren im R". Setze P(uy,...,u,) = {Z At |0 < Ay A, < 1}.
=1

P(uy,...,u,) ist das von uy, ..., u, aufgespannte Parallelotop.
P(uy,...,u,) ist also das Bild des Einheitswiirfels [0, 1]" unter der linearen Abbildung A =
(Ugy ...y Up).

Somit ist auch der folgende Satz im wesentlichen ein Spezialfall des Transformationssatzes.

Fir alle uy, ..., u, € R" gilt v(P(uq,...,u,)) = |det(u, ..., uy,)|

Beweis:
Nach linearer Algebra ist die Funktion D = |det|eindeutig bestimmt duch die fiinf Eigen-
schaften:

(D1) D(uy, ..., gy uy) = [N D(uq, ... up)
(D2) D(uy + ug,ug, ..., u,) = D(uy, ..., uy,) firn > 2

(D3) D(ey,...,e,) =1

38



(D4) D(ur, .oty eoy gy ey ty) = D(ug, ooty ooty yuy) flir 1 << j <n

(D5) D(uy, ..., u,) =0 falls uy, ..., u, linear abhéngig.

Also geniigt es zu zeigen, dass die Funktion (uq,...,u,) — v(P(uy,...,u,)) diese Eigen-
schaften besitzt.

(D3) ist klar, da P(ey,...,e,) = [0,1]"
(D4) ist klar, da P(uy, ..., Wi ... U, .o ty) = Pur, ..o 0y, o Uy, Uy
(D5) gilt nach Lemma 3

zu (D1):

Setze Py = P(uy,...,\u;, ..., u,). Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir A = k& € IN durch
Induktion.

Fir k£ = 0 ist dies klar.

Nun ist Py = Pp U (ku; + P;) und der Durchschnitt der letzten beiden Mengen ist nach
Lemma 3 eine Nullmenge. Wegen Satz 1 folgt also

U(Per1) = v(Pe) +o(P1) = (k+ 1v(p)

Somit gilt aber die Behauptung auch fiir A € Q" denn ist \ = P mit p,q € N, so
q

v(P,y) = pv(Pr) und v(P,y) = qu(Py).

Sei nun A € R*. Sei e > 0 und wihle r,s € Q" mit r < A < sund s —r <

P. C P, C P, und somit

€

v(P)

. Dann gilt

r-v(P) <wv(P.) <v(P\) <v(Ps) = sv(P)

also auch |v(Py) — A (P)| < (s —r)v(P) < ¢
Mit € — 0 folgt die Behauptung.
Sei schliefslich A < 0. Wegen Py = Au;+P_y erhélt man mit Satz 1 v(Py) = v(P-y) = |A]-¢(P)

zu (D2):

SetzeAgz{ )\kuk|0§)\1,...,)\k§1und)\2§)\1}
k=1

undAlz{Zx\kuk\OS)\l,...,)\kglund/\lg)\Q}
k=1

Dann gilt P(uq,...,u,) = Ag U A

P(uy +ug,ug, ..., up) = (ug + Ag) U Ay

Da Ag N Ay und (ug + Ag) N Ay nach Lemma 3 Nullmenge sind, folgt also nach Satz 1 die

Behauptung.
O

Sei A: R"™ — R" eine lineare Abbildung. Dann ist fiir jeden Quader ¢ C R"

v(A[Q]) = |det A - v(Q)
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Beweis:
Sei A = (uq,...,uy), also upy = Aey. Weiterhin sei Q C R"™ ein Quader. o.E. sei @) ab-
geschlossen. Auferdem konnen wir o.E. annehmen, dass @ = [0,A\] x -+ x [0, \,] mit
M,..., A, € RT, denn sonst bringe @@ durch Translation in diese Form und beachte,
dass Alz + Q] = Ax + A[Q]. Dann gilt aber A[Q] = P(M\uq, ..., \u,) also v(A[Q]) =
|det(A g, .., A | = |det(ug, .. ug)| - Ap-eee An = |det(A)|v(Q).

U

07. Dezember 2010

Lemma 5

Sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus und sei W C U ein kompakter Wiirfel. Setze
¢ = max{|det ¢'(x)| | x € W}. Dann gilt

v(p[W]) <c-ov(W)

Beweis:

Seien U,V C R™. ¢[W] ist kompakt, also integrierbar. Ist v[/W] = 0, so folgt die Behauptung
aus dem Korollar zu Lemma 2. Sei also v(W) # 0 und a € R mit v(p[W]) = a - v(W). Wir
miissen zeigen, dass o < c¢. Konstruiere nun rekursiv eine Folge (W) von kompakten
Wiirfeln mit

kEN

(+)  0(e[Wi]) = a - v(Wh)

wie folgt.
Setze Wy = W. Zur Konstruktion von Wy, ,zerlege® Wy in 2" viele kompakte Teilwiir-
fel von halber Kantenldnge. Unter diesen gibt es dann mindestens einen Wiirfel W, mit

v(e[Wis1]) 2 a - v(Wiia).

Nach Konstruktion besteht (] W}, aus genau einem Punkt a. Setze b = ¢(a). Wegen Transla-
k=0
tionsinvarianz konnen wir o.E. a = b = 0 annehmenb. Sei my, der Mittelpunkt von W}, und d

die halbe Kantenléinge von W. Nach Konstruktion ist dann Wy, = {z | ||z — my|| < 27%d}.
Wegen 0 = a € Wy, gilt ||ms]], < 27%d. Sei A = ¢/(0). Wegen ¢(0) = 0 existiert dann eine
in 0 stetige Funktion r*: U — R" mit 7*(0) = 0 und ¢(z) = A -z +r*(x) - ||z]| .
Definieren wir also 7 : U — R" durch r(z) = A~ r*(x), so gilt auch 7(0) = 0 und
glcig(l) r(z) = 0 sowie

(k) p(2) = A~ (z +r(z) - [Jz],)
(x % %) fir alle ¢ > 0 gibt es ein k € IN mit
Vi = {z+7(2) ol [ 2 € Wi} ©Wie == {z | |lz — mul|, < 27" d- (1 +¢)}
Zum Beweis von (x x %) sei ¢ > 0. Wegen lirr(l)r(x) = 0 = r(0) existiert ein £ € IN mit
z—>

l|r(x)|| < g fiir alle x € Wj. Wegen ||z|| < 2-27%d fiir z € W), ist dann fiir z € W,

o+ r(@) - lelloe = mall < llo = mull o+ llr(@)l - 2l <275 +e-27%d = 27%d(1 +¢)
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Also V;; € Wy . und somit (x * *) gezeigt.
Ist aber Vi, € Wi, ., so folgt

e ‘2 AVA] € AW]

und somit

v([Wil) < 0(AVAD) < o(AIWe]) "5 Idet Al o(Wie) = (1 -+ )" - det A] - o(Wy) <

<(1+e)" c-v(Wy)

Wir miissen zeigen, dass a < ¢. Nehme an, dass ¢ < . Wahle dann € > 0 so klein, dass auch
(14+¢)"-c < a gilt. Wéhle hierzu k wie in (x * *). Dann gilt nach oben

v(p[Wi]) < - o(Wy)

Dies ist ein Widerspruch zu (x).

Wir brauchen noch einige topologische Definitionen.

Sei X ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt x € X heiftt Randpunkt von A, wenn
in jeder Umgebung von x sowohl ein Punkt von A als auch ein Punkt von X \ A liegt. Die
Menge aller Randpunkte von A bezeichenn wir mit 0A.

Satz 6

Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

(a) OA ist abgeschlossen.
(b) A\ OA ist offen.

(c) AUOA ist abgeschlossen.

Beweis:

zu (b):

Sei a € A\ JA. Dann gibt es eine offene Umgebung U von a mit U N (X \ A) = 0, d.h.
U C A. Wegen U offen ist aber dann kein # € U Randpunkt von A. Also U C A\ 0A.

zu (c):
Sei B = X\ A. Nach Definition ist 0A = 0B, also ist nach (b) B\0A offen. Aber X\ (B\0A) =
(X \ B)UOA = AUO0A.

zu (a):
Esist 0A = (AUOA)\ (A\0A), also ist X \0A = (X \ (AUJA))U(A\ JA), was nach (b),
(c) offen ist.

U
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Fiur A C X wie oben setze noch
Int(A) = A\ 0A (das Innere von A)
A=AUOA (die abgeschlossene Hiille von A)

Bemerkung:
A ist offen genau dann, wenn A = Int(A).
A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.

Wir beweisen nun folgende Verstarkung von Lemma 5:

Lemma 7

Sei ¢ : U — V ein Diffeomorphismus und sei K C U eine nichtleere kompakte Men-
ge, deren Rand eine Nullmenge ist. Setze

¢ = min{|det ' (z)| | z € K}

und
d = max{|det ¢'(z)| | x € K}

Dann gilt cv(K) < v(p[K]) < dv(K)

Beweis:
nach Lemma 25 aus §16 existiert eine Folge Wy, W7, ... von kompakten Wiirfeln, die héchs-
tens Randpunkte gemeinsam haben mit Int(K) = (J Wj. Da 0K eine Nullmenge ist, gilt

k=0

dann:
o

(1) o(K) = v(lnt(K)) = Y v(Wy)
k=0
Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, bildet ¢ nach Analysis IT offene Mengen auf offene Mengen
ab. Somit ist ¢[Int(z)] = Intp[K] und daher auch p[0K] = 0p[K]. Somit ist nach Korollar
zu Lemma 2 Jyp[K] eine Nullmenge und auch ¢[W;] N p[W;] = ¢[W; N W;] sind fiir ¢ # j
Nullmengen. Somit erhalten wir

Nach Lemma 5 gilt aber fiir jedes k € N v(p[Wy]) < d-v(Wy). Aus (1) und (2) folgt dann
v(p[K] < d-v(K)

09. Dezember 2010

Die rechte Ungleichung haben wir bewiesen. Um die linke Ungleichung zu erhalten, wenden

wir das schon gezeigte Resultat auf die kompakte Menge ¢[K| und den Diffeomorphismus

@~ ! an. Setzen wir also

b = max{|det((¢™") (¢(z)))|z € K}

so gilt v(K) < b-v(p[K]). Fir x € K ist aber (¢7')(p(x)) = ¢'(r)~' und somit

det((¢ 1) (¢(z))) = (det ¢'(x)) . Also ist b = % Somit cv(K) < v(p[K]). -
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Fiir eine Funktion h : R™ — R sei der Tréger Tr(h) von h definiert durch
Tr(h) = {x € R" | h(x) # 0}

Lemma &

Sei f integrierbar iiber die offene Menge V' C R”™. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine
Treppenfunktion g mit Tr(g) C V und ||fy — g||, <e.

Beweis:
5
Sei zuerst h eine Treppenfunktion mit ||fy — hl], < 3 Wegen |fy — 1yh| < |fy — h| gilt

dann auch |[|fy — 1yh|| < % Sei nun U eine beschrinkte offene Menge mit Tr(h) C U,

und sei ¢ > 0 eine obere Schranke fiir (k). Nach Lemma 25 aus §16 existieren endlich viele
kompakte Quader Qo,...,Q, CUNV, sodass fir A= |J Qx gilt v(UNV) —0v(4) < QE.

k=0 c
Dann ist g := 14h eine Treppenfunktion mit Tr(g) € V' und

[[1vh —gll; = [[Turvh — 14h]]; < c- (v(UNV) —v(A4)) <

DO | ™

Wir konnen nun den Transformationssatz beweisen:

(Transformationssatz)

Sei U,V C R" und ¢ : U — V ein Diffeomorphismus. Weiterhin sei f : V — R
integrierbar. Dann ist die Funktion (f o ¢) - (det ¢/(x)) iiber U integrierbar, und es gilt

/ F(o(@) - [det @' (z)] dz = / f(y dy
U Vv

Beweis:

Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir den Fall, dass fy eine Treppenfunktion mit Tr(f) C V
ist. Wegen Linearitdt konnen wir aber dann sogar annchmen, dass fy = 1¢ fiir einen Quader
Q mit Q C V.

Da 0@ eine Nullmenge ist und somit nach Korollar zu Lemma 2 auch  ¢[0@Q)], konnen wir
weiterhin annehmen, dass () abgeschlossen, also kompakt ist.

Da |det ¢'| stetig und ¢~ '[Q] kompakt ist, ist (1gop)-|det ¢'| iiber ¢’[@] und also auch iiber
U integrierbar. Somit ist nur noch zu zeigen:

[ et @] do = [ 1dy(= (@)

e 11Q Q

Setze ¥ = 1. Sei € > 0. Da |det | " auf der kompakten Menge @ gleichmiRig stetig ist,
gibt es eine ,Zerlegung” () = Qo U - - - U @),, in kompakte Quader, die héchstens Randpunkte
gemeinsam haben, so dass gilt

max{|det ¢/ (y)| " | y € Qi} — min{ldet¢/(y)| " |y € Qi} < ¢ fiiri <m
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Setze nun K; = ¥[Q;], ¢; = min{|det ¢'(2)| | z € K;},d; = max{|det ¢'(x)| | x € K;}.
Wegen ¢/ (1(z)) = (¢'(2))~! gilt dann d; — ¢; < ¢ fiir i < m.
Nach Lemma 7 gilt

ci - v(K;) < (@) < di-v(K;)

Natiirlich gilt auch
¢ 0(K)) < /|det A (@) do < d; - v(K)

K;

Also folgt

/|det ()] de —v(Qn)] < (d — &) - v(Ky) < = - o(K)

K
Da fiir i # j K; N K; = ¢[Q; N Q] nach Korollar zu Lemma 2 eine Nullmenge ist, erhalt
man durch Summation

/W&nd@ﬂdx—MQ>Se-wwWD

Mit € — 0 folgt die Behauptung.

Sei nun f eine beliebige integrierbare Funktion. Nach Lemma 8 gibt es dann eine Folge

(9k)pen von Treppenfunktionen mit klim | fv — gkll; = 0 und Tr(gr) € V. Wegen Satz 1
— 00

aus §17 kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass (gx) aufterhalb einer Nullmenge

kEN A
A C V punktweise gegen fi konvergiert. Setze nun gy := (groy)-|det ¢'|, f := (frop)-|det ¢’|.
Nach dem oben Gezeigten ist g, iiber U integrierbar, und wenn wir das oben Gezeigte auf
die Treppenfunktion |gy — g,| anwenden, erhalten wir

H@—%mz/M—mmu:/@—%Mww%—%m

weyy auberhalb der Null-
menge ¢~ '[A] punktweise gegen f. Somit ist nach Satz 1 f integrierbar, und es gilt

/f dr = Jim @uwngg!mwwmzjf@dy

Somit ist (gi)epy €ine L' -Cauchyfolge. Weiterhin konvergiert ()
1

Bemerkung;:
Wenn man den Transformationssatz auf ¢~ anwendet, erhilt man umgekehrt aus der Inte-
grierbarkeit von (f o ¢) - |det ¢'| auch die Integrierbarkeit von f
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14. Dezember 2010

Beispiel: (Polarkoordinaten)
Sei r > 0 und setze K = {z € R? | ||=|| < r} (der abgeschlossene Kreis mit dem Radius r
um den Nullpunkt). Wir wollen v(K’) berechnen.

Setze hierzu U = (0,7) x (0,27). U ist offen.

Definiere ¢ : U — R? durch ¢(s,t) = (scost,ssint). Sei V = ¢[U].

Esist VC Kund K\V ={z € R?|||z|]|=r} U{(5,0)| 0 < s <r}.

Also (!) ist K\ V eine Nullmenge und daher v(K) = v(V'). ¢ ist injektiv. Um zu zeigen, dass
¢ : U — V ein Diffeomorphismus ist, berechnen wir det ¢/(s,t). Es ist

wl(sjt) _ (Cost —S smt)

sint scost

also
det(y(s,t)) = scos’t + ssin’t = s > 0 fiir (s,t) € U

Somit ist ¢ ein Diffeomorphismus, und nach Transformationssatz und Fubini gilt

2 r 27
2
U(V)I/ldyz/sd(S,t):/ /sds dt:/%dt:mﬂ
\4 U 0 0 0
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§19 1-Formen, Kurvenintegrale

Sei U C R"™ offen und g : U — R" stetig. Gibt es dann eine differenzierbare Funktion
f:U— R mit g = f"?

Eine Funktion g : U — R™ mit U C R" bezeichnet man auch als Vektorfeld auf U. Fiir
n = 2 kann man solch ein g gut darstellen.

iy
M

Statt mit Vektorfeldern arbeiten wir im Folgenden jedoch mit einer dquivalenten Darstellung.
Wir identifizieren R"” mit dem Dualraum (R™)*. (R")* besteht aus den linearen Abbildungen
von R" — R. (R"™)* ist kanonisch isomorph zu R"

Sei U C R" offen. Eine 1-Form auf U ist eine Abbildung w : U — (R™)*. Ist also f: U — R
differenzierbar, so ,ist“ f': U — (R™)* eine 1-Form.
Bei dieser Auffassung schreiben wir df fiir f’.

Sei n fest. Fiir 1 < i < n definiere die i-te Projektion \; : R" — R durch A\;(z1,...,2,) = ;.

Dann ist Ay, ..., A, die kanonische Basis von (R")*.
A; ist differenzierbar und es gilt d\;(x) = \; fiir alle x € R™. Wir benutzen nun die Notation
Ist w: U — (R™)* eine 1-Form, so existieren eindeutig Funktionen fi,..., f, : U — R mit

w(z) = > filx) - A fir alle z € U.
i=1

n

Wir schreiben das etwas ungenau als w = ) fidx;
i=1

Bemerkung:
Wir kénnen w mit dem Vektorfeld f = (fi,..., fn) : U — R" identifizieren.

Beispiel:
Sei f: U — R differenzierbar, U C R" offen. Sei € R" und b = f/(z). Dann gilt fiir alle
Yy = (y17'-'7yn) GRn

of of

b-y= a—xl(x) it 8%(15)%7 d.h.
n a
af@) = 25 ),
i=1 v

Somit ist
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Beachte, dass (R")* mit der durch die Abbildungsnorm induzierten Metrik ein normierter
Raum ist. Also ist klar, was es bedeutet, dass eine 1-Form stetig ist.

Sie w = Z fidz; eine 1-Form auf U C R". w ist (stetig) differenzierbar, wenn fi,..., f,

(stetig) dlfferenmerbar sind.

Bemerkung:
Ist w differnezierbar, so ist w stetig.

Ist v € (R™)* und w € R", so sei vw = v(w)

Sei w eine 1-Form auf U C R™ und f : U — R. Dann ist f eine Stammfunktion von w, wenn
f differenzierbar ist und es gilt w = df.

Bemerkung:

Nach Analysis II gilt:

Ist U zusammenhéngend und sind f, g Stammfunktionen von w, so ist f — g konstant.

In der Analysis I erhalten wir Stammfunktionen von stetigen Funktionen durch Integration.
Dies wird auch hier, wenn sie existieren, der Fall sein. Wir benttigen aber Integrale langs
Kurven.

Sei f: X — Y eine Funktion und A C X. Setze f | A = die Einschrankung von f auf A.

Sei v : [a,b] — R™ eine Kurve. 7 ist stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine Zerlegung

a=a < a < -+ < a = bvon [a,b] gibt, so dass fir alle i < k : v | [a;,a;11] stetig

differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so nennen wir ~ eine Integrationskurve.

Sei nun w eine stetige 1-Form auf U und v : [a, b] — U eine Integrationskurve. Wir definieren

das Integral [w lings w wie folgt: Sei a = ag < a1 < --+ < aj, = b eine Zerlegung von [a, b],
v

so dass fir alle ¢ < k: 7 | [a;, a;41] stetig differenzierbar ist. Definiere dann 4 : [a,b] — R"

durch

(t) fallst ¢ {ag,...,a,}

{ falls t = a; fiir ein ¢
b
/ W = / w ) dt
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Ist also w = > fi[z;] und v = (v0,...,7), so gilt

=1

/wzéijfww»vwdt

Dies ist eine Verallgemeinerung des iiblichen endlichdimensionalen Integrals.
Denn ist w = fdz eine stetige 1-Form auf dem Intervall (a,b) und v : [a,b] — R die Identitit,

so ist ,
/w:/f(t) dt
By a

w:U — (R")* stetige 1-Form, v : [a,b] — U Integrationskurve.
Sei etwa w = Y filzi].

16. Dezember 2010

/w = /bw(v(t)) (1) dt = é/bfi(v(t)) (1) dt
Bemerkung:
(1) /clwl + cowsy = /w1 + /w2

Y Y Y

(Sind S, 7,0 wie oben, so schreibe v = ® §)

(3) Ist v : [a,b] = U und v~ : [a,b] — U definiert durch v~ (¢) = v(a + b —t), so gilt
/ w=— / o
v o

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung:

Sei f eine Stammfunktion der stetigen 1-Form w : U — (R")*. Dann gilt fiir jede
Integrationskurve v : [a,b] — U

/w—fww»—ﬂwm>

Y
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Beweis:
Wir kénnen o.E. annehmen, dass v stetig differenzierbar ist. Dann ist f o~ differenzierbar
und nach Kettenregel gilt (f ov)'(t) = f'(y(t)) - 7/ (t) fur ¢ € [a,b]. Somit nach Hauptsatz

b

/ o / af = / FO0) A1) dt = F((B) — ()

]

Hiermit kénnen wir schon zeigen, dass gewisse stetige 1-Formen eine Stammfunktion besit-
zen.

Beispiel:
Sei w = ylde +dy, 7 : [0,1] = R () = (1,8), 6 : [0,1] = R, 8(¢) = (1,#2)

Da (0) = 5(0), 7(1) = 6(1)

1 1

1 1
4
/w:/t2dt+/dt:§ /:/t4dt+2/tdt:§
Y 0 0 5 0

0

Also hat nach Satz 1 w keine Stammfunktion.

Eine Kurve v : [a,b] — R? ist geschlossen wenn «(a) = (b).

Wir haben folgendes Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunktion:

Satz 2

Sei U C R" offen und zusammenhdngend und w eine stetige 1-Form auf U. Dann
sind dquivalent:

(1) w besitzt eine Stammfunktion

(2) Fiir jede geschlossene Integrationskurve v : [a,b] — U gilt [w =0
8!

(3) Fiir je zwei Inegrationskurven +y : [a,b] — U und 0 : [¢,d] — U mit vy(a) = d(c) und

+(b) = 5(d) gilt
of
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Beweis:
(1)—(2) folgt aus Satz 1

(2)()
Seien v, ¢ wie in (3). Setze e = b+ (d — ¢).

. t falls a <t <b
Definiere (5 : [a,e] — U durch f(t) = { 5(d 1(5)_ t) falls b <t<e

Dann ist 8 geschlossen. Also nach (3)

0= / w = / w — / w
B v 6
(3)=(1)
Sei 0.E. U # (). Wéhle einen festen Punkt ¢ € U. Nach Analysis II existiert fiir jedes
x € U ein Streckenzug S von a nach z mit S C U. Somit existiert fiir jedes © € U eine
Integrationskurve =, : [¢;, d;] — U mit v,(¢,) = a und ~,(d,) = x.
Definiere nun F': U — R durch F(z) = [ w. Nach (3) héngt diese Definition nicht von der

Yz
speziellen Wahl von ~, ab. Wir kénnen also schreiben:

n
Wir zeigen, dass F' eine Stammfunktion von w ist. Sei hierzu w = Y f;dz;. Es geniigt zu

i=1
zeigen, dass F' partiell differenzierbar ist und D;F' = f; fiir 1 <1 < n gilt.
Seien hierzu 1 < ¢ < n und z € U. Fiir geniigend kleine h # 0 gilt dann

T z+he;
F(:E+hei):/w+ / w

und somit
F(z + he;)) — F(z) = / w

Letzteres Integral berechnen wir mit der Kurve 6, : [0,1] — U, die definiert ist durch
On(t) = x + the;. Wegen 0}, (t)) = he; ist w(0(t)) - 6, (t) = hfi(on(t)), also

!
%/:h!ﬁ@+HWMt

on

Somit :

/mmumgm@ﬁm

0

lim F(xz + he;) — F(x)
h—0 h

(1): nach Mittelwertsatz und Stetigkeit von f;
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Der Beweis von Satz 2 liefert auch ein Verfahren, wie man eine Stammfunktion findet, falls
eine existiert.

Beispiel:

Sei w = (2x — y)dz — zdy

Wihle (0,0) als Startpunkt. Fiir (z,y) € R? definiere die Kurve 7, : [0, 1] — R? von (0,0)
nach (z,y) durch () (t) =t - (z,y). Definiere f : R* — R durch

1

flz,y) = /w:/l((Qt:p—ty)-:p—txy) dt:(2x2—2xy)-/tdt:m2—xy

V(z,y) 0 0

Priife dann nach, ob df = w. Hier ist D1 f =2x —y, Dof = —x, also df = w.

21. Dezember 2010

n
Sei w = ) fidx; eine stetig differenzierbare 1-Fortm auf U. w ist geschlossen, wenn
i=1 7

Dif; = Djf; Vi<ie,g<n

Bemerkung;:
Sei w eine stetig differenzierbare 1-Form auf U C R". Besitzt w eine Stammfunktion, so ist
w geschlossen.

Beweis:
Sei g : U — R eine Stammfunktion von w. Dann ist g zweimal stetig differenzierbar. Also
gilt nach Analysis II fiir 1 <14,7 <n

D;fj = D;D;g = D;D;g = D;

Mit dieser Bemerkung kann man fiir viele 1-Formen leicht feststellen, dass sie keine Stamm-
funktion besitzten. Betrachten wir etwa unser friitheres Beispiel w = y?dx + dy. Hier ist

oy? o1
_— 2 _— =
dy Y oder ox 0

Fiir beliebige offene U gilt nicht, dass jede geschlossene 1-Form auf U eine Stammfunktion
besitzt. Ein Beispiel siche Ubung. Aber fiir viele U ist dies richtig. Hierzu folgende Definition:
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Sei U C R™. U ist sternformig, wenn es ein a € U mit [a, 2] C U fiir alle z € U gibt.

RIS (Poincarésches Lemma)

Sei U C R" offen und sternférmig. Dann besitzt jede gelschlossene 1-Form auf U
eine Stammfunktion.

Beweis:

Sei a € U mit [a,x] C U fir alle x € U. Nach Translation kénnen wir o.E. annehmen, dass

a =0.Sei w = > fidz; eine geschlossene 1-Form auf U. Fiir z € U sei v, : [0,1] — R"
i=1

definiert durch 7,(¢) = tz v, ist also eine Parametrisierung von [0, z].

Definiere nun f : U — R durch

/w/l(iilf,-(t-x)-@) dt

wobei x = (x1,...,x,) € U. Wir zeigen, dass f eine Stammfunktion von w ist. Nach Analysis
IT ist f differenzierbar, und fiir 1 < k& < n gilt

Dyf(x j;(iﬂm> j(;(a%

k

fl) (tx)xzt + fk (tx)) dt da w geS:Chlossen

1

/ ( Z: ( ) Cx+ fk(t:p)> gy Kettenreael / (t (%fk) (tr) + fk(m)) dt =

0
1

d
:/E(tfk(tx)) dt = fi(x)

0

Sei w eine stetig differenzierbare 1-Form auf U. Dann ist w genau dann geschlossen,
wenn es fiir alle x € U eine offene Umgebung V' C U von z gibt, so dass w [ V eine
Stammfunktion besitzt.

Beweis:
Ist die rechte Seite erfiillt, so folgt genau wie in der obigen Bemerkung, dass w geschlossen
ist. Sei andererseits w geschlossen und x € U. Wéhle £ > 0 mit Kugel U.(z) C U. U.(x) ist

sternformig. Also besitzt w [ U.(x) nach Satz 3 eine Stammfunktion.
0

Hier endet der klausurrelevante Teil des Stoffs!
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§20 Differentialformen, Satz von Stokes

Der Satz von Stokes ist eine Verallgemeinerung der Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung. Satz 1 aus §19 ist ein Spezialfall hiervon. Zur Motivation beweisen wir zuerst
noch einen weiteren Spezialfall. Sei hierzu Q = [a,b] X [c,d] ein kompakter Quader im R?
und U C R? offen mit Q C U.

(}1
c+ »
r}’[_}/\ e 11
dr —>
t’IJ.[_]. :
a b

Wir parametrisieren den ,orientierten Rand von () durch die folgenden vier Kurven
Y0, V1, 00, 01, die definiert werden durch

Yo : [e,d] = U,y0(t) = (a,t)

1 e, d] = Uy (t) = (b, t)
do : [a,b] = U, dp/t) = (t,¢)
51 : [(l, b] — U, 51(t) = (t,d)

Langs dieser Kurven kénnen wir eine 1-Form auf U integrieren. Sei also w = fdx + gdy eine
stetig differenzierbare 1-Form auf U. Wir setzen

/w:_—/w+/w+/w—/w
oQ Y0 0o oGt 01

Wir integrieren also w langs des Randes von @ im Gegenuhrzeigersinn. Nun wollen wir [ w
oQ
berechnen als Integral einer ,,Ableitung” dw von w iiber (). Es stellt sich heraus, dass wir dw

definieren miissen durch:

0 0
dw = a—i — a—]yc
Wir wollen also hiermit zeigen
/ dw = / w
Q oQ

Hierzu mit Fubini und Hauptsatz
d b 5 5 d b 5 b d 5
/dw:// 99 _9f dxdy://—gdxdy—//—fdydx:
oxr 0Oy x Y
Q c a
d b
~ [talb) ~ gta.) dy — [ (7o)~ fw.0) da
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Nun ist aber wegen ~.(t) = (0, 1),0:(t) = (1,0).

]

d d
[o= ot [o= [ e
" c Yo c
b b
/w:/f(x,d) dz /w:/f(x,c) dz
51 a 5o a
Somit haben wir
/dw:/w—/w—/w+/w:/w
Q 7 Y0 81 do 0Q

Wir wollen dies nun auf héhere Dimensionen verallgemeinern und zwar gleich so, dass der
Satz 1 aus §19, welcher kurz beschrieben sagt [ df = f(v(b)) — f(v(a)), auch ein Spezialfall
v

ist. Der Beweis wird nicht wesentlich schwieriger sein, als im obigen Spezialfall. Fiir die
Formulierung bendétigen wir jedoch einen relativ komplizierten Apparat.

11. Januar 2011
Mit dem Aufbau dieses Apparats beginnen wir nun. Dabei starten wir mit Begriffen aus der

multilinearen Algebra.

Seien V, W Vektorrdume (iiber R).

Definition

Seik>1und f:VF = W.

(a) f ist k-linear, wenn

flog, .., o+ pv's oo ok) = A (g, -0, o) + i f (v, 0,0 o)
fir \,p € R,v1,...,0,0,...,0. €V
(b) f ist alternierend, wenn

f(v1,...,v5) =0 falls v; = v; fiir ein Paar (¢,j) mit 1 <i<j <k

Sei f: V¥ — W k-linear und alternierend. Wie in linearer Algebra zeigt man:
Ist 7 eine Permutation von {1,... k}, so ist

f(Ury, - Urry) = sgu(m) - f(vr, ..., vk)

Eine alternierende k-Form w auf V ist eine k-lineare alternierende Abbildung w : V¥ — R.
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Beispiel:
Ist dim(V') = n, so ist det eine alternierende n-Form auf V.

Fir k£ > 1 setze
Alt*(V) = Menge aller alternierenden k-Formen auf V.

Setze noch Alt°(V) = R. Im folgenden ist es giinstig V? = {0} zu setzen und R mit der
Menge aller Abbildungen von V° nach R zu identifizieren.

AltF (V') ist mit der offensichtlichen Operation ein Vektorraum iiber R.

Es ist also Alt'(V) = V* der Dualraum von V.

Firw e V*und v € V setze w-v = (w,v) := w(v)

Seien 1, ..., € V*. Dann wird die Abbildung ¢ »... @ : V¥ — R definiert durch

<9017U1> <S017Uk>
((,DlA...A(,Dk)(Ul,...,Uk):det
(Pr,v1) - Pk, k)

Aus den Eigenschaften von det und ( , ) folgt sofort, dass @1 ..., eine alternierende
k-Form auf V ist, d.h. ©1a... A € AltF(V)

Weiterhin gilt:
Die Abbildung (@1, ...,¢r) = ©1a...an@r vom (V*)* nach Alt*(V) ist k-linear und alter-
nierend.

Sei k > 1. Sei ¢1,...,p, eine Basis von V*. Dann bilden die Elemente ¢; a...r¢;,,
n

1 <y <ig < -+ < i} < n eine Basis von Alt*(V). Insbesondere gilt dim(AltF(V)) = I

Beweis:
Sie by,...,b, € V eine zu ¢y, ..., ¢, duale Basis, d.h.

1 fallsi =34
et ={ ¢ /

sonst
Nach Definition ist dann fiir 1 <i7; <o < - < <nund 1 <j; <jo<---<jp <n

o 1 falls (il, . ,Lk) — (.7'1, R ;]k)
(i enan) by b ) = { 0 falls (i1,...,9) # (J1,-- -, Jk)

Sei also nun w € Altk(V) und setze fiir 1 <i; <--- <ip <n
)\1‘1 77777 i :W(Z)¢1;~~-7bik)

Dann gilt
W = Z )\’il 7777 inPir A oA Py

1<ip < <ip<n

und diese Darstellung ist eindeutig.
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k
Seien ¢1,...,¢, € V*. Weiterhin seien 9y, ..., ¢, € V* mit ¢; = a;j; fiir 1 <4 < k.
j=1

Setze A = (ai]’) 1<i<k

155k
Dann gilt Y1 an...atyp =det A- o1 a. .. A @
Beweis:
Sei Sy, die Menge aller Permutationen von {1,...,k}.
Es gllt ¢1 Ao A wk = Z [ T Akjr Pj1 Ao o ANPjE = Z alﬂ(l) """ akﬂ(k) . (pﬂ(l) """

JisesJk=1 TESK
Or(k) = D SGO(T)A11) -+ Ar(R)PLA -~ =det A pra... Ay
WESk

Sei V' endlich-dimensional.

Seien k,I > 1. Es gibt genau eine Abbildung (w,n) — wan von Alt*(V) x Alt'(V)
nach Alt*"1(V) mit den Eigenschaften

(1) A ist bilinear, d.h.
(W1 +wo)an =wian+wsan
WA +12) =Wam + WA
A (Wan) =Awan =waAp

(2) sind wy, ..., Wk, M,..., 0 € V*, s0 gilt
(wlA.../\wk)/\(mA.../\nk):wlA.../\wk/\mA.../\nk
Beweis:
zur Existenz:

Sei 1, ..., @, eine Basis von V*. Seien w € Alt*(V) und n € Alt'(V). Nach Satz 1 kann man
w und 7 eindeutig darstellen in der Form

w = E ail,,,_7ikgpil Ao A Sozk
1<i1 << <n
= Y by i a0

1<j1 < <jp<n
Definiere nun

WA = E ah,‘..,ikbjl,..‘,jk%l Aeeo A (,le A (Pj1 Ao A (pjk

<ip<---<ip<n

1<
1<ji < <jp<n

Offenbar gilt (1) und (2). Die Eindeutigkeit ist klar.
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Fiir a € R = Alt°(V) und w € Alt*(V) setze

anWw =wWaa .= aw

Bemerkung;:

(a) Fiir wy; € AltF(V),wqy € AltY(V),ws € Alt™(V) gilt
(wl /\WQ) AW3g = W1y A((UQ A W3)

(b) Fiir w € AltF(V) und n € AltY(V) gilt

wan = (—=1)"nrw

Beweis:

(a) folgt unmittelbar aus der Definition

(b) Es geniigt dies fiir den Fall zu zeigen, dass w = wia... AW, ) =M1 A... a7 mit w;, 7, €
V*
Dann gilt es aber, da die Permutation

(L., k+ 1, k+D) = (k+1,....k+1,1,... k)

das Signum (—1)* hat.

13. Januar 2011

Seien wieder V, W endlich-dimmensionale Vektorrdume iiber R. Weiterhin sei T : V. — W
eine lineare Abbildung. Fiir ein w € Altk(W) definiere eine Abbildung T*(w) = T*w von V*
nach R durch

T w(vy, ..., o) = w(T(v1),...,T(vg))

Offenbar ist T*w eine alternierende k-Form auf V', die mit T auf V' zuriickgeholte Form.
Es gilt also:
T : Alt* (W) — Alt"(V)

Beispiele:

(1) Ist w alternierende 0-Form, so ist T"w = w

(2) Ist w alternierende 1-Form, so ist T"w =w o T
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Seien V| W endlichdimensionale Vektorraume tiber R. Dann gilt:

(a) T : Altk(W) — Alth(V) ist linear

(b) Sind w,n alternierende Formen auf W, so gilt T*(w An) = T™(w) A T*(n)

(c) Ist V=W und dim(V) = n und w eine alternierende n-Form, so T*w = det T - w
)

(d) Ist Z ein weiterer Vektorraum tiber R und S : W — Z linear, so ist (SoT)* = T* o S*

Beweis:

zu (a) ist klar
zu (b) Wegen (a) geniigt es zu zeigen, dass fiir ¢1,..., ¢ € W* gilt:

T*(@l A /\Q}Qk) — T*(QOl)/\ .. AT*(gpk)

Seien hierzu vy, ...,v, € V. Dann gilt

T*((plA...A(pk)(Ul,...,Uk) = (gplA.../\@k)(TUl,...,T’l}k> =

(p1,Tv1) ... {p1,Tvg) (proT,v1) ... (pr1oT, vg)
= det : : = det : : =
(pr, Tv1)y ... {pk, Tok) (ppoT vy ... {proT, v

— (T*((pl) Ao /\T*(tpk)(Ul, ce 7Uk>

zu (c) Sei by, ..., b, eine Basis von V. Sei T'(b;) = > a;;b; und setze A = (a;;) 1<i<n» . Nach
i=1 <j<n

Definition ist dann detT" = det A. Sei ¢y, . - ,pn die zu by, ..., b, duale Basis. Nach
Satz 1 hat w die Form ¢y a...A@,.
Sei ohne Einschrankung ¢ = 1 Nach (b) ist T*(p1a...apn) = T (@1) n. .. A T*(@n).

Aber T*(¢;) = pjoT = > ajip;. Somit nach Satz
=1

(2

T (o) n. .. AT (pn) =det A"~ 1 n. .. A, = det Tw

zu (d) ist klar nach Definition

Im Folgenden betrachten wir dies fiir V= R".

Dann hat V* die kanonische Basis A1,..., \,, wobei \; : R — R die i-te Projektion, d.h.
ATy, .oy mp) = @

Nach Satz 1 bilden die Elemente A\j; n...a N, 1 < 43 < i < -+ < i < n eine Basis von
AltE(R™) fiir k > 1.
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Sei U C R" offen. Eine Differentialform der Ordnung & (oder kurz k-Form) auf U ist eine
Abbildung w : U — Alt*(R™).

Eine 0-Form ist also einfach eine Abbildung f : U — R.

Fiir £ = 1 stimmt diese Definition mit der fritheren iiberein.

Seien w,wq,ws k-Formen auf U und f : U — R eine Funktion. Definiere dann die k-Formen

fw und wy + ws durch
(fw)(z) = f(z) - w(z)
und
(W1 + wo) (@) = wi(x) + wa(x)

Ist weiterhin 7 eine [-Form auf U, so kann man eine k + [-Form w A7 definieren durch

(@An)(@) = w(x) nw(z)

Die obigen Rechenregeln iibertragen sich auf diese Operationen.

Sei nun £ > 1 und w eine k-Form auf U. Dann besitzt w eine kanonische Darstellung, die
sich wie folgt ergibt:

Da die Elemente A\, a...a N, ,1 < ip, < iy < -++ < i < n eine Basis von Alt*(R") bilden,
gibt es eindeutig bestimmte Funktionen f;, ; : U — R mit

W({lf) = Z fil ,,,,, lk(l‘) ')‘i1’\""\)‘ik = Z fil ,,,,, n d)\ll(ﬂf)/\/\d)\lk(l‘)
1<t << <n 1<i1 << <n

Mit unserer fritheren Konvention dx; := d\; gilt also

1< << <n

Wir nennen dies die Normaldarstellung von w.

Ist w wie oben, so heiftt w beliebig oft differenzierbar, wenn jedes f;,
differenzierbar ist.

Im folgenden setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass jede k-Form beliebig oft diffe-
renzierbar ist, d.h. wir machen die Konvention

i, beliebig oft partiell

-----

k — Form = beliebig oft differenzierbare £ — Form

Bemerkung;:
Dies ist unproblematisch, denn sind w,n beliebig oft differenzierbar, so auch w A 7.

Fir offenes U C R™ setze

OF(U) = Menge aller k — Formen auf U

18. Januar 2011

Wir definieren nun fiir jede k-Form auf U ihre (dufere Ableitung) dw. Dies geht wie folgt:
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(1) Ist w eine 0-Form, so sei dw die iibliche Ableitung von w.

(2) Sei also w eine k-Form mit & > 1. Sei w = > fi

1<i1<-<ip<n

. dTi A ... adz;, die Nor-
maldarstellung von w. Setze dann
dw = Z df“ ..... ip A dl‘z‘l Ao A dxlk
1<i1 << <n

Somit gilt also fiir w wie in (2)

dw = Z Z af“"' fzkd&?]/\dﬂill condaxy,

1<ii << <n j=1

Es gilt also
d: QFU) — Q" (U)

Beispiel:
Sei w = fdz + gdy. Dann:

dw = gdx + 8—fdy rdx + @dx + %dy ady =
Ox ox dy

dy
of of dg 99
= — daxad —dyad —dx ad — dy~dy =
B \%/';75/ +(‘3yy $+axx y+8y u
da alt;rgierend da alt:rgierend
of dg dg 0Of
= ——dxzad —dxd —= — — |dxad
oy ’ y+8x = (&r oz ) Y

Analog erhélt man fir w = ) fidx;, dass
i=1

B of;  Ofi
do = )~ (aﬁ — 8%) dz; A dz;

1<i<j<n

Sei U C R™ offen.

(a) Sind wq,ws k-Formen auf U und A, u € R, so gilt

d(/\w1 + ,ILCUQ) = )\dwl + ,UdCUQ

(b) Ist w eine k-Form auf U und 7 eine [-Form auf U, so gilt

dwan) =dwan+ (—1)wAdy

(c) Ist w eine k-Form auf U, so gilt
ddw =0
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Beweis:

zu (a) ist klar

zu (b) Sei zuerst k = [ = 0. Dann ist (b) einfach die Produktregel.
Sei nun k,l € IN beliebig.

Sel w = z fil 77777 ikdwil AvooA d%lk und n = Z gjl.,m,‘jkdl'jl A

1<ip < <ip<n 1<ii<<jr<n

Schreibe hierfiir kurz:
W= Zf;d:r] und n = Zng:pJ
I J

Dann ist
Wan = Zf[QJd.’L‘[/\d.’L’J
1,J

Also

A d£7k

d((ﬂ/\n) = Zd(f[gJ)Ade’]AdZEJ = Z(gjdf[+f[ng)AdI]AdIJ =
I1,J

1,7

= Z(gjdfl /\de’[d.’L‘J + (—1)kf]dx]Adgj /\d.’L’J = dCU/\n + (—1)kwAd77
I,J

zu (c¢) Wegen (a) geniigt es den Fall zu betrachten, dass w = fdw;, o...dx;, . Hierfiir gilt

aber

ddw = d(df/\dﬁil/\.../\dﬂfik) (}:)) ddf/\dl’il/\.../\dflfik *df/\dl/\dl’il/\.

:dedl’il/\.../\dl’ik

Somit geniigt es zu zeigen, dass ddf = 0 fiir eine 0-Form f.

Wegen df = i gf dx; ist aber nach obigem Beispiel
i=1 Oy
B o (of o (of B
e 2 o (6) o (50)) et o

1<i<j<n

=0( nach Analysis II)

. ./\dflﬁ‘ik —

]

Wir iibertragen nun das Zuriickholen von k-Formen auf Differentialformen. Seien hierzu
U C R"und V C R™ offen sowie ¢ : U — V eine beliebig oft differenzierbare Abbildung. Fiir
jedes x € U ist dann Dy(z) : R™ — R™ linear, und wir kdnnen mit Dp(z) jede alternierende
Form auf R™ nach R"™ zuriickholen. Sei also w eine k-Form auf V. Wir definieren dann eine

k-Form ¢*(w) = ¢*w auf U durch

(P'w)(z) = (Dp(x)) wlp(z))

Es gilt also fiir vy, ..., v, € R1"

(@) (@) (v, .. ) = wlp(@))(Dp(x)vs, . .., Dp(w)or)
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Es ist

o QM) = Q5(U)
[Nach unseren Konventionen miissen wir genau genommen noch zeigen, dass ¢*w beliebig
oft differenzierbar ist. Dies folgt aber leicht aus den Berechnungen weiter unten. |

Bemerkung:
Fir £ =0, d.h. f 0-Form, ist o*f = fop

Seien U C R™ und V C R™ offen sowie ¢ : U — V beliebig oft differenzierbar.

(a) ¢* ist linear
(b) Sind w,n Differentialformen auf V', so gilt
pr(wan) =@ (W) A" (n)
(c) Ist m = n und w eine n-Form auf V', so gilt
p'w =det Dy - (wo p)
(d) Ist W C R” offen und v : V. — W beliebig oft differenzierbar, so gilt

Yop) =proy”

(a), (b) und (c) folgen sofort aus Satz 4.
(d) folgt aus Satz 4 und der Kettenregel

D(y 0 9)(x) = Di(p(x)) - Dp(x)

20. Januar 2011

Wie berechnet sich ¢*w aus der Normaldarstellung von w?
Sei also w = > fi

1<i1 <t <<t <N

Definition:
(¢"dy;)(2)(v) = dyi(p(2))(De(z)v) = dpi(z)(v)

wobei p = (¢1,. .., ¢Om)
Also p*dy; = dp;. Weiterhin ist fiir eine O-Form f auf W ¢*f = f o ¢. Somit gilt fiir w wie
oben nach Satz 6

,,,,, indYis ... ady;, eine k-Form auf V. Fiir 1 <¢ < m ist nach

pw=" > (fuiro®)doi .. npy
1<i1 << <m
Hieraus sieht man sofort, dass ¢*w unendlich oft differenzierbar ist.
Speziell gilt fiir k=1=n

m

pw=> (fiop)- ¢

=1

d-h. prw(t) = w(e(t)) - ¢'(1).
In diesem Fall ist also ¢*w schon in der Definition des Kurvenintegrals aufgetaucht.
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Sehr wichtig ist die folgende Vertauschbarkeit der Ableitung mit dem Zuriickholen von Dif-
ferentialformen.

Seien U C R"™ und V. C R™ offen sowie ¢ : U — V beliebig oft differenzierbar.
Dann gilt fiir jede Differenzialform w auf V'

p*(dw) = d(p*w)

Beweis:
Wegen Linearitat konnen wir o. E. annehmen, dass w = fdy;, o...ady;,.
Sei wieder ¢ = (1, ..., ). Wie oben gezeigt ist p*dy; = dy;. Weiterhin ist

m af m af
e (df) = ¢ ( dy»,:> = ( o 99) ~dp; = d(f o o)
; dy Z 0y;

i=1

Also
* Satz 5 (b)(c)
d(p*w) =d((fop)dpi, n...adg;,) =" d(fop)adpi, a...adg;,
Und

e (dw) = ™" (df adyi, n-..ady;,) =d(f o @) adpi, a...adep;,

Wir verallgemeinern den Begriff der Kurve.

Eine k-Fliche im R" ist ein Paar (v, Q) mit v : U — V unendlich oft differenzierbar, U C R”
offen, V' C R"™ offen und Q C U ist ein kompakter nichtentarteter Quader. Wir schreiben
dies etwas ungenau als v : @ — V ist k-Fléache.

Beispiel:

Set @ = [0,1] % [0,2]
71 Q — R? definiert durch v(r, @) = (r cos ¢, rsin ¢, 0) ist eine 2-Fliche im R?.

Wir wollen nun k-Formen im R" iiber k—Flachen im R" integrieren.

Hierzu gehen wir wie folgt vor:
Sei zuerst w eine k-Form auf U C R*, und sei Q C U ein kompakter nichtentarteter Quader.
Dann ist w = fdaya...adz, mit f: U — R. Setze [w:= [ fdz.

Q

Sei nun w eine k-Form auf V' C R"” und v : @ — V eine k-Fliche. Setze dann
/ W= / Yw
Q Q
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Dies ist eine Verallgemeinerung des Kurvenintegrals, denn sei 7y : [a,b] — V mit V' C R"

offen eine Kurve. Weiterhin sei w eine 1-Form auf V. Sei also etwa w = »_ f;dz;. Nach oben
i=1
gilt dann

n

Yw=Y (fior)
i=1
Also ist nach unserer neuen Definition

/pzjgymmrﬂww

was mit unserer alten Definition ibereinstimmt.

Ein weiterer Spezialfall ist der Folgende.
Sei v : Q — V eine k-Fliche mit V C R* offen. Weiterhin sei w eine k-Form auf V. Nach
Satz 6 (c) ist

v'w =det Dy - (wor)

Sei w = fdxya...rdx,. Nach Definition ist dann

/w—/f - det(D7(x))da

Sei nun sogar v : U — V ein lefeomorphlsmus. Setze nun U; = Int(Q) und Vi = ~[U;].
Dann ist auch v [ Uy : Uy — Vj ein Diffeomorphismus. Also nach Transformationssatz

Q/ﬂ%@rmewwwxz/f@My

Nun seien aber 9@ und 9[Q] Nullmengen und V; = Int’y[Q]. Also erhélt man auch

/ f6(@)) et Dy = [ Flady

71Q)
Wegen Stetigkeit ist aber det Dy(x) > 0 fiir alle € @ oder det Dy(z) < 0 fiir alle z € Q.

Also gilt
[« [ v o= [

L)
(orlentlertes Integral)

Schlieftlich konnen wir den Formalismus auch noch sinnvoll auf den Fall £ = 0 erweitern.
Setze R? = {0}. Eine 0-Kurve im R" ist eine Funktion 7 : R® — V mit V C R" offen. Fiir
eine 0-Form f auf V und eine 0-Kurve v : RY — V setze

[ #=160)

25. Januar 2011

Sei nun V' C R" offen. Setze
Fi(V) = Menge aller k — Filchen v: Q — V
Die k-Kettengruppe Cy (V') wird definiert durch
Cr(V)={C: F,(V) — 7| C(v) # 0 nur fiir endlich viele v}
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Wir scheiben ein C' € Cy (V) auch als

C=>C()~

Y

Fiir eine k-Form w auf V und C € Cy (V) definieren wir das Integeral durch lineare Fortset-

zung;: /w ) ZC(W) | /w
Fol v

v
Im Folgenden benutzen wir die Notation

A

L XX Lixeooxly =0 XXy X Lipg X X1,

Wir benutzen diese ~-Notation auch fiir andere Objekte.

Sei nun v : () — V eine k-Flache mit £ > 1. Wir definieren auf natiirliche Weise den
orientierten Rand 9y € Cr—1(V): Sei Q = I x - -+ x I, wobei I; = [a;, b]. Fiir 1 <4 <k sei
Qi=1IL x-xI;x-x I CR*?! und definiere 7/ : Q; — V,j = 0,1 durch

V@, By k) = (@0, A, T
Vi@, iy ) = (w1, sy T
Dann sind 79, ~; (k — 1)-Flachen in V. Setze

k

Oy =) (1)l =)

=1

Wir haben nun endlich alle Vorbereitungen getroffen, um den folgenden Satz zu beweisen:

(Stokes)

Sei V. C R" offen, £ > 1, und w eine (k — 1)-Form auf V. Weiterhin sei v : Q@ — V

eine k-Flache. Dann gilt
/ dw = / w
v

oy

Beweis:
Fiir £ = 1 folgt die Behauptung aus Satz 1 aus §19.
Sei also im Folgenden k > 2. Weiterhin sei ) = [ay,b1] X - -+ X [ag, bx] und setze

—

Q 1= [ar, ba] X -+ X [a5, bi] % -+ X [a, by]

1.Fall
v =, wobei ((x) = x fiir alle z € U. Insbesondere also k = n.
In Normaldarstellung hat w die Form

k
w = Zfid:clA. condzia o aday,
i=1
Wegen Linearitét gentigt es also, die Behauptung fiir w = fdzia... (I.;Z- A...~ndx, zu zeigen.
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Nun ist

dw:dedxlA...A(I:EM...Adxn: Zﬁdxj/\dxlfx.../\&;i/\.../\dl’n:
j:lal’j
= a—xfidZEiAdl‘l/\.../\dﬁix\.../\dIEn: (—1)1_1a—idl‘1A...Ad[L’n

Wegen v*dw = *dw = dw folgt also mit Fubini und Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechung

b;
/dw — et [ da = (—1)i-1// O quider ... &5, dey =

v Q Qi a;
= (—1)i_1/(f(x1,...,bi,...,xk) - f(xl,...,ai,...,x;c))dxl...d/fi...dxk
Qi
Wir berechnen nun [ w. Es ist
Oy
k k
Jo=en | fom [l = fane- [ahe
9y = ) 79 =t Qj Qj

Sei nun fiir 1 < j <k, m < 1: 9" = (73, ...,7}}) die Komponentenzerlegung.
Dann ist (7]")*w = (f oy )dyji ... Ad/fyj\”i aoondyf Nunist aber v = ¢, d.h.
Vi, o Ty ay) = ay fiir [

und
=a; firm=0

7;y ist konstant { — b, firm=1

Somit ist dyf% = 0 also (7]")*w = 0 fiir j # 7. Weiterhin ist dvj; = da; fiir [ # i, also

/“ZH)H /(%IW—/(V?)*W (D) (fort = for)dey...dms. .. day =

oy Qi Qi

:(—1)i_1/(f(x1,...,bi,...,:ck)—f(xl,...,ai,...,a:k))dwl...d/y;i...dxk
Qi
Damit ist der erste Fall bewiesen.

2. Fall
Sei nun vy beliebig. Wie oben sei ¢ : U — U die Identitdt. Dann gilt:

k
/dw _ /dw _ /7*(dw> Sat:z7 /d(’Y*W) 1.£all /7*w — Z(_l)]*l
y you v J=1

[ f)-

L L T
k k

= E (—1)7t /w— /w = g (—1)71 /w—/ :/w
- ! o W/ &
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27. Januar 2011

§21 Die L’-Riume, Fouriereihen

Sei f:R" — R.
f ist messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall punktweise
gegen f konvergiert.

Es gilt also insbesondere:
Ist f: R™ — R integrierbar, so ist f messbar.

Aber Messbarkeit von Funktionen ist eine lokale Eigenschaft, denn es gilt:

Sei f : R" — R. Dann ist f messbar genau dann, wenn fiir alle Quader ) € R" fo
messbar ist.

Beweis:
Die Richtung von links nach rechts ist trivial.
Sei also die rechte Seite erfiillt. Wihle dann eine Folge (Q;);cp
Quadern mit R" = |J @;. Wahle fiir jedes i € IN eine Folge (s )ren von Treppenfunktionen
i€EN
und eine Nullmenge A mit klim sig(x) = fo,(x) fir alle x € R™ \ 4.
c—> 00

von paarweise disjunkten

Wir kénnen o. E. annehmen, dass s;,(x) = 0 fiir z € R™ \ @;.
Setze nun A = |J A;. Dann ist A eine Nullmenge.
€N
k
Fiir k € N setze s, = > s Dann ist s;, eine Treppenfunktion, und es gilt klim si(x) = f(x)
=0 c—»00
fir alle x € R™ \ A. Also ist f messbar.

L]

Also ist auch jede lokal-integrierbare Funktion f : R™ — R messbar. Die Menge der mess-
baren Funktionen hat sehr gute Abgeschlossenheitseigenschaften. So gilt:

Seien f, g : R"™ — R messbar. Dann gilt:
(a) f+ gund f-g sind messbar
(b) Ist {x € R" | f(x) = 0} eine Nullmenge, so ist } messbar
(c) Ist I ein Intervall und h: I — R stetig sowie f[R"] C I, so ist h o f messbar.
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Beweis:

(a), (b) sind klar.

zu (c):

Sei etwa [ = [a,b) mit a,b € R.

Wiihle eine Folge ( fx),c von Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen f konvergiert. Wéhle
ein ¥’ € (a,b) und definiere f; : R® — R durch

~ fu(z) falls fi(x) € 1
Je(z) = a falls fy(x) <a
b falls fy(z) >0

Dann ist (ﬁc k) auch eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall punktweise gegen
kEN N
f konvergiert, und es gilt nattirlich, dass fi[R"] C I.
Setze nun hy = h o ﬂ Wegen der Stetigkeit von h konvergiert (f;gk> fast iiberall gegen
kEN

h o f. Setze schlieklich @ = [k, k|" und hy = hy, - 1g,. Dann ist (hy)
Treppenfunktionen, die fast iiberall gegen h o f konvergiert.

ren €ine Folge von

O

Sei f: R™ — R. Dann sind dquivalent

(1) f ist integrierbar

(2) f ist messbar und es existiert integrierbares g : R" — R mit |f| < g

Beweis:

(1) = (2) ist trivial. Wihle einfach g = | f].

(2) = (1)

Sei (fi)ren eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall punktweise gegen f konver-
giert. Wihle integrierbares g mit f < g und setze f; = min(fg,g). Dann ist f; zwar keine
Treppenfunktion mehr, aber fy ist integrierbar, |fx| < g und (fx), ., konvergiert fast iiberall

punktweise gegen f. Also ist nach Lebesgue f integrierbar.
Ist f beliebig, so erhédlt man, dass f*, f~ integrierbar sind und daher auch f = f* — f~

kEN

O
Seien f:R™ — R messbar und beschrankt und ¢ : R® — R integrierbar.
Dann ist f - ¢g integrierbar.
Beweis:
Sei ¢ € R mit |f| < ¢. fg ist messbar, und es gilt |fg| < ¢|g| und ¢|g| ist integrierbar.
O
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Sei (fx)yepn €ine Folge messbarer Funktionen, die fast iiberall punktweise gegen f : R" — R
konvergiert. Dann ist f messbar.

Beweis:

Sei zuerst |fy| < 1 fiir alle & € IN. Nach Satz 1 geniigt es zu zeigen, dass f - 1¢ fiir jeden
Quader () € R™ messbar ist. Sei also ) C R" ein Quader. Nach dem obigen Korollar ist dann
frlg fiir jedes k € IN integrierbar. Auferdem gilt |fi1g| < 1g. Aber (fi - 1g)ken konvergiert
punktweise fast iiberall gegen f - 1. Also ist nach Lebesgue f - 1 sogar integrierbar.

Sei nun fy beliebig. Sei h : R — [—1,1] eine injektive stetige Funktion. Dann ist nach
Satz 2 (h o fi)ken eine Folge messbarer Funktionen, die fast iiberall punktweise gegen h o f
konvergiert. Wegen |h o fi| <1 ist also nach oben h o f messbar.

Somit ist also nach Satz 2 f = h=' o (h o f) messbar.

Schlieflich noch zweil Konventionen:

Sei f : A — R", wobei A C R" Wir sagen, dass f messbar ist, wenn f4 messbar ist.
Auflerdem setzen wir

1£1ly = [1£all;

01. Februar 2011

Sei A C R™ messbar und p € R mit p > 1.

Sei dann £7(A) die Menge aller messbaren f : A — R, fiir die |f|” integrierbar ist.
(Es ist also nach Satz 3 £'(A) die Menge aller integrierbaren f: A — R)

Fir f € £P(A) setze

171, = | [ 1#ras
A

LP(A) ist ein Vektrorraum iiber R. Denn offenbar ist £7(A) abgeschlossen unter Skalarmul-
tiplikation. Weiterhin seien f,g € £P(A). Nun sind f 4 g und |f + g|” messbar. Weiterhin
ist |f + g” < (2max(|f],]g])? = 2F-max(|f|", |g|"). Also ist nach Satz 3 |f + ¢|” integrierbar
und daher insgesamt f + g € £P(A).

Wir wollen zeigen, dass || ||, eine Halbnorm ist. Offenbar ist fiir c € R und f € £P(A)

lerll, = [reras | = {1y [irrac) =i,
A A

Fiir die Dreiecksungleichung brauchen wir noch zwei Vorbereitungen.
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Lemma 5

1 1
Seien a,b > 0 und p,q > 1 mit — + — = 1. Dann gilt
p q

ab b

ab< — + —
p q

Beweis:
Es ist zu zeigen (durch einfache Substitution), dass fiir ¢ > 1

gilt. Nun ist dies richtig fiir ¢t = 1.
Differenziert man beide Seiten nach ¢, so gilt die Ungleichung fiir t > 1, denn

l.t%—lgl

p p
Hieraus folgt die Behauptung.

(Holdersche Ungleichung)

1 1
Seien p,q > 1 mit — + — = 1. Weiterhin seien f € LP(A) und g € £%(A). Dann ist
q

p
fg integrierbar und es gilt:
Fglly < I, - Nl

Beweis:
Seien o.E. [|f[|, und [|g][, ungleich 0.
Fir z € A gilt nach Lemma 5

p q
v U@Ll 1 (e 1 (o)
A, - Hglly = 2 \ A, g \ llgll,
Da die rechte Seite integrierbar ist und fg messbar ist, ist nach Satz 3 fg integrierbar.
Weiterhin ergibt sich aus () durch Integration

1 1 1 1
||fg||1 S p-/|f|pd$+ q-/|g|qdl’:—+—:1
1L, - Nlgll, = 2 111, J q-lgll J P q

Satz 7 (Minkowskische Ungleichung)

Seien f,g € £7(A). Dann gilt [|f + gl[, < [[f]], +[lll,-
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Beweis:
Fiir p = 1 ist dies klar.
. 1 P 1 1
Sei also p > 1 und setze ¢ = T = , so dass — + — = 1.
1— A 1 P q

Es ist dann p — 1 = 2. Also gilt fiir € L£P(A) AP e £a(A).
q

Wir erhalten nun

f+alP =1f+al lf+aP " <Ifl 1f+aP " +1gl |f +9

und es sind |f], |g] € £P(A), |f + 9" € £9(A).

Somit ist nach Satz 6

q + H{]Hp . H|f + g‘p—l

q

/lf+9pdl’ <1l - 11f + g™
A

q
= (11l + lsll) - { [ 15 + gz
A
Ist |f+ g| = 0 fast iiberall, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls folgt nach Division
1

durch (f \f +gpdx> ' die Behauptung.
A

|| ]I, auf £P(A) ist aber nur eine Halbnorm, denn es gilt:
|f1[, = 0 genau dann, wenn f = 0 fast {iberall
Wir 16sen dieses Dilemma, indem wir faktorisieren. Sei hierzu
N(A)={f: A= R| f =0 fast iiberall}
Sein nun

L£r(A)
N(4)

der Quotientenvektorraum nach diesem Untervektorraum. Die Elemente von LP(A) sind also
die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation ~,, definiert durch

LP(A) =

f ~p g genau dann, wenn f — g € N(A) fiir f,g € £P(A)

Setze [f] ={g | f ~p g}
Wir kénnen dann || ||, auf L”(A) definieren durch

1AM, = 1AL,

Dis ist wohldefiniert und liefert eine Norm auf LP(A).
Wir unterscheiden nicht wirklich zwischen £P(A) und LP(A) und schreiben f € LP(A) fiir
f:A— R statt [f] € LP(A).

Wir wollen zeigen, dass I”(A) ein Banachraum ist. Hierzu benétigen wir noch:
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Satz 8 (Fatou)

Sei (fi)en eine Folge integrierbarer Funktionen auf R", die fast {iberall punktweise
gegen eine Funktion f konvergiert. Es sei f, > 0 fiir alle & und die Folge ([ frdz)ren sei
beschréankt.

Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdxgliminf/fkdm

(= kleinster Haufungspunkt von ([ frd@)pen

Beweis:
Fir k, j € N setze gi; = min(fx, fit1, fr+; und definiere g5 : R* — R durch

ge(x) = inf{fi(x) | i = Kk}

Nach Levi ist gj, integrierbar, da (gx ;)jeny punktweise monoton fallend gegen g; konver-
giert. Sei ¢ eine obere Schranke fiir ( f fkdx)ke]N. Die Folge (gi),c konvergiert fast iiberall
punktweise monoton wachsend gegen f. Also ist nach Levi f integrierbar und es gilt

/fda:: lim /gkdxgc
k—o00

Da dies fiir jedes solche ¢ gilt, folgt die Behauptung.

03. Februar 2011

(Riesz-Fischer)

LP(A) ist ein Banachraum

Beweis:

Fiir p = 1 haben wir das schon gezeigt.

Sei also p > 1 und schreibe L? fiir LP(A). Sei (fi),c €ine Cauchyfolge in LP. Wir suchen
f & 17 mit Jim ||fi— fl, = 0.

Hierzu konstruieren wir zuerst einen Kandidaten f. Sei hierzu kg < k1 < ko < ... mit

1
pgﬁfﬁrallekai

<) e = S

Wir wollen zeigen, dass (fx,)icn fast iiberall punktweise konvergiert.
i—1

Schreibe hierzu fi, = fi, > (fa;or — fr;)- Setze nun g; = fi,., — fi,- Es geniigt zu zeigen,
j=0
dass ) g; fast iiberall konvergent ist, es geniigt sogar, dies auf jedem Quader @) € R" zu
7=0
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zeigen. Setze hierzu q = Ll Da 1g € £7 ist, gilt nach Satz 6, dass g; 1¢ integrierbar ist
p—

und ' '
/ S gito ) < S llgill - ltell, < Il
j=0 j=0 (*)

Nach Levi ist also ) g; fast iberall absolut konvergent. Somit konvergiert auch (fx, )i fast
=0

iiberall gegen einejFunktion f A — R. Wir zeigen nun, dass f € LP. Da alle f;, messbar

sind, ist nach Satz 4 auch f messbar. Weiterhin konvergiert die Folge (|f.|")icn fast iiberall

punktweise gegen |f|”. Wir wollen Fatou anwenden. Nun ist (|| f),[],)iew eine Cauchyfolge in

R und daher beschriankt. Nach Fatou ist also | f|” integrierbar und somit insgesamt f € LP.

Schlieflich zeigen wir noch, dass (fy,)ien beziiglich || ||, gegen f konveriert. Sei dazu i € IN.

Betrachte die Folge (|fk]. — [ p)j>i. Es gilt fir 5 > ¢

P> 0 p<(1
(%)

>0, /|fkj—fki

und (‘ Je, — f,fl ‘jzi konvergiert fast iiberall punktweise gegen |f — fi,|”. Nach Fatou folgt also

/|f_fki

Somit konvergiert also (f, )ien beziiglich || [, gegen f. Da aber (f)
Cauchyfolge ist, gilt dies auch fiir diese Folge.

‘fk'j - sz

dr = kaj — Jr,

Py 20+1)p

1
p
dr < 2P

ren beziiglich [| ||, eine

U
Falls (fy)e beziiglich || ||, gegen f konvergiert, so existiert eine Teilfolge von (fy),cy die

fast iiberall punktweise gegen f konvergiert.

Satz 10

Seip>1,LF = LP(R").
(a) Die Treppenfunktionen sind dicht in L?.

(b) Die stetigen Funktionen mit kompaktem Tréager sind dicht in L?

Beweis:

zu (a) Sei f € LP und ¢ > 0. Wir suchen eine Treppenfunktion h mit [|f —h|[, < e. Sei
hierzu zuerst f beschrankt mit kompaktem Trager. Da f messbar ist, gibt eine Folge
(M) e von Treppenfunktionen, die fast iiberall punktweise gegen f konvergiert. Sei
etwa |f| < ¢ und @ ein kompakter Quader derart, dass Tr(f) C @. Wir kénnen ohne
Einschrankung annehmen, dass |hy| < ¢ und Tr(hy) C @ gilt.
Dann gilt [hy, — f|” < (|he| +]f])P < (2¢)P-1g € £} und (|hg — f|”)ren konvergiert fast
iiberall punktweise gegen 0.
Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert also ||l — f|[] gegen 0, was das Gewiinschte
in diesem Fall liefert.
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Sei nun f € LP? beliebig. Fiir k € N setze Qy = [k, k] und
fr = min(max(f, —k), k) - 1o,

Dann ist f; messbar und beschrankt mit kompaktem Tréger, also fp € £P.

Weiterhin |f — fi|? < [f]F € £ und (|f — fr|")ren konvergiert punktweise gegen 0.
Nach Lebesgue konvergiert also auch ||f — fk,||§ gegen 0. Indem man den ersten Teil
auf f anwendet, folgt die Behauptung.

zu (b) Wegen (a) geniigt es zu zeigen:
Fiir jede Treppenfunktion h und alle € > 0 gibt es eine stetige Funktion g mit kom-
paktem Tréger, so dass ||[h — g|[, <e.
Wegen Dreiecksungleichung gentigt es dies fiir den Fall zu zeigen, dass h = 1¢ fiir
einen Quader (). Dabei konnen wir annehmen, dass Int(Q) # (), da sonst v(Q) = 0.

Sei ¢ > 0. Wiihle einen offenen Quader R mit Q C R und v(R) < v(Q) +ev. Man sieht
leicht, dass es eine stetige Funktion ¢ : R™ — R gibt, mit

gl Q=1 gIR"\R=0, 0<g-15<1

Dann gilt 0 < g —1g <1 — 1g und |g — qg|" < g — 1 denn

) 1
lo =1l < [ (1n - 1o)de < e
]

Von besonderem Interesse sind die Rdume L?(A). In diesem Fall ist die Norm || ||, durch ein
Skalarprodukt definiert. Wir kénnen némlich fiir f,g € L?(A) setzen:

(t9) = [ Foda

Nach Satz 6 ist fg integrierbar. Offenbar ist dann ( , ) ein Skalarprodukt, und es gilt
Al = VS 1)

L?*(A) ist also ein Hilbertraum, d.h. ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt, fiir den der
zugehorige normierte Raum vollstdndig ist. Man kann alles auf komplexwertige Funktionen
erweitern. Dabei definierten wir:

Ist AC R" und f: A — (, so ist f messbar (integrierbar) genau dann, wenn Re f und
Im f messbar (integrierbar) sind.

Ist soch ein f integrierbar, so setzen wir

A/fdx:A/Refdx—F/Imfdx

A

08. Februar 2011

Fiir p > 1, A C R™ messbar, sei dann £P(A, C) die Menge aller messbaren f : A — C fiir die
|f|” integrierbar ist. Fiir f € £P(A, C) setze

11l = | [ 1P
-\

74

Sl



LP(A, C) ist dann die Faktorisierung von £P(A,C) nach {f : A — C | f = 0 fast iiberall}.
Auf L?(A, €) haben wir ein Skalarprodukt definiert durch

(f9) = [ foe

wofiir gilt
1F1ly = VA F)
L*(A, C) ist also ein (komplexer) Hilbertraum.

Wir untersuchen neu Hilbertraume. Sei also V' mit dem Skalarprodukt ( , ) ein reeller oder
komplexer Hilbertraum. Die Norm || || sei definiert durch ||z|| = v/(z, z).

Eine Familie (e;);es aus V ist ein Orthonormalsystem (ONS), wenn fiir alle &, j € J gilt

(e, ex) = 1 fallsj =k
DERET 0 falls § £k

Beispiele:

(1) Sei I =[0,27] und V = L?*(I,C) mit dem etwas modifizierten Skalarprodukt
(f.9) =5 [ 2nfgd
yg) = Gy mjgar
0

Fiir k € Z definiere fy : [ — C durch fi.(t) = €** Dann ist (fi)rez ein ONS.
1 27 ] ) 1 27 ) .

Dann ist es <fk:7fe> — 2_ f ethto—ilt 44 — 2_ f ez(k—l)tdt _ { 0 fir k& 7é [ Denn es ist
T

) T 1 fiir k=1
12w o] 0 fiir k # 1
— ikt ,—i _ k=0t 3+ —
<fk’ fl> 2 “Of eemtdt 2 {6 dt 1 firk=1

(2) Sei I =10,27] und V = L?*(I) mit dem etwas modifizierten Skalarprodukt

27
mm=%/mm
0

1
Dann ist (E, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, sin 3x, cos 3z, ... ) ein ONS.
eit 4 it
Dies rechnet man leicht nach, indem man z.B. benutzt, dass cost = — und
it _ it
sint =
21

Das folgende Lemma ist ein Ergebnis aus der linearen Algebra.
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Lemma 11

Seien ey, ..., e, orthonormale Vektoren in V und sei W der von ey,...,e, aufge-
m

spannte Untervektorraum. Fir f € V setze Py (f) = > (f,e;)e;. Dann gilt fiir alle
j=0
fev

(a) f—Pw(f) LW (dh. {f — Pw(f),g) =0 fiir alle g € W)

(b) ||f — Pw(f)|| = min{||f —g||} | ¢ € W} und Pw(f) ist der einzige Punkt in W, in

dem dieses Minimum aufgenommen wird.

Beweis:

zu (a) (f — Z()(ﬂ ej)ej en) = (foex) — (f,en) (e, ep) =0fir 0 <k <n

zu (b) Firge Wgilt f —g=(f — Pw(f))+ (Pw(f) — g). Also gilt nach (a)
—

ew

f=gll> = lf = Pw(HIF +11Pw(f) — gl

Hieraus folgt die Behauptung.

Konvention

Eine Reihe Y fi ist die Folge ( > fk> der Partialsummen. Ist >  fi konvergent,
meN

k=—00 k=—m k=—o00

o0
so bezeichenn wir mit Y fx auch den Grenzwert.
k=—00

Sei nun (e;);e s ein ONS in V, wobei J = N oder J = 7. Sei f € V.

Wir untersuchen die Frage, ob es eine Reihe ) aje; (a; Skalare) gilt mit f = > aje;. Da
jed jed

das Skalarprodukt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung stetig ist, gibt es nur einen

Kandidaten fiir solch eine Reihe, der ist f = ) aje;, so gilt fir k € J
jed

(frer) = ( 2o ajej,er ) = > ajlej, ex) = ar(ex, ex) = ay

jed jed
Dies motiviert die folgende Definition.
Fir f € V sei die Fourierreiche von f beziiglich (e;);e; definiert durch

F(f)=> (fepe

jeJ

Die (f,e;) heifsen die Fourierkoeffizienten von f. Mit F,,(f) bezeichnen wir die m-te Parti-
alsumme von F(f).
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Sei (ej)jes ein ONS im Hilbertraum V. Fiir f € V gilt dann
(a) S 1(f, e <If])? (Besselsche Ungleichung)
jeJ

(b) Die Fourierreihe F(f) ist konvergent.
(¢) Die Parsevalsche Gleichung 37 [(f, ¢;)|* = || f]|* gilt genau dann, wenn F(f) = f, d.h.

jed
wenn die Fourierreihe von f gegen f konvergiert.

Beweis:

zu (a) Fiir m € IN sei W,,, der von {e; | j € J,|j| < m} aufgespannte Untervektorraum. Dann
ist mit der Notation von Lemma 11 Py, (f) = Fn(f) und nach Lemma 11

AP = 1FDIF + 11 = Fa(DIF = [1Fa(HIF
woraus (a) folgt.

zu (b) Nach (a) konvergiert 3 |(f, e;)]>. Somit existiert fiir alle € > 0 ein mq mit
jes

IF(f) = Fu(HI? <e Vi,m>mg

Somit erfillt F(f) die Cauchybedingung und ist daher wegen Vollstandigkeit von V'
konvergent.

zu (¢) Nach oben gilt:
AP = IFn(HIF + 11 = FnDIP

Hieraus folgt die Behauptung.

10. Februar 2011

Schliefilich noch eine weitere Definition:

Sei (e;)jes weiterhin ein ONS in V' wie oben.
Sei W der von {e; | j € J} aufgespannte Untervektorraum von V.
Dann ist (e;);e; vollstéindig, wenn W = V.

Sei (ej)jes ein vollstandiges ONS im Hilbertraum V., wobei J = N oder J = Z.
Dann konvergiert fiir jedes f € V' die Fourierreihe von f gegen f.
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Sei W der von {e; | j € J} aufgespannte Untervektorraum und fiir m € IN sei W, der
von {e; | 7 € J,|j| < m} aufgespannte Untervektorraum. Sei f € V und € > 0. Wegen
Vollstéandigkeit existiert dann g € W mit ||f — g|| < e. Dann existiert mg mit g € W,,,. Sei
nun m > myg. Dann ist auch g € W, und somit gilt nach Lemma 11

Hf*fm(f)H S Hf*gH <e€

Wir wenden dies auf unsere zwei fritheren Beispiele an:
Sei also I = [0, 27] und wieder V' = L?*(I, C) mit dem etwas modifizierten Skalarprodukt

(9) = 5= [ fads
0

Fiir k € 7 definiere f;, : I — € durch fi(t) = €. Dann ist (fi)rez ein ONS in V. Wir
wollen zeigen, dass (fx)rez vollstindig ist.

Sei hierzu W der von { f | k € Z} aufgespannte Untervektorraum. Weiterhin sei S die Menge
aller stetigen Funktionen von I nach € mit h(0) = h(27). Nach Analysis 2 ist S C W. Aber
nach Satz 10 (b) (etwas modifiziert) ist S dicht in V, d.h. S = V. Somit ist W = V. Also
ist (fx)rez vollstdndig. Somit konvergiert fiir alle f € V die Fourierreihe von f beziiglich

(fr)rez gegen f (in V1)
Wir schreiben noch einmal hin, was dies explizit bedeutet:

Sei f € L*(I, Q). Fiir k € Z setze

2

1 .
ap = —/fe_““tdt
2m

0

Dann konvergiert die Reihe Y aze™™ beziiglich || ||, gegen f, d.h. es gilt

k=—o00
2w m 2
: _ ikt _
Til_rgo (@) Z age dt =0
0 k=—m

1
Analog zeigt man, dass das ONS (ﬁﬁin X, Cos x, sin 2x, cos 2, . > vollstandig ist (im
modifizierten L*(1)).
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Schlieflich behandeln wir noch die Frage, wann im obigen Fall die Fourierreihe von f punkt-
weise oder sogar gleichmékig gegen f konvergiert. Dabei setzen wir f 2m-periodisch auf
ganz IR fort.

Sei f: R — C 2m-periodisch.
f ist stiickweise (stetig) differenzierbar, wenn es eine Unterteilung 0 = ap < a3 < -+ < a, =
27 von [0, 27| gibt, so dass fur k <r f | [ag, ar41] (stetig) differenzierbar ist.

Sei f: R — C eine stetige 2m-periodische Funktion, die stiickweise stetig differenzierbar ist.
Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichmékig gegen f.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass die Fourierreihe von f gleichméfig konvergiert. Denn ist dann ¢
der punktweise Limes, so folgt, dass f = ¢ fast iiberall ist, da ja die Fourierreihe von f auf
[0, 27] beziiglich der || ||, gegen f konvergiert. Sei > axe™** die Fourierreihe von f. Da

k=—0oc0
oo

4 et |OO < |ag| + |a_g| gilt, geniigt es zu zeigen, dass Y. |ax| beschrinkt ist.

| ‘ake
k=—0o0

Nach Voraussetzung ist f’ stiickweise stetig, und daher
oo
1" 1[0,27] eine Fourierreihe Z a, ekt
k=—00

Dabei gilt

2

27
2ma), = /f’(t) cemM At = f(t) - e_ikt’?r + ik/f(t)e_ikt dt = 2mikay,
0 0

Somit gilt fiir k # 0
B T A |
|ak|:|%|'|—’§§ |aj, T2

1
(da uv < §(u2 + v?))

1
Aber 3 |a,|” ist nach der Besselschen Ungleichung konvergent und 3 — ist konvergent.

2
keZ, kez K
U
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