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Lemma 1. Sei U ⊂ Rn offen, a ∈ U und seien f , g: U � R partiell differen-

zierbar in a. Dann Di(fg)(a) = f(a)Dig(a)+ g(a)Dif(a).

Proof. Sei e14 (1, 0,� , 0), e24 (0, 1,� , 0), ..., en4 (0, 0,� , 0, 1) die kanonische

Basis von Einheitsvektoren in Rn. Dann

Di(fg)(a)= Lim
h� 0

(fg)(a + hei)− (fg)(a)

h
=

Lim
h� 0

f(a +hei)g(a + hei)+ f(a + hei)g(a)− f(a +hei)g(a)− f(a)g(a)

h
=

Lim
h� 0

f(a +hei)g(a + hei)− f(a + hei)g(a)+ f(a +hei)g(a)− f(a)g(a)

h
=

Lim
h� 0

f(a +hei)(g(a + hei)− g(a))+ g(a)(f(a + hei)− f(a))

h
=

Lim
h� 0

f(a +hei)(g(a + hei)− g(a))

h
+

g(a)(f(a + hei)− f(a))

h
=

Lim
h� 0

f(a+ hei)
(g(a + hei)− g(a))

h
+ g(a)

(f(a + hei)− f(a))

h
=

Lim
h� 0

f(a+ hei)
(g(a + hei)− g(a))

h
+ Lim

h� 0
g(a)

(f(a + hei)− f(a))

h
=

f(a)Dig(a)+ g(a)Dif(a). �

Lösung Aufgabe 1.

Auf der Andereseite

∇(fg)(a)= (D1(fg)(a),� , Dn(fg)(a)) =
Nach Lemma 1.

(f(a)D1g(a)+ g(a)D1f(a),� , f(a)Dng(a)+ g(a)Dnf(a)) =

(f(a)D1g(a),� , f(a)Dng(a))+ (g(a)D1f(a),� , g(a)Dnf(a))=

f(a)(D1g(a),� , Dng(a))+ g(a)(D1f(a),� , Dnf(a))=

f(a)∇g(a)+ g(a)∇f(a).
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Lösung Aufgabe 2.

△(fg)(x)=
∑

i=1

n
DiDi(fg)(x) =

Nach Lemma 1.

∑
i=1

n
Di(f(x)Dig(x) + g(x)Dif(x)) =

∑
i=1

n
Di(f(x)Dig(x))+

∑
i=1

n
Di(g(x)Dif(x)) =

Nach Lemma 1.

∑
i=1
n (f(x)(DiDig(x))+ Dig(x)Dif(x)) +

∑
i=1
n (g(x)(DiDif(x)) + Dif(x)Dig(x))=

f(x)
∑

i=1
n (DiDig(x) +Dig(x)Dif(x)) + g(x)

∑
i=1
n ((DiDif(x)) +Dif(x)Dig(x)) =

f(x)△g(x) +
∑

i=1

n
Dig(x)Dif(x) + g(x)△f(x) +

∑
i=1

n
Dif(x)Dig(x) =

f(x)△g(x) + g(x)△f(x)+ 2
∑

i=1

n
Dig(x)Dif(x) =

f(x)△g(x) + g(x)△f(x)+ 2f ′(x) · g ′(x).

Lösung Aufgabe 3.

f(2π)− f(0)= (cos 2π, sin 2π)− (cos 0, sin 0)= (1, 0)− (1, 0) = (0, 0).

Auf der andere Seite, f ′(ξ) · 2π = (− sin ξ, cos ξ)2π � (0, 0) für alle ξ ∈ [0, 2π].

Lösung Aufgabe 4.

Sei δ > 0 und x, y ∈Uε(a) beliebig mit ‖x− y‖<
δ

K + 1
.

Dann [x, y]⊂Uε(a) und für M 4 sup {‖f ′(ξ)‖ |ξ ∈ [x, y]}6K es gilt

‖f(x)− f(y)‖ 6
Schrankensatz

M ‖x− y‖6M
δ

K + 1
<δ.

Also f ist gleichmässig stetig.
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