UDWIG-

LMU MAXIMILIANS- Glattung Normerhaltung beim Gliatten Konvergenz beim Gldtten Satz von Meyers und Serrin

UNIVERSITAT

[e]e]e} 0000 [e]e]e} 0000

Glatte Approximation

Marc Syvari
LMU Miinchen

Hittenseminar WS 14/15

Mare Syvari Glatte Approximation

1/15



Glattung
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Glattender Kern

Eine C*-Funktion 1 : RY — [0, 00) mit

e supp(n) C Bi1(0)
o fRd ndx =1
heilt glattender Kern (Mollifier).

Kanonische Mollifier:

0 ansonten

wobei ¢ € (0,00), so dass [pgndx = 1.
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Glattung/Regularisierung

Sei Q C R? offen. Sei u € LL () und n € C§°(R) ein glittender Kern auf
RY. Die Faltung v, := uxn. : Q. — R:

o= [ nx—2)u(z)dz = [ PRCCERCLS

heiRt Glattung (oder Regularisierung) von u mit Radius € > 0.

Dabei ist

° n:(x) = e 9 (5)

&

o Q.= {x € Q;dist(x,002) > e}
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Glattungssatz

Vu € L} (Q2) und Ve > 0 ist u. € C§°(R).
Sei v € N¢ und u besitze eine ~-te schwache Ableitung, so gilt:

8u. = (87u).

Beweis:

& ue(x) = /Q u(2)(00ne) (x — 2) dz
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Glattungssatz

Vu € L} (Q2) und Ve > 0 ist u. € C§°(R).

Sei v € N¢ und u besitze eine ~-te schwache Ableitung, so gilt:
u. = (0"u).

Beweis:

00.() = | u(z)(Ogn)x ) ¢z

w/ )(627:) X_zdz—/m 2)1e(x — 2) dz = (9" u)e(x)
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Normerhaltung beim Glatten
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Normerhaltung beim Glatten 1

Seien w € Q und € > 0. Dann ist w® die duRere Parallelmenge.

w® = {x € RY; dist(x,w) < €}

Dann gilt:
ue LR (Q) mit pe[l,00] = u. € L, () mit der Abschatzung

HUaHp;w < ||U||p;wE

falls € > 0 klein genug, dass w® € Q ist.
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Beweis (1)
Seix € w €Qund u e L} _(Q)
[ ] p = 0
10 ()] < [ullsoie / e = 2) o=

.p:l

ol < [ [ netx = 2)lu(a)] dzax =
/ </w X_Z)dx>|U(Z)|d2</walu(z)|dz
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Normerhaltung beim Glatten
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Beweis (2)

Sei u € LP(Q2) mit 1 < p < oo. Fiir ein fixiertes x € w € Q mit dem Mal
px () — [0, oo] definiert durch

tx(A) == /Ang(x—z) dz

folgt mit der Holder-Ungleichung:

el = [ | [ net—2ut@roz] ax= [ | [ 1-at2)data

< [(] 1P dint@)) o= [ ([ laPntx—2)oe) ox

wobei i (w®) =1 gilt. Der Rest folgt analog zu p = 1.

P
dx <
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Glattung Normerhaltung beim Glitten Konvergenz beim Glitten Satz von Meyers und Serrin
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Normerhaltung beim Glatten 2

o Ist u € WPK(Q) mit k € Ny, p € [1,00], so ist u. € WKP(Q.) und

el i < [lullkp0

o Ist u € CK(Q) mit k € Ny, so ist u- € CK(Q) und es gilt:

el ey < llullexa)
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Konvergenz beim Glatten
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Konvergenz beim Glatten 1
o Ist u € CK(Q) fiir ein k € N, so gilt
07 u, E—\—‘O—> oTu

lokal gleichmiaBig auf Q fiir alle v € N§ mit |y| < k.
o Ist u e L}, () mit einem 1 < p < o0, so gilt:
ue % 4 in Lh ()

AuRerdem gilt fiir p € [1, 0]

0 . .
Ug & u punktweise f.i. in §2
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Konvergenz beim Glatten
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Beweis

Sei u€ CK(Q), k € Ng und v € Ng mit |y| < k. Fiir fixiertes w € wp €
gibt es w® C wp mit € > 0 klein genug. Dann gilt fiir x € w:

07 ue(x) = O u(x)| =

/ Ne(x — 2)(0"u(z) — " u(x)) dz
B:(x)

< / D)~ ) e <

sup [Tu(y) — 97u(2)|

y,ZEWp;ly—2z|<e

Da 9"u auf dem Kompaktum @y gleichmaRig stetig, verschwindet das
Supremum fiir € \, 0.
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Konvergenz beim Glatten
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Konvergenz beim Glatten 2

e Ist ue LP(Q), p € [1,00), Q beschrankt und sei & die Fortsetzung von
u auf ganz RY, so gilt:

i 2% yin 1P(Q)
o Ist ue WSP(Q), k € No und p € [1,00), so gilt

loc

w % uin WP (Q)

AuRerdem gilt fir p € [1,00] , u € V\/,l;’cp(Q) und v € N¢ mit |y| < k

0 : ..
0" u, g) 0" u punktweise f.ii. in
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Satz von Meyers und Serrin
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Globale Approximation von Sobolev-Funktionen

Sei k € Ng und 1 < p < oco. Dann gilt
e Zu jedem u € W,l;’Cp(Q) gibt es eine Folge (um) C C3°(2) mit
um 2% 4 in WEP(Q).

loc

o C®(Q) N WHkP(Q) liegt dicht in WHP(Q), d.h. zu jedem
u € WkP(Q) gibt es eine Folge (um) C C°(Q) N WHP(Q) mit

Um =% u in W5P(Q)
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Satz von Meyers und Serrin
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Beweis

(wm) kompakte Ausschdpfung von Q mit wy, € wm1 Vm € Ny.

frn € C°(RY) mit £, = 1 in @y, und supp(fm) C wWmr1

3(em)  (0,00) mit [l — tll sy < &
fmuz,, auf wmi1
0 auf Q \ Wm+1

Fiir fixiertes w € Q Imp € N mit w € wp,, so dass Ym > myq gilt:

Betrachte u, = {

1
|um — UHk,p;w < lum — UHk,p;wm = ||ue,, — UHk,p:wm < m
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Satz von Meyers und Serrin
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Satz von Meyers und Serrin

Betrachte nun die Vervollstindigung H*P(Q) von C*°(Q) (N W5P(Q):

o Nach Konstruktion ist H*P(Q) ein Banachraum.
o C®(Q) N WkP(Q) liegt dicht in WkP(Q)

= HkP(Q) ist isometrisch isomorph zu WP(Q).
(Satz von Meyer-Serrin)

kurz: H=W
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Satz von Meyers und Serrin
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Beispiel

Seien Q C RY offen, u € W(Q). Dann gilt:
Ist w C Q ein Gebiet und ist Vu = 0 f.i.in w, so ist u f.i. in w konstant

Beweis: Sei B @w, € >0, so dass B® € w. Dann gilt:
o Vu(x) = [gne(z — x)Vu(z )dz—OjugzcseRin B¢
;xfB|c£—u|dxﬁ>o = 2 f udz
o fB‘u—fBudz‘dxg
Jglu—c|dx+ LYB)|cc. — fgudz| —= S,

Verallgemeinerung von Billen zum gesamten Geblet w durch Widerspruch
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