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MU £ Lagrange-Projektion

Definition

Fiir normierte Rdume X und Y gilt:

L(X,Y):={A: X — Y| Aist stetig und linear}

|| Ax||y
1A= 1Al vy = supeex\fo) T ™

Fiur normierte Raume X,Y bedeutet
X =Y,

dass X in Y linear und stetig eingebettet ist.
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LMU Lagrange-Projektion

Folgerung 3.28
Es sei G C R" ein beschrianktes konvexes Gebiet, k, m € Ng, p, g > 1, sowie

E.l € L(H*'YP(G), H™9(G))

| ist der Interpolations- Operator, der Px(G) invariant |asst:
Is = s(s € Px(G))
= 3 ¢, sodass Yu € Hk1P(G) gilt:

||Eu — lul|yma(cy < clulpriia(c)
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wichtiger Hilfssatz

’Ll\nu;':“

Se| T ein n-Simplex, k € N. Vp € P, (T) mit
= (igy -y in) € NgTH £ = (. ) gilt:

»\*

II

»\&

i
k

= p € Px(T) ist eindeutig durch seine Werte auf dem Lagrange- Gitter
k-ter Ordnung bestimmt.

n n
m
Gk(T) = {X = Z)\jaj\)\j € {?\m =0,..., k},)\j > 0; Z/\j = 1}

Jj=0 Jj=0
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MMMMMMM

— Gy, G sind affin dquivalent wenn:
T invertierbare affine Abbildung x = F(y) = Ay + b(x,y € R"),
sodass Gy = F(Gp) ist

Satz 3.29

Seien Gy, Gy € R" offen, beschrinkt und affin dquivalent, m € Ny,

p € [1,00]. Dann gelten fir u € H™P(Gy) und v(y) = u(F(y)), (y € G2)
die Abschitzungen
_1
VIpme(Gy) < cil Al™[detAl” »ulyme(gy)

1
|ulpmo(Gy) < 2l A7H™|detAl? |v] me(cy)
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wiwe  Bewelsskizze von Satz 3.29

0.B.d.A ue C™(G)NH™P(G),v € CT(Gy) N H™P(Gy)

Vyj()/) = 27:1 Ux,-(F(Y))Aij
durch vollst. Induktion fiir |a| = m:
[Dv(y) < ... < c(m,n)|A™ 32 51 [(DPu) o Flie(cy)

durch Integration und die Transformationsformel fiir p < oo gilt:

1D%V][1r(G,) < c(m, )| AI™ 3 51— [1(DPu) © Fl|o(6y)
1
[(DPu) o Fllis(ay) = ([, [(D7u)(x)|P|detA~t|dx)

_1
= |detA|”»||DP ul| 1o(cy)
— Zusammen folgt der Satz.
— Fiir die zweite Abschitzung ersetze A durch A~1
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MMMMMMM

o s-dim Simplex: T = {x € R"|x =377 ;)j3;,0 < \;, 37 o\ =1}

® Durchmesser: h(T) = max{|aj — ak||(j,k=0,...,s)}
e Inkugeldurchmesser: p(T) = 2sup{R|Br(x) C T}

Folgerung 3.30

Unter den Vorraussetzungen des letzten Satzes fiir

u(x) = u(F(x)) (x € To)
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Satz 3.31
Sind k, m € Ny, p,q > 1 so, dass die Einbettung

H*LP(To) — H™9(Ty)

besteht und sind Iy, | € L(H**1P(Ty), H™9(Tp)) Interpolationsoperatoren.
So folgt fiir

(luyo F = Ip(uo F)
die Fehlerabschitzung

I < co(T)™| T|a~ o h(T)kH1-m
lu— lulpymacry < co(T)™|T] (T) |ulprrie(T)

< co(T)™ "m0 =5 (TG u) oy
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’LMU,:'IU Beweisskizze von Satz 3.31

Existenz des Interpolationsoperator / auf T ist klar

Mit v € H*t1P(T) und Satz 3.29:

Ju = ul gy < C]A 7| detA[s|(u — hus) o Flyma(ry)

Nach Def. von I, mit sp € Px(To) und der Einbettungskonstanten
||Eol| folgt:

< c]AYm|detA| (|| Eoll + [110]1)]5 — u © Flpersnir

Nach Riicktransformation gemall Satz 3.29 und dem Hilfssatz gilt:
S ep(T) ATV T ul et

Mit cp(T)" < |detA| < ch(T)" und o(T) = 234 folgt:

= ..<cp(T)""h( T)k+1+"(%7%)\u\Hk+1,p(T) falls p > g

— < cp(T)" G (T uf oy falls p< g

= Zusammen folgt der Satz
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Satz 3.33
Sei G C R”" offen, beschrankt und durch 7 zulissig trianguliert. Weiter sei
Xp = {up € CUG)|up|T € PR(T), T € T}

Fiir den Lagrange-Interpolationsoperator
lueP(T), lu=u auf G,(T), Te€T,
fiir den Fall H?>P(G) < C°(G) gilt die Interpolationsabschitzung:
m ps+1=m)

]u = /U‘Hm,p(G) <qo U‘H5+1,p(G) fir m € {0, 1}

fiir den Fall HLP(G) — C°(G) gilt:

lu— lu[pgmp(c) < C2O'mh17m|u|H1,p(G) fir me {0,1}
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Beweisskizze von Satz 3.33

u

M
u
M

’LMU

e Existenz des Interpolationsoperators /: Mit einem Hilfssatz und der
Einbettung H*P(G) — C°(G), denn wegen der Einbettung ist die
punktweise Interpolierende wohldefiniert,
lu(x) = 3771 u(3)$;(x) und invariant auf P(T) fiir T € 7

e Interpolationsabschatzung:
|u— lu|,’f,,,,,p(G) => e lu— /U|Zm,p(T)v (weiter mit Satz 3.31)
< ¢ Xres o(T)™Ph(T) PP,
< Camph(s+17m)p|

(T)
U|Zs+1,p(c)
o zweiter Fall geht wegen g > n und damit H-9(G) < C°(G) analog
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