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Bitte schalten Sie Thr Mobiltelefon aus und legen es nicht auf den Tisch. Es ist erlaubt, eine
selbst erstellte, beidseitig per Hand beschriebene A4-Seite in der Klausur zu benutzen sowie
einen nicht-programmierbaren Taschenrechner. Losen Sie bitte jede Aufgabe auf dem dafiir
vorgesehenen Blatt. Falls der Platz nicht ausreicht, vermerken Sie dies am unteren Ende des
Angabenblattes der entsprechenden Aufgabe und schreiben den Rest auf die Riickseite oder auf
eine von uns ausgehéndigte leere Seite (hinten an der Klausur héngen schon zwei leere Seiten).

Sie haben 105 Minuten Zeit, um die Klausur zu bearbeiten.
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Aufgabe 1 (2,5) Punkte
Zeigen Sie, dass fiir alle f € L*(R") gilt

1915 = | Tt (1] > 1)) de

wobei A" das n-dimensionale Lebesguemaf ist.
Begriinden Sie Thre Schritte.

Losung zu Aufgabe 1

115 = [ 1r@P s
- [ 1P o
[
[ oottt

/ / QtX{‘f(z >t} (t l’) dx dt Fubini

oo

Wir rechnen

2w\ ({|f(z)| > t}) dt

I
S—3

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 2 (3,5) Punkte

Wir betrachten die durch

@ :(0,1) x (0,47) — R?,
7 COS
(ryp)— | rsing
®.
parametrisierte Helikoide. Bestimmen Sie den Fla- - j,,,-,-,-/'}/}/"““mm
cheninhalt. e ////////
Losung zu Aufgabe 2
Es gilt
Ccos ¢ —rsingp
(0,D)(r, ) = | singp |, (0,D)(r, ) = | rcose
0 1.

Damit folgt
o0 = ({gaae maa) 9=(0 4
Damit konnen wir die Flache berechnen durch
/ o) = | Vastai e dir.
:/01/04W\/md90, dr
—ir [ e Tdr
= 4ﬂ[%rm + % arcsinh(r)]
_ 4ﬂ(g¢§ Iz~ 1>>

Das letzte Integral kann mit Substitution sinh oder mit partieller Integration hergeleitet werden!

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zuséatzlichem Blatt.
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Aufgabe 3 (2) Punkte
Seien Aj;, Ay zwei o-Algebren iiber X und sei f : X — Y. Zeigen oder wiederlegen Sie:

(a) A; UA,; ist eine o-Algebra tiber X.
(b) f(A):={f(B) : B € A} ist eine o-Algebra iiber Y.

Losung zu Aufgabe 3

Nur Antworten mit Begiindungen geben Punkte.

(a) Nein. Sei zum Beispiel X := {1,2,3} und A; := {0,{1},{2,3},{1,2,3}} und A, :=
{0,{2},{1,3},{1,2,3}}. Dann sind A; und A, o-Algebren. Es gilt {1}, {2} € A; U As.
Aber {1, 2} ¢ Al U ./42.

(b) Nein. Sei zum Beispiel X := Y := R, A := P(X) und f(z) := 1. Dann ist f(A) =
{0,{1}}. Dies ist keine o-Algebra, da R = (F ¢ f(A).

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 4 (4,5+1,5) Punkte
Betrachten Sie das von @ > 0 abhéngige Integral

o 1 _
J(a) = / Me_x dz.
0 x

(a) Zeigen Sie, dass J differenzierbar auf [0, 00) ist und berechnen Sie J'(«).
(Es kommt eine relativ einfacher Bruch fiir J'(«) heraus.)

(b) Bestimmen Sie nun J(«) mittels Teil (a).

Losung zu Aufgabe 4
Sei

1 —cos(ax) _,
= ——"¢

g(Oé,.Z‘) = T
fir alle « > 0 und = > 0.

(a) Offensichtlich ist g(«, x) nach « differenzierbar fiir x > 0 und

(0a9)(a, z) = sin(az)e”

Damit ist J(«) als Parameterintegral differenzierbar, wenn wir eine von o — o unab-
héngige Majorante von (0,9)(a, z) finden

Es gilt
|(Gag) (e, )| < €7 € LY((0,00)).

Also ist J differenzierbar und es gilt
J () :/ (0ug) (v, x) dx :/ sin(az)e™* dz.
0 0

Es gilt

00 eia:c _ efiax
J()= | ————e"d
(o) /0 5; e *dx

1 [~ . -
e(wc—l)x o e(—wc—l)a: dr

1 e(ia—l)x e(—ia—l)x T=00
_Z[z’a—l - —z’a—1L:0

1 1 N 1
2 ia—1 —ia—1

1 wa+1+ia—1

2i (i — 1)(—icv — 1)
«Q

a?+1




(b) Da J stetig ist, gilt nach dem Hauptsatz

J(a )z/ J'(t)dt + J(0)
/ dt  daJ0)=0
0
[, w

1
{ 1nt2+1]
1
2

In(a? + 1).

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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(Extrablatt fiir Augabe 4)

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 5 (2+2,5) Punkte
Sei f : [-m,m] = R, t—t.

(a) Berechnen Sie die Fourierreihe von f in der Form f(t) = =37, ; cxe™.
(b) Bestimmen Sie 3", |cx|” und folgern Sie hieraus den Wert von > 3 | =

Losung zu Aufgabe 5

(a) Wir berechnen fiir k € Z

Dies ergibt

und fiir £ # 0

e—ikt m s e—ikzt
({t : k:] — / T dt) partielle Integration
—ik | __ I

(b) Es gilt

Z|ck|2: %z@rZ%.

kEZ kEZ\O k=1

Da f + (cg)x eine Isometrie von L?((—m, 7)) nach ¢*(Z) ist, gilt

2 2
Z |Ck‘ = HfHLQ((fﬂ,ﬂ'))

keZ
= / 2 dt
—T

Daraus folgt
=1 1 , 1
>l =5
k=1 keZ

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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(Extrablatt fiir Augabe 5)

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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Aufgabe 6 (3+1) Punkte

Sei ¢ € C§°(R") (glatte Funktionen mit kompakten Tréger), wobei ¢ nicht die Nullfunktion
ist. Fiir € > 0 definiere ¢. € C§°(R™) durch ¢ (z) := ¢ "p(z/e).

(a) Bestimmen Sie [|¢c[|, in Abhingigkeit von e und |||, mit p € [1, o0].

(b) Bestimmen Sie lim._g |||, und lim._ ||¢e]]5-

Losung zu Aufgabe 6

(a) Da ¢, und ¢ stetig gilt
[l = sup |pe(z)] = sup e "|pe(z/e)] = "0l -
TER™

reR™

Fir 1 <p < oo gilt

o= [ leda)l do
RTL
— / ‘5_”gp(x/5)‘pdx
Rn
= / ‘6_”90(y)’p5” dx Substitution y = /e also dr = "dy

1) [ () ds

= "7,
Also gilt
lgell, = "7 llgll,.
(b) Es folgt

. . _n
lim [, = lim ™% g, = oo,

lim [|ipc ]|, = lim e~ ]|, = 0.
£—00 £—00

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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(Extrablatt)

O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.
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O Ankreuzen, falls Rest der Losung auf Riickseite oder zusétzlichem Blatt.



