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Operatoren vom starken und schwachen Typ

Definition: Es seien 1 < p, g < oo.
1. Sei T:LP(R") — L9(R"). T heilt vom starken Typ (p.q), wenn

I THllea < Allf[le, € LP(RT),

wobei A unabhingig von f ist.

2. Ein Operator T heillt vom schwachen Typ (p,q) < fiir jedes
a >0, fe LP(R"):

Are(@) = {x: |TF(x)| > a} < <A|’);||Ug>q,q< 00

Es gilt, dass jeder Operator vom schwachen Typ(p,q) auch vom
starken Typ(p,q) ist.

Carolin Freund| Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem 2/13



Operator T, Verteilungsfunktion, LP_Norm
oce 000 0000000

;
LMU i
i

Subadditiver Operator, Verteilungsfunktion und LP — Norm
Definitionen:

e T wie oben, dann heift T subadditiver Operator < V Funktionen
fi, f auf dem Definitionsbereich gilt:

[ T(h + R)(X)] < | TA(X)| + | TR(x)]

e Sei f eine auf R" definierte, messbare Funktion, dann ist die
Verteilungsfunktion \7¢(«) gegeben durch:

Are(a) = {x: |[f(x)] >a},a>0

e Fiir f in LP(R"),0 < p < oo gilt:

| FI2, = p /0 WP p(@)da a>0
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Der Satz von Fubini (1/3)

Sei f auf X x Y integrierbar und Vy € Y : f,)(x) = f(x,y) und N die
Nullmenge.

Dann ist die Funktion
f(x,y)dx, wennyeY \ N
Fly) = { b)) \
0, wenn y € N

tiber Y Lebesgue integrierbar und es gilt :

/)(erf(x,y)dx:/y/xf(x,y)dxdy
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Der Satz von Fubini (2/3)

Desweiteren gilt:

1. Vertauschungsregel:

/y (] fxndody = [( / F(x, y)dy )dx

2. Ist R" — R positiv und integrierbar, dann ist

M :={(x,y);x €eR",0 <y < f(x)} € R"

messbar und hat das Volumen

Vot1(M) = f(x)dx
Rn
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Der Satz von Fubini (3/3)

Zur Veranschaulichung:

Ist B der Teil des Kreises um den Ursprung mit Radius r im 1.Quadranten,

f(x,y) = x*? (x,y) € B.
Fiir das Volumen ergibt sich:

roo Ve 1 [ 3 2
/ (/ x3y?dy)dx = / x3(r? — x?)2dx
x=0 Jy=0 3 0

~ 105

falls B ={(x,y) :0<x<r,0<y <+r?—x?}

oder:

g oyt 3.2 L [T 5 o0 2 4
0( . X*y“dx)dy = o O(r —y)dy = —r
y= xX=

falls B ={(x,y) :0<y <r,0<x<+r?—y?}
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Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem

Sei 1 < r <ocound T ein subadditiver Operator:L(R") + L"(R") — R.
Wenn T sowohl vom schwachen Typ(1,1), als auch vom schwachen Typ(r,r)

ist, dann ist T auch vom starken Typ(p,p), Vp mit 1 < p < r. Das heift
| Tfllr < Al|f]|1p, f € LP(R"),V1 < p < r.

— Ziel: geeignetes A finden, damit die Ungleichung erfiillt ist.
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Beweis (1/5)

1.Fall:r < oo

f € LP(R"). Wir zerlegen f zur Héhe a > 0: f = f{ + f; :

f(x) = f(x) falls |f(x)| >«
o, falls |f(x)| < a

— « fungiert als untere Schranke

£ (x) = f(x) falls|f(x)] <«
7 o, falls |f(x)| > a

— « fungiert als obere Schranke
— f € LY(R") und £, € L"(R")
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Beweis (2/5)

Anwendung der Verteilungsfunktion zur Abschatzung der LP-Norm von Tf:

[ TECO) < [TAK)] + [TH(x)]

= {x:|Tf(x)| > a} C{x: |TA(X)| > a/2} U{x: |Tf(x)| > a/2}
= Are(@) < Arg (5) + A7 (5)

Abschifjtzung i£jber )\Tf(a) < <2A1 ’ ’fl HLl > 1 i <2Ar‘ | ﬂ‘ ’[_r > r

schwachen Typ (0} o

® ({j‘;)l [, e (P2) [ s

) Wl = ( [ 160 dx>;

Carolin Freund| Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem 9/13




Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem
[e]e) 000 000e000

’LMU
Beweis (3/5)

TP < p(2Ar) /0 Caplgl / £ dxda

[f|>a

+p(2A) / Pl " / IF(x)|"dxda
0 [f|<a

() 00
= p(2A1) \f(x)|/ aP~2dadx+p(2A,)" |f(x)|’/ P~ ldadx
R" 0 R" ()
P(2A:) p(2Ar)

= - fxpdx+/ f(x)|P dx
28 [ (e ax+ E22E [ e

241 p(2A)"\* /
<
STl < p (224 + 2220 [ 1)
A 11lLe

Carolin Freund| Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem 10/13



(e]e] [e]o]e} 0000@00

Anwendung des Satzes von Fubini

p(241) /0 Tar? /W 1£(3)|dxda: ()

1 falls |[f(x)] >«

Sei R"x(0, R und L y) =
¢ R7x(0, 00) = R und x(x,y) {o, falls |£(x)| < a

(x) = P(2A1)/Oooozp_2 /Rn|f(x)|x(x,a)dxdoz
" 2 [ 1F00] [ x(xsada? 2dads

()
—p(2A1)/ ]f(x)]/ aP~2dadx
R" 0
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Beweis (4/5)

2.Fall: r = 0
Seien a >0, f = 1 + f

00 = { f(x) falls |f(x)| > 55

0,  falls |f(x)| < 5
o) f(x) falls |f(x)| < 55—
oo\ X) = 0
0, falls |f(x)| > 54—

= | Thool| e < Asollfooll Lo SAszas =5

S x| TR > 33 =0

Carolin Freund| Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem 12/13



(e]e] [e]o]e} O00000e

’LMU
Beweis (5/5)

Das Marcinkiewicz Interpolations Theorem

Anwendung der Verteilungsfunktion zur Abschatzung der LP-Norm von Tf:

2A)||A 2A
Are(e) < Mg (=) +0 < CAVIIAN _ 1/ £ (x)| dx
2 a a Jif> e
S TP < p2A1) / aP-1g-1 / () dxda
0 1> @A)

- 2Ac|f(x)]
Fubini p(2A1)/ |f(x)] / aP~?dadx
Rn 0
— p(2A1) [ [F(0)] —2A8 + [F(x)|P~dx
RN p— 1

p
_ PRAY Pl
P — 1 Rn
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