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Definition: Schwache Ableitung

Sei u € L} () und « ein Multiindex. Existiert eine Funktion v € L} (),
so dass

/ pvdx = (—1)“'/ uD%pdx.
Q Q

Fiir alle ¢ € C2°(Q), so heisst v die schwache Ableitung und man schreibt:
v=D%.
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Definition Sobolev-Raum

Fiir p > 1 und k eine nicht negative ganze Zahl, wird der Sobolev-Raum
definiert mit:

WHkP(Q) = {u e LP(Q) : D%u e LP(Q),|a| < k}

Sei ok € R™ der Vektor von allen Ableitungen D mit || = k.
Der Raum WkP(Q) ist mit einer Norm ausgerichtet:

[|ul

oo (JOV¥ulP + ... + [u]P)dx)?  falls p < 0o
PR max{||VEullooy oo ||ulloo}  falls p = oo

Diese Norm ist gleichwertig zu >, < [[D%u|[p0

Manuela Schwarz Sobolev-Rdume und schwache Ableitung 3/12



Definitionen

[e]e] le] 0000000

’LMU
Beispiel: Die Betragsfunktion

|x| besitzt auf ganz R keine klassische Ableitung.
Auf R\{0} ist die Funktion

x|/ = -1 :x<0
Sl +1 x>0

die klassische Ableitung von |x|.
|x|" ist nicht mehr schwach differenzierbar, aber man kann sie im Sinne von

Distributionen ableiten.
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Definition eizelner Sobolev Raume

e Der Raum WO%P(Q) = LP(Q)
o Der Raum W°P(Q) ist der Abschluss des Raumes W2P(Q) beziiglich

der Norm des Raumes WP(Q), wo W2P(Q) die Menge von allen
Funktionen u € W1P(Q) mit kompakter Unterstiitzung in Q ist

e Der Raum W/;;:p(Q) ist die Familie von allen Funktionen u, so dass
ul Q € WhP(Q fiir jedes Q' cC Q..
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Zugehorigkeit zum Banachraum

Zeige: WKP(Q) und W, P(Q) sind Banachriume

Falls u € W,°P(RQ), dann ist die Nullerweiterung von u in W*P(R™).
Somit ist Wok’p(Q) ein geschlossener Unterraum von W*P(R™).

Bemerkung:
Man nennt solche Funktionen u € W*P(Q) stetig und beschrinkt, falls es

eine Funktion T gibt, so dass @ = u f.ii. und diese ebenfalls ein stetig
beschranktes Verhalten aufweist.
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Definition mollifier:
Sei ¢ eine glatte Funktion auf R” und n > 1, dann gilt:

20)() = [ ulx=y)ul)y

fir pe = e~"p(%)

Lemma:
Angenommen u € W1P(Q) und 1 < p < oo,
dann ist der Glattungskern wu,, erfiillt durch:

li — =0
fim [ — a1

wenn Q' CcC Q
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Beweis:

Da Q' ein beschranktes Gebiet ist, existiert dort ein g > 0, so dass
o < dist(Q',6Q)

Fireine <eg, x € Q und 1 <i < ngilt:

S0 =" [ Sty
= [ D)y
=6_”/§290(X;y)§;dy
~ (52).) 200
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Somit ist bewiesen, dass

ou. ou
() = (5
3, |13 — 32|17 = 11(52)e — 22117 — 0
Folgerung:

Falls 1 < p < oo, dann ist C2°() dicht in W,P(RQ).

Bemerkung:
Falls Q zusammenhingend ist, u € WP(Q),p > 1 und Vu = 0 auf Q f.ii.,
dann ist u zusammenhangend auf 2
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Definition absoluter Stetigkeit:

Eine reellwertige Funktion f heisst absolut stetig, falls fiir jede Zahl € > 0
eine Zahl 6 > 0 existiert und

Dokl <8 — Y (v — Flx)l <e
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max {u,v} € WLP(R)
min {u, v} € W1P(R)

max {u,0} € WHP(R)
min {u,0} € W1P(R)

lu] € WP

Vmax{u,v} = { gc
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Gilt auch in R”

Fir Q CR”, u,v € WHP(Q) und p > 1 gilt:

max {u, v} € WLP(Q)
min {u, v} € WHP(Q)

|ul € WHP(Q)
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