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Was ist eine Minimalflache?

Definition

Eine Minimalflache ist eine Flache im Raum, die lokal minimalen
Flacheninhalt hat.

Definition

Mittlere Kriimmung H: = (ki + ko)

H=0& k = —ko
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Konforme Parametrisierungen

Definition
Sei S C R3 eine Fliche und F: Q — S (Q C R2) ein lokales
Koordinatensystem. Die Parametrisierung F heiit konform, falls

|OuF| = |0y F| und O,F - O,F =0

auf dem Definitionsgebiet Q gilt.
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1. Fundamentalform

Theorem

Ist F : Q — S konform, so setzt man

2:= |0,F? = |0, F|?

und siehe die 1. Fundamentalform von S:
A2 0
__(,0f Of _
a3 =5 2)
Speziell ist dann:

det g = \*
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Lemma

Ist F eine konforme Parametrisierung von S und bezeichnet H die auf S
erklarte vektorielle mittlere Kriimmung, so gilt:

O2F + 92F =: AF = 2H(F) := 2H(F)N(F)

H und N sind intrinsische GroRen.

Vera Muniak Konforme Parametrisierung von Minimalflachen 8/16



LubwiG-

Minimalflachen
0000000 e0000000

’LMU

2. Fundamentalform

Definition

Sei hyy die 2. Fundamentalform von F mit

. N-92F  N-9,FO,F
“WA\N-8,FOF N-OZF

dann erhalt man durch die Konformitatsrelation:

N -02F 0
fv=\"0" N.2F
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Definition

Die mittlere Krimmung (Skalar) ist:
H=3(k + ko)

Die Normale ist:

__ OuFxO,F
N = |Ou FxO, F|

damit erhdlt man die vektorielle mittlere Kriimmung (Vektor)

H = HN
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Beweis:

Wir wissen, dass H = 5(ky + ko) = H = 3/AF - N und setzen H in 7 ein:

H=2L(AF-N)N
Nun wollen wir zeigen, dass ﬁ—; = N & AF senkrecht auf dem

Tangential steht. Es folgt:

2F - 0uF = 10,|0,F|? = 30,0, F|> = 0,F - 0,0, F = O,F - 8,0,F =
O2F - OuF — O2F - 9,F = —02F - 9,F

= H =31AF
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Lemma
Lemma: Sei F konforme Parametrisierung der Klasse C? einer Fliche S.
Dann gilt:

S ist Minimalflache (H = 0) <+ F ist harmonisch (AF = 0)

Sei F:Q — R, Q € R? = C offen, eine beliebige Abbildung der Klasse C? .
Wir schreiben z = u + iv fiir einen Punkt (u,v) € Q und setzten k =1, 2, 3

ox(z) == 0,FK(z) — i0,F*(z)
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Dann gilt:

a) ¢k holomorph auf Q fiir jedes k = 1,2, 3 genau dann, wenn F auf Q
harmonisch ist.

Def: ¢ holomorph <+ Cauchy-Riemann-Dgl

1) 8uReQOk = 8Vlm<10k
2) avReSDk = _aulmgpk

Def: F harmonisch <> AFk =0
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Beweis:
AFK = 92Fk + 92F = 9,Repi — 0, Impy
Somit folgt:
AFK =0 o 0,Rep = 0, Imy

Da nach Cauchy-Riemann-Dgl.,

1)0yRepy = 0y Impy und

2) 0, Repy = 0,0,FF = 0,0,Fk = —0,(—0,F*) = —0,Imyp
erfiillt sind.
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3
b) F ist genau dann konform, wenn " 2 =0 auf Q ist
k=1

Beweis:
3 3 3 3
> 9i(2) = Y (0uFK(2))? - El(ﬁvF"(Z))z —2i Y 0uF*(2)0,F*(2)

k=1 k=1 k=1
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