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Blatt 2 (Riemannsche Geometrie)

Aufgabe 1: (a) Sei p(z,§) = %ij g% (2)€;&. Weiter sei H, = O¢p 0, —
0;p O¢ das zu p assoziierte Hamilton’sche Vektorfeld und ®;, = exptH, der
Hamilton’sche Fluss. Beweisen Sie, dass

®,(0,8) = (2(1), (1)) = u(0,¢/s) = (x(2),£(t)/5). (1)

(Hinweis: Zeigen Sie, dass beide Seiten das gleiche Anfangswertproblem lésen
und verwenden Sie die Homogenitét von p in .)
(b) Beweisen Sie, dass

[1®1(0,n) = n+ O(|n|*)

gilt, wobei II die Projektion auf die z-Variable bezeichnet. (Hinweis: Setzen
Sie s = 1/t in (1) und leiten Sie nach ¢ ab.)
(c) Beweisen Sie, dass t — p(x(t),£(t)) konstant ist.

Aufgabe 2: Definition: Ein Vektorbindel der Dimension d ist ein Tri-
pel (E, 7, M) bestehend aus differenzierbaren Mannigfaltikeiten E (Total-
raum) und M (Basis), sowie einer differenzierbaren und surjektiven Abbil-
dung 7 : E — M so, dass jede Faser E, = n~(z), x € M, die Struktur
eines d-dimensionalen rellen Vektorraums tragt und die folgende Trivialitats-
bedingung erfiillt ist: Fiir jedes z € M existiert eine Umgebung U und ein
Diffeomorphismus

¢: 7 (U) = U xR",
so dass fiir jedes y € U
¢y = ¢|Ey : Ey — {y} X Rna

ein Vektorraum-Isomorphismus ist.

(a) Beweisen Sie, dass fiir eine beliebige n-dimensional differenzierbare Man-
nigfaltik M das Tangentialbiindel T'M sowie das Kotangentialbtindel 7™ M
Vektorbiindel der Dimension 2n sind.
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(b) Bestimmen Sie T'S*, wobei S* = {z € R" : |z| = 1}.

Aufgabe 3: (“Heben und Senken der Indizes durch die Metrik”.) Zeigen
Sie, dass die Abbildung
b T, —=TrQ, v, =E,
die in lokalen Koordinaten gegeben ist durch ¢ = &;dz*, wobei
& = 9ij (iﬂ)vja

ein Isomorphismus ist (Der sog. kanonische oder musikalische Isomorphis-

* — i 9 Ly — i 0
mus), dass fir v = v po W =W 5~ € T,.Q

vy (w) = & = gij(w)v?w
gilt, und dass der inverse Isomorphismus zu b durch
BT =T, & =0

gegeben, wobei v = v/ -2 in lokalen Koordinaten, mit

827]'
vt = g7 (2)¢;.
Aufgabe 4: Sei k: U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen

UV C R" und f : V — R eine Funktion. Die zurickgezogene Funktion
(engl. pullback) ist definiert durch
ff=rf:U—-R, f(x):=f(k(z)).
(a) Sei v = v’ % € T,U ein Tangentialvektor. Der pushforward von v ist
gegeben durch k,v = w = wjaiy_ € T,V, mit
w' = (K'(z))iv’,  y = n(z).
Zeigen sie:
ra0(f*) = v(f).

(b) Wie miissen Kotangentialvektoren unter Koordinatenwechsel transfor-
mieren? D.h. falls { = &;da? € T:U und n = n;dy’ € T,V Kovektoren sind,
wie muss 7; gewahlt werden, damit

n(vs) = §(v)
gilt?

(c) Leiten Sie aus (a) und (b) die Transformationseigenschaften des Kotan-
gentialblindels einer Mannigfaltigkeit ab. Folgern Sie, dass das Liouville-
Mass dxd¢ invariant unter Koordinatentransformation ist.
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