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1 Einleitung

1.1 Zielsetzung

Wie viele Gebiete der reinen Mathematik hat auch die Algebrai sche Geometrie ihren
Ursprung in anschaulich gegebenen Objekten. Ausgangspunkt der Algebraischen Geometrie
ist das Studium der Nullstellenmengen von Polynomen mit Mitteln der Kommutativen
Algebra. Diese geometrischen Objekte heil3en affine oder projektive Varietdten. Sie lassen
sich mit algebraischen Methoden aus der Theorie der Polynomringe behandelt.

Im 20. Jahrhundert hat die Algebraische Geometrie durch die Ideen von Grothendieck eine
Neufundierung und zugleich betréchtliche Verallgemeinerung erfahren. Dabel wurde es
maoglich, nun umgekehrt sehr abstrakte algebrai sche Sachverhalte in geometrische Aussagen
zu Ubersetzen. Diese gehen weit Uber die Theorie der Varietdten hinaus. Beispielsweise lassen
sich im Begriff des affinen Schemas die Primideal e eines beliebigen kommutativen Ringes as
die Punkte eines topol ogischen Raumes auffassen und damit geometrisch veranschaulichen.
Und das ist nur der Anfang der Ubersetzung von Kommutativer Algebrain Algebraische
Geometrie.

M athematische Algorithmen und die Leistungsfahigkeit der Computer sind auf einem Stand,
dai’ heute jeder auch subtile Beispiele der Algebraischen Geometrie auf seinem Notebook
berechnen kann. Die Komplexitét der Beispiele, die ein Mathematiker am Schreibtisch auf
diese Art explizit durchrechnen kann, hat sich gegentiber der Zeit vor zwanzig Jahren um
Grolenordnungen gesteigert. Diese Steigerung der Rechenfahigkeit des Einzelnen zieht eine
entsprechende Erweiterung seines mathematischen Horizontes auch im theoretischen Bereich
nach sich.

Diese Vorlesung richtet sich an graduierte Studenten der Mathematik. V orausgesetzt werden
Grundkenntnisse der Algebra, also die Vertrautheit mit Begriffen wie Korper, Polynomring
und Ideal. Ziel dieser Vorlesung ist es,

e ausgewdhlte Begriffe und Sétze der Algebraischen Geometrie an Beispielen vorzustellen
e und diese Beispiele mit Toolunterstiitzung explizit vorzurechnen.

Das Schwergewicht liegt also nicht auf dem Beweis der mathematischen Sétze, sondern auf
der Illustration eines Satzes an nicht-trivialen Beispielen. Die vorliegende Vorlesung ersetzt
nicht die , klassische" Vorlesung Uber Kommutative Algebra oder Algebraische Geometrie,

sondern erganzt sie.

Dieses Skript erweitert die mundlich gehaltene 2-stiindige Vorlesung um die meisten Beweise
und einige hierfir bendtige Hilfssétze, sowie um einen Ausblick in Kapitel 6.
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1.2 Beispiele: Kurven, Flachen, Hyperebenenschnitte

Die Kurven und Flachen der Algebraischen Geometrie sind Nullstellengebilde von einem oder
mehreren Polynomen. Reelle ebene Kurven und Fléchen im 3-dimensionalen Raum lassen
sich leicht mit dem Tool ,, Surf“ zeichnen. Sie sind die Nullstellenmengen von einem Polynom
der Art

feR[X,Y]oder feR[X,Y,Z].

1.2.1 Tool-Beispiel (Ebenes Achsenkreuz)
e Curves/PlaneCoordinates

Ebenes Koordinatenkreuz =
{(x,y)e R22x~y:0}:{(x,y)e RZ:x:O}u{(x,y)e RZ:y:O}

1.2.2 Tool-Beispiel (Kurven 2. Grades in der Ebene)
Curves/Ellipse

2 2

Ellipse = { (x,y)e Rz:x—2+Z—2—c2:O } a=2,b=1c=410
a

Curves/Hyperbola
Hyperbel = {(x,y)e R?:x-y-3=0 }

Curves/QuadricCurveDeformation
Quadratische Kurve = {(x, y)e R* :x2+a-y*-1=0 },
mit Parameter ae [-2,+2 ].

1.2.3 Tool-Beispiel (Kurven 3. Grades in der Ebene)
Curves/CubicCurves

Elliptische Kurve = {(x,y)e R?:y?—x*-1=0 }
Neil Parabel = {(x,y)e R?:y*-x*=0 }
Elliptische Kurve = {(x,y)e R?: y° —x?-(x-1)=0 }

Curves/CubicCurveDefomation

Kubische Kurve = {(x,y)e R?:y% - (xS +a-x +a): 0 },
mit Parameter ae [ -1.2,+1.2 .

1.2.4 Tool-Beispiel (Rdumliches Achsenkreuz)
e Curves/SpaceCoordinates

Raumliches Koordinatenkreuz =
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{(x,y,z)eRs:z:O undy=0}
u{(x,y,z)e R}:z=0 undx:O}
u{(x,y,z)e R}:x=0 undy:O}

1.2.5 Tool-Beispiel (Flachen 2. Grades im 3-dimensionalen Raum)
e Surfaces/SmoothQuadric
Nicht-singulére Quadrik = {(x,,z)e R®: x>+ > =z —=2=0 |
e Surfaces/SingularQuadric
Quadratischer Kegel = {(x,y,z)e R®:x*+y?-22=0 }

1.2.6 Tool-Beispiel (Flachen 3. Grades im 3-dimensionalen Raum)
Surfaces/SmoothFermatSurface

Fermat Flache = {(x,y,z)e R’:x*+)y°-2°-10=0 }

Surfaces/WhitneyUmbrella
Whitney-Umbrella= {(x,y,z)e R®:x*-y-2z°=0 }

Alle Punkte auf der y-Achse sind singulé&r.

1.2.7 Tool-Beispiel (Hyperebenenschnitte von Fldéchen im
3-dimensionalen Raum)

Surfaces/HyperbolicSurfaces

Hyperebenenschnitt einer kubischen Fléche:
Hyperbel = {(x,y,z)e R®:x-y-z-2=0 }n H,
mit
H ={(,y,z)e R®:z—c=0},ce[0,05 ]
e Surfaces/FamilyOfQuadricSurfaces
Hyperebenenschnitt einer kubischen Fléche:
Quadrik = {(x,y,z)e R®:x*+z-y*-1=0 Jn H,
mit
H ={(x,y,z)e R®:z-c=0},ce{-1014}
e Surfaces/FamilyOfCubicSurfaces
Hyperebenenschnitt einer kubischen Fléche:
Kubische Kurve= {(x,y,z)e R®: y*—x*-(x -z )=0 Jn H,

mit



Einleitung

H ={(x,y.z)e R®:z—¢=0}, ce{-6,-4,0,3}
e Surfaces/BlowUp
Hyperebenenschnitt einer quadrati schen Fléche:
Gerade= {(x,y,z)e R®:x-z—y=0 }n H,
mit

HC:{(x,y,z)e Rs:z—c:O}, ce[-44]
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2 Affine Varietaten und affine Algebren

Varietdten sind die Nullstellenmengen von einem oder mehreren Polynomen. Als Teilmengen
eines Zahlenraumes sind V arietéten anschaulich gegebene geometrische Objekte.

Andererseits entspringen aus einer Varietét eine Reihe algebraischer Objekte. Betrachtet man
z.B. dle Polynome, die auf der Varietét verschwinden, so hat man der Varietét ein Ideal in
einem Polynomring zugeordnet.

Nun |83t sich dieser Weg auch in der umgekehrten Richtung gehen: Man ordnet einem Ideal
eines Polynomringes das gemeinsame Nullstellengebilde aller Elemente des Ideals zu und
erhdlt so eine Varietdt.

Dieses Wechselspiel zwischen Nullstellengebilden als geometrischen Objekten und Idealen
als algebraischen Objekten ist charakteristisch fur die Algebraische Geometrie.

Dabel treten zwei Korper as freie Parameter der Theorie auf: Ein Grundkorper £ fur die
K oeffizienten der Polynome und ein Erweiterungskorper K fir die Koordinaten der
Nullstellen:

kcKk.
Wir werden in diesem Kapitel stetsfordern, dal3 K der algebraische Abschluf3 von £ ist:
K=k.
Eine typische Situation ist der Fall
k=Qund K=0.

Hier betrachten wir Polynome mit rationalen Koeffizienten und studieren ihre Nullstellen als
Punkte mit Koordinaten in den algebraischen Zahlen.

Eine andere Variante - ndher an der Funktionentheorie - ist der Fall

k=K=C.
Man studiert die komplexen Nullstellen von Polynomen mit komplexen K oeffizienten.
Bei Fragen aus der Zahlentheorie spielen eine wichtige Rolle die Félle

k=F,und K=F,, p einePrimzahl,

mit dem endlichen Korper F, mit p Elementen.

In diesem Kapitel sl £ ein Korper und K o k& sein algebraischer Abschlul3. Wir bezeichnen
mit
A" =A =K",ne N,

den n-dimensionalen K -Vektorraum. Er heil3t in der Algebraischen Geometrie der
n-dimensionale affine Raum Uber K . Die Bezeichnung macht deutlich, dal3 der Nullpunkt
dieses Raumes in der Algebraischen Geometrie keine ausgezeichnete Rolle spielt.

Alle Ringe werden als kommutative Ringe mit 1-Element vorausgesetzt.
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2.1 Affine Varietaten und regulare Abbildungen

Ausgehend von der Geometrie definieren wir in diesem Abschnitt algebraische Varietéten als
die Nullstellenmengen von Polynomen.

2.1.1 Definition (Affine Varietét)

1) Eine affine k -Varietdt X ist die Nullstellenmenge einer endlichen oder unendlichen
Menge von Polynomen

f € k[Xl, ...,Xn], jedJ,
im affinen Raum A, . Man schreibt
X:{xe Ag 1 f,(x)=0 fiiralle je J }

Affine Varietédten, die Nullstellengebilde eines einzigen, von Null verschiedenen Polynoms
sind, heil3en Hyperfldchen bzw. im Falle eines linearen Polynoms Hyperebenen.

i) Eine k -reguldre Abbildung zwischen zwei affinen k -Varietdten X c Az und Y c Ay ist
eine Abbildung

g: X—>Y,
die durch Polynome gegeben werden kann, d.h. es existieren Polynome

g 8, € k[Xl, Xn]
mit

g(x)=(g,(x),...g,())eY firdle xe X .

Hinweis. [Har1977] verwendet statt des Begriffes , affine Varietdt* den Begriff ,, algebraische
Teilmenge des A “. Eine affin-algebraische Varietdt im Sinne von [Har1977] ist zusétzlich
irreduzibel; siehe Definition 3.3.4.

2.1.2 Bemerkung (Affine Varietét)

1) Eine affine k -Varietdt ist einerseits eine Teilmenge des A4 . Die Punkte dieser Teilmenge
haben ihre Koordinaten in dem algebrai sch-abgeschlossenen Korper K . Durch die explizite
Angabe des Grundkorpers £ wird ausgedriickt, dald man sich dieses Nullstellengebilde durch
Polynome definiert denkt, die Uber einem Teilkorper £ definiert sind. % -regulére
Abbildungen zwischen £ -V arietdten mussen durch Polynome gegeben werden, die ebenfalls
Uber k& definiert sind.

i) Zusammen mit den Polynomen £, € k[X,, .., X, ], je J , welche eine affine Varietat X

definieren, verschwinden auf X auch alle Polynome aus dem von den definierenden
Polynomen erzeugten Ideal
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I=(f,:jeJ)cklX,..X,]
esgilt also
X={xeAl: f(x)=0 firalle feI}.

Jedes Ideal I c k[X,,..., X, | ist nach dem Hilbertschen Basissatz endlich erzeugt, d.h. es gibt
endlich viele Polynome

g1 8y € k[Xl,...,Xn] mit I:<g1 ..... gk>

([CLO1997] Chap. 2, 85). Daher kann das Nullstellengebilde einer unendlichen Menge von
Polynomen auch bereits durch endlich viele Polynome beschrieben werden.

iii) Allgemein ordnet man jedem Ideal
I cklX,..X,]
eine affine k -Varietét zu, die man als
Var(I)={xe A2 : f(x)=0 fiir alle fe I |
bezeichnet. Dabel kann es verschiedene Ideal e geben
L#1, cklX,..X,],
welche dieselbe Varietét
X =Var(l,)=Var(l,) c A

definieren. Unter allen diesen Idealen gibt es ein grofétes Ideal, das Verschwindungsideal von
X:

1d(X)=(feklX,,...X,]: f(x)=0 fiir alle xe X).

iv) Eine regulére Abbildung zwischen zwel affinen Varietdten wird stets global durch einen
einzigen Satz von Polynomen reprasentiert, d.h. sie wird von einer reguléren Abbildung

Ap—— A}

zwischen den e nbettenden affinen Raumen induziert.

Das Verschwindungsideal einer affinen Varietét hat die Eigenschaft:
feklX, X, | und f* e 1d(X) firein ke N=>fe Id(X).
2.1.3 Definition (Radikal)
Essa I/ c R einldea ineinem Ring R . Die Menge
JI={feR:f el fireinkeN |
ist ein Ideal und heil3t das Radikal von I . Dasldeal I heil3t reduziert, wenn

I=+I,dh feR and f*eI fireinke N=>fe .
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Der Ring R heifd reduziert, wenn sein Nullideal reduziert ist:

(0)=0].

d.h. wenn R keine nilpotenten Elemente enthélt.

Das Verschwindungsideal einer affinen Varietét ist reduziert

1d(X)=/1d(X).

2.1.4 Beispiel (Regulére Abbildungen zwischen affinen Varietéten)
i) Die Abbildung

g A — A7, g()=(1)

ist regulér. Sie bildet die affine Gerade A’ bijektiv auf die Neil Parabel

Z::{(x,y)e A%yt —x° :O}
ab; siehe Beispiel 1.2.3. Die Umkehrabbildung

hiZ—— A h(x,y)= {% X ¢°}
0 x=0
ist alerdings nicht regulér. Daher ist die Abbildung
g A'——7Z

kein Isomorphismus affiner Varietdten. Wir werden in Beispiel 3.2.10, Teil i) sehen, da3 die
affine Gerade und die Neil Parabel auch bzgl. keiner anderen reguldren Abbildung isomorph
sind.

ii) Die erste Projektion
pri AP —— A" (x,y)— x

der affinen Ebene auf die affine Gerade induziert eine reguldre Abbildung

g Z——A'
der Hyperbel

Z = {(x,y)e A*:x-y-1=0 },
siehe Beispiel 1.2.2. Das Bild der reguléren Abbildung
g(Z)=A'-0c 4"

ist keine affine Varietét: Denn jedes Polynom, das auf A* —0 verschwindet, verschwindet
auch im Nullpunkt.
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iii) Die Projektion des affinen Raumes auf die ersten beiden Koordinaten
pr. AP —— A7, (x,y,z)l—) (x,y)
induziert fur das affine Blow-up von A% im Nullpunkt
Z::{(x,y,z)e A3:x-z—y:O}
eine regul&re Abbildung
g:7——A°.
Ihr Bild 183 die punktierte y-Achse aus:
g(2)=A4*-{0.y): xe A, y#0 ]
Der Ursprung von A? hat als Urbild die gesamte z-Achse:
E=g"00)={002):ze 4" }.

Die Punkte der exzeptionellen Geraden E entsprechen bijektiv den Geraden der affinen
Ebene durch den Nullpunkt - mit Ausnahme der y-Achse - unter der Abbildung, welche dem
Parameter (0,0,z)e E die Gerade mit der Steigung z zuordnet:

00,2)— {(x,y)e A’ y=z-x }
Jeder vom Nullpunkt verschiedene Punkt des Bildes
p=(x,y)e g(2)-(0,0)
hat genau ein Urbild, den Punkt

()= (y g)e 4

Das Urbild eines solchen Punktes p hat als dritte Koordinate die Steigung der Geraden durch
den Punkt p und den Nullpunkt. Die gesamte Flache Z < A4° ist die disunkte Vereinigung

aller Geraden der affinen Ebene 4° durch den Nullpunkt — mit Ausnahme der y-Achse -,
parametrisiert durch die Punkte der exzeptionellen Geraden E ; siehe Beispiel 1.2.7, Teil iv).

Eine zweite regulére Abbildung
h:Z——>A"=E
ist die Einschrankung der Projektion
pr: A— > A'=E, (x,y,z)H zZ.
Siefasert die affine Varietét als eine Familie von Geraden: Die Faser 47*(z) eines Punktes
ze€ E ist die Gerade mit der Steigung z. Man nennt

h:Z——EFE

daher ein Geradenbindel Uber £ . In diesem Fall ist das Geradenbiindel trivial, d.h. es gibt
einen reguléren Isomorphismus Uber £ auf ein Produkt:
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Der gesuchte Isomorphismusiist die Projektion
Z— S ExA, (x,y,z)H (x,z)
mit regulérer Umkehrung

(o:ExAlﬁZ, (uv)H (u,u~v,v )

Frage: Wie muf3 man das Beispiel erweitern, um alle Geraden einschliefdlich der y-Achse zu
parametrisieren?

iv) Die Deformation von Varietéten |&3t sich al's reguldre Abbildung auffassen.

Das Beispiel 1.2.7, Teil i) der Hyperebenenschnitte, welche Kurven 2. Ordnung darstellen,
|al3t sich als regulare Abbildung folgendermal3en beschreiben: Man definiert fir ein festes
be k,zB. b=1,dieFlache

Z:={((x,y),z)e 4> xA" :x*—z-y?-1=0},
Schrankt man die Projektion
pr,i A x A —— A’
auf diese Fl&che ein
g:Zz——A ((xy). )Pz,

so fasert diese Einschrankung die Fléche als eine Familie ebener Kurven 2. Ordnung: Die
Faser Uber dem Punkt ze A" ist die Kurve

g (z)= {(x,y)e A’ ix?—z-y*°-b=0 }

Bei Variation des Basispunktes ze A" durchlaufen die Fasern eine Deformation quadratischer
Kurven.

Analog lalét sich das Beispiel 1.2.7, Telil ii) von Hyperebenenschnitten beschreiben, die
kubische Kurven darstellen: Es sei

Z={((x,y),2)e 4> xA": y* —x*(x—2)=0 |
und
g: Z——A((x,y),z)>z
die Einschrénkung der Projektion

pr, i AP xA'—— A",
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Jede Faser

g"l(z): {(x,y)e A? )P —xz(x—z): 0 }

ist eine kubische Kurve.

2.1.5 Bemerkung (Differentialgeometrie des rellen Blow-up)

Vom Standpunkt der Algebraischen Geometrie sind das Blow-up Z c A° aus Beispiel 2.1.4,

Teil iii) und die affine Ebene 4* nicht unterscheidbar. Wir haben einen regul&ren
Isomorphismus angegeben.

Im Falle desreellen Grundkérpers £ = R bilden die rellen Punkte des Blow-up aus Beispiel
Beispiel 2.1.4, Teil iii)
Z(R)::{(xl,xz,xs)e Z:x;eR 1

eine Flache Y < R, die auch in der Differentialgeometrie studiert wird. Vom Standpunkt der

Differentialgeometrie tragen ¥ und die Euklidische Ebene R® auf natiirliche Weise eine
Riemannsche Metrik. Die hieraus resultierenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind
jedoch nicht isomorph.

Denn die Euklidische Ebene R’ hat die Gauss Krimmung G = 0. Dasrelle Blow-up Y,
versehen mit der induzierten Riemannschen Metrik des umgebenden Euklidischen

Raumes R”, hat dagegen eine nicht-verschwindende Gauss K riimmung: Bzgl. der
Parametrisierung

q):RZ—)Y, (u,v)H(u,wv,v )
berechnet sich die 1. Fundamentalformvon Y als
E:<¢“’(pu>:]+v2’ F:<¢u’(pu>:v'u’ G:<(pv1(pv>:1+u2

und die 2. Fundamentalform als

_ det (Duu @u (Dv| _ _ det ¢uv ¢u wv _ -1
€= \/ 2 =0, f= \/ 2 ElN
_Getlp, o ol _
g= >— =0.
JE-G-F
Der Weingarten Operator

L,:T,Y ——T,Y

hat an der Stelle p = ¢ (u,v) bzgl. der Basis (¢, ¢, ) des Tangentialraumes 7,Y die Matrix

I - 1 G —F_ g -1\ 1 u-v —(1+u2)
! EG-F-F E —S e _(1+u2+v2)g _(1+V2) u-v .

Seine Eigenwerte sind die beiden Hauptkrimmungen
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u'v—\/(1+u2)- (1+v2).

= u-v+\/(1+u2)- (1+v2)

1 3 und x, = 3
(1+ u? +v2)2 (1+ u? +v2)2
Die Gauss Krimmung ist
G=kK,-K,= =t #0

(1+ u? +v? )2
Bezogen auf den Normal envektor

v

N — ¢u><¢v — 1 _1
! |(Du X, 1/ 1+ UZ + V2
betragt die Hauptkrimmung
1 u-v
H = E(Kl + Kz): 3
1+u? +v2)2

Speziell im Punkt p =(0,0,0 )e ¥ hat die Flache bezogen auf den Normal envektor

die beiden Hauptkrimmungsrichtungen

1
e ¢, +¢, =|[0]|mit Krimmung x =-1
1
1
e und @, —¢,=| 0 |mit Krimmung x =+1.
-1

2.1.6 Bemerkung (Affine Varietdten und Ideale)

i) Die folgende Tabelle 1 zeigt eine erste Ubersetzung zwischen geometrischen und
algebraischen Objekten der Algebraischen Geometrie, némlich zwischen einer affinen
Varietét als Punktmenge eines affinen Raumes und zwischen ihrem Ideal im Polynomring.
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Geometrie Ubersetzung Algebra
Affine k-Varietét X 1dX) Reduziertes Ideal
XcA IcklX,,...X,]
: Var(I)«| 1 '

Durchschnitt von Varietdten | x, n X, - J 1d(X,)+ Id(x,) | Summe von Idealen
Var(I)"Var(I,) |1, + I,

Vereinigung von Varietdten | X, U X, > Id(X,)n Id(X,) | Durchschnitt von Idealen
Var(1,)uVar(l,)<|1, N1,

Tabelle 1: Korrespondenz von Geometrie und Algebra

Hinweis. Die Summe zweier reduzierter ldedeist i.a nicht wieder reduziert: Beide Ideale
L=(Y-x*),1,=(v)ck[x,r]

sind reduziert, aber fur ihre Summe gilt
L+1=(X*Y)c I +I, =(X.Y).
ii) Fr eine Varietdt X gilt stets
Var(Id(X ))= X .

Fir ein Ideal 7 c k[X,,..., X, ] gilt stets

Id(Var(I))zx/T.
Ist dasldeal / reduziert, so gilt also
IdVar(I)=1.

Dasist die Aussage des Hilbertschen Nullstellensatzes ([CLO1997] Chap. 4, 81). Dabei ist es
entscheidend, dal3 die Varietét eines Ideals als Teilmenge mit Koordinaten in einem
algebrai sch-abgeschlossenen Korper K aufgefaldt wird.

iii) Der Zusammenhang aus Tabelle 1 Ubertragt sich auf den Durchschnitt beliebig vieler
affiner Varietéten und auf die endliche Vereinigung:

e Bedliebiger Durchschnitt
Nx, = Var[Zld(X_, ))
JjeJ JjeJ )
e Endliche Vereinigung
UXJ = Val{ﬂ Id (Xj )] J endlich
jeJ jeJ

o LeereVarietdt, gesamter affiner Raum
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D= Var(<1>), A" = Var(<0>)

Damit erfullen affine & -Varietéten in einem festen affinen Raum beztiglich der Bildung von
beliebigen Durchschnitten und endlichen Vereinigungen genau die Eigenschaften, welche
man von den abgeschlossenen Mengen eines topol ogischen Raumes fordert. Die Definition
einer Topologie verwendet — komplementar dazu - die offenen Mengen:

2.1.7 Definition (Topologie)

Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Familie T von Teilmengen von X mit folgenden
Eigenschaften:

e T enthdtdieleere Menge & und die gesamte Menge X

e T enthdt mitjezwe Mengen U, und U, auch deren Durchschnitt U, U,

e T enthdt mit einer beliebigen Familie von Mengen U , j e J , auch deren
Vereinigung | JU,

jeJ

Das Paar (X,T ) heilt topologischer Raum, die Mengen aus T heilen offene Mengen, ihre
Komplemente

A=X-U,UeT

heil3en abgeschlossene Mengen.

2.1.8 Definition (Zariski Topologie)
Der affine Raum A’ trégt asals k -Varietét eine kanonische Topologie, die Zariski

Topologie. Sieist die eindeutig bestimmte Topologie mit den affinen « -Varietdten a's
abgeschlossenen Mengen, d.h. den Komplementen affiner k -Varietéten as offenen Mengen.

Fur eine affine k -Varietdt X < A" definiert man als Zariski Topologie von X die
Unterraumtopologie bzgl. des affinen Raumes, d.h. eine Teilmenge Z < X ist genau dann
abgeschlossen, wenn es eine affine k -Varietét ¥ < A” gibt mit

Z=YnX.

2.1.9 Bemerkung (Zariski Topologie)

i) Reguldre Abbildungen zwischen affinen Varietéten sind stetig bzgl. der Zariski Topologie.
Dabel heil3t eine Abbildung

g (X, T, )—(T,)

zwischen topol ogischen Réumen stetig, wenn das Urbild jeder offenen Menge wieder offen
ist. Eine &quivalente Bedingung lautet: Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist wieder
abgeschlossen.

Die Stetigkeit einer reguldren Abbildung folgt daraus, dal3 das Urbild einer affinen Varietét
wieder eine effine Varietét ist.

Die Umkehrung gilt nicht: Die Abbildung der Neil Parabel
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Y
hiZ——s A h(x,y)=1y *70
0 x=0
aus Beispiel 2.1.4 it stetig: Alle affine Varietdten von A’ , welchevon 4’ verschieden sind,
sind endliche Punktmengen. Ihre Urbilder sind wiederum endliche Punktmengen. Die
Abbildung ist jedoch nicht regulér.

ii) ImFalle k = R oder k = ¢ sind Polynome stetige Funktionen bzgl. der Euklidischen
Topologie des Zahlenraumes 4 . Abgeschlossene Mengen in der Zariski Topologie sind also

auch abgeschlossen in der Euklidischen Topologie.

l.a ist die Zariski Topologie echt grober as die Euklidische Topologie: Im Falle k = ¢ ist die
Teilmenge der ganzen Zahlen

ZcC

abgeschlossen in der Euklidischen Topologie, aber nicht in der Zariski Topologievon 4.

Insbesondereist die Zariski Topologie i.a. keine Hausdorff Topologie, d.h. zwei
unterschiedliche Punkte lassen sich nicht durch digunkte, Zariski-offene Umgebungen
trennen. Trotzdem ist die Zariski Topologie fir grofée Telle der algebraischen Geometrie die
geeignete Topologie und hat hier dieselbe Bedeutung wie die Euklidische Topologie in der
Anaysis.

iii) Erst fur zahlentheoretische Fragen braucht man eine Topologie, die feiner ist alsdie
Zariski Topologie. Sie wurde von Grothendieck unter dem Namen etale-Topol ogie entwickelt.
Mit Hilfe der etale-Topologie gelang Deligne nach Vorarbeiten von Grothendieck der Bewels
der Weil-Vermutungen (1976).

Im Zusammenhang mit affinen Varietéten beziehen sich im folgenden topol ogische Begriffe
immer auf die Zariski Topologie.
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2.2 Affine Algebren und Algebra Morphismen

Wenn man sich eine affine Varietét as Nullstellengebilde in einem festen affinen Raum
vorstellt, so liegt das zugehorige Verschwindungsideal auch in einem festen Polynomring.
Man kann eine affine Varietédt aber auch abstrakt betrachten. Dann geht esum die
Aquivalenzklasse dller affinen Varietdten - jeweilsin einen beliebigen affinen Raum
eingebettet -, die unter regul&ren Abbildungen isomorph sind.

Welche intrinsischen Eigenschaften hat eine abstrakte Varietét, d.h. Eigenschaften, die nicht
von ihrer Einbettung in einen affinen Raum abhangen?

Die wichtigste intrinsische Eigenschaft einer affinen Varietét ist ihr Koordinatenring:

2.2.1 Definition (Koordinatenring einer affinen Varietét)

Der Koordinatenring einer affinen k -Varietét X < 4” ist der Quotientenring
kX = klxy,... X, ]/ 1d(X).

2.2.2 Bemerkung (Koordinatenring)

i) Der Koordinatenring einer affinen & -Varietét X ist eine endlich erzeugte, reduzierte
k -Algebra (affine k-Algebra). Der Koordinatenring ist zugleich der Ring der & -reguléren
Funktionen

g X——Af
von der Varietét in den algebraischen Abschlul? des Grundkdrpers.
i) Umgekehrt ist jede affine & -Algebra Quotient
A=kl[X,,... X, |/I

eines—i.a. nicht eindeutig bestimmten — Polynomringes nach einem Ideal

Dasldea 7 ist genau dann reduziert, wenn 4 reduziert ist. Mit
X =Var(I)c A}

erhdt man eine affine & -Varietét mit der affinen Algebra 4 als Koordinatenring.

2.2.3 Bemerkung (Induzierter Morphismus zwischen Koordinatenringen)
Essden X c A", Y < A" zwei affine Varietéten.

i) Mit Hilfe einer reguléren Abbildung
g: X—Y

lassen sich regulére Funktionen auf Y zurlickziehen zu reguléren Funktionen auf X, d.h. es
wird (kontravariant) ein Morphismus
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p=0¢, klf]—k[x]hi>hog.

der Koordinatenringe induziert.

Zum Nachweis, dal3 der Rickzug wieder eine regulére Funktion ist, geht man aus von einer
Darstellung der reguléren Abbildung durch Polynome:

g(X,n X,)=(g, (X X)) er g, (X, X)) mit g, € k[X,,., X, ], i=2im.

@iy, Y, —k[X,,... X, ], @) =g ek[X,,... X, ]i=1..,m,

durch das Pull-back der Koordinatenfunktionen von ¥ mit Hilfe der definierenden Polynome
der reguléren Abbildung g . Esgilt

®(1d (Y ))c 1d(X).
Der Riickzug auf dem Niveau der Koordinatenringe
o, klY,...Y, ]/ 1d¥)—klX,,...X,] /1d(X)
ist dann die kommutative Erganzung des folgenden Diagramms:

klv,,... 7, | —2—klx,,... X, ]

m

l l
k[r] e
1) Umgekehrt induziert ein Morphismus affiner & -Algebren
¢ klY | — k[X]
kontravariant eine regulére Abbildung
g=g,= ( gl,...,gm): X—>Y
zwischen den affinen Varietdten: Man liftet zunachst
@ kY ——k[x]
auf die Ebene der Polynomringe zu einer Abbildung
@ klY,,...Y, | —k[X . X, ] mit @(Id(V))c 1d(X)
und definiert dann

g = q)(Yf)G k[Xl,...,Xn], i=1...m.

Aus dieser Bemerkung ergibt sich als Konsequenz:

2.2.4 Satz (Affine Varietat und affine Algebra)

Zwei affine k-Varietdten X < 4; und Y < 47 sind genau dann regulédr isomorph, wenn ihre
Koordinatenringe k[x ] und [y ] als & -Algebren isomorph sind.
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Affine Varietéten und ihre Morphismen kénnen also gleichwertig auf zwei Arten dargestellt
werden:

e Entweder geometrisch a's Nullstellengebilde von Polynomen und al's polynomiae
Abbildungen

e oder algebraisch als affine Algebren und a's Abbildungen zwischen diesen Algebren.

Dabel ist die Beschreibung mit affinen Algebren und ihren Morphismen unabhangig von einer
gewahlten Einbettung, also eine instrinsische Darstellung.

Das folgende Lemma zeigt, wie man aus dem Koordinatenring die Varietét zurtickgewinnen
kann ohne sie in einen konkreten affinen Raum einzubetten.

2.2.5 Lemma (Punkte und Auswertungsmorphismen)

Essel X c 42 eineaffine k - Varietét und k[x | ihr Koordinatenring. Dann definiert die
Auswertung eine bijektive Abbildung

e:X—=> Hom, k[X],K), x> [o o[)].

Beweis. Die Abbildung ist injektiv, da sich zwei verschiedene Punkte x = y e X durch
mindestens eine K oordinatenfunktion unterscheiden lassen.

Fur die Surjektivitét betrachtet man zu elnem gegebenen Morphismus
¢ k[X]— K

die Bilder der Restklassen der K oordinatenfunktionen

Dann liegt der Punkt

bereitsin x : Denn fir jedes g € 1d (x ) gilt

g(0)=g(p(X,)..0(x,))=0(s )=p0)=0.
Schliefdlich rechnet man nach

Fur eine regul&re Abbildung
g: X—Y
zwischen zwei affinen Varietéten X ¢ A", Y < A” ist das Bild

gX)cy
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i.a. keine affine Varietét, siehe Beispiel 2.1.4, ii). Diekleinste affine Varietdt Z c A", welche
das Bild g(X) enthélt, ist der AbschluR bzgl. der Zariski Topologie

Z=g(X)cY.

Durch welches Ideal von k[Y,,..., Y, ] 18Rt sich Z c A” definieren? Die Antwort ergibt sich
aus der Betrachtung des induzierten Morphismus der Koordinatenringe

®,: kY — kLX)

2.2.6 Satz (Regulare Abbildung und Morphismus der Koordinatenringe)
Essai

g: X—Y
eine reguldre Abbildung zwischen zwei affinen Varietéten X < 4", Y < A™ und
o, kY —klX]

der induzierte Morphismus der Koordinatenringe.
i) Dann gilt

@: Var(rfl( ker ¢, ))
mit der kanonischen Restklassenabbildung

r:k[Y,,...Y, —k[Y].

i) Desweiteren gilt
e Esist ¢, genau dann injektiv, wenn g(X)c Y dicht ist.

e Esist ¢, genau dann surjektiv, wenn g(X)c Y abgeschlossen und die Einschrankung

g X—> g(X )
ein Isomorphismusist.
Beweis. i) Durch Komposition mit der Inklusion
Yy ——A4"
koénnen wir uns auf den Spezialfall
Y=A"
beschranken, also eine reguléare Abbildung
g X—— A"

voraussetzen. Wir zeigen zunéchst die Inklusion

g(X)C Var( ker @, )
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Fur jede Funktion f e ker ¢, gilt

0= (pg(f)(x): f(g(x)) furale xe X
d.h.
gX)c Var(ker @, )

Dader Zariski Abschluf’ die kleinste abgeschlossene Menge ist, folgt die Inklusion

g(X)c Var( ker ¢, )

Zum Beweis der Umkehrung: Zunéchst gilt
ker g, o 1d(g(X)),
denn fir jede Funktion
feld(gx))
gilt
¢, (f)x)=(fog)x=0firalexe Xx.
Esfolgt
Var(1d( g(x) )=Var(1d(g(x) )= g(¥) > Varker g, )
unter Verwendung der fir eine beliebige Teilmenge Z c Y glltigen Gleichheit
var(1d(Z))=var(1d(Z )), q.ed.
i) Es sei
Z=g(X)cY
der Abschlufd des Bildes von g. Ausder in Teil i) bewiesenen Gleichung
Z= Var(n‘l(ker (pg))

folgen im Falle eines a gebrai sch-abgeschl ossenen Grundkorpers mit dem Hilbertschen
Nullstellensatz das V erschwindungideal

1d(Z )= 1d(Var(z ™ (ker 9) ) )=/ (ker 9) =77 (ker ¢)

und der Koordinatenring

Die Injektivitat der Abbildung
@, kY ] —klX]
ist &guivalent mit

kerg, =0
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also mit
1d(Z )=1d(Y ).

Und diese Gleichung ist aquivalent mit

Die Surjektivitdt der Abbildung
?,: k[Y]—> k[X]
ist aquivalent mit dem Isomorphismus
o k[Z]=k[V]/ ker o, ——k[X].

Diese Isomorphie auf dem Niveau der Koordinatenringe ist nach Satz 2.2.4 quivalent mit der
Isomorphie

g X——7,qed.

2.2.7 Tool-Beispiel (Induzierte Morphismen)
i) Die Neil Parabel Z, siehe Beispiel 2.1.4, Teil i), hat den Koordinatenring

k[z]= k[X,Y]/<Y2 —X3>.
Der Koordinatenring ist isomorph zur affinen Algebra
klr?, 73]
unter der Isomorphie
X Y] (r2 - X% ——k[r2,1°] X o 72 und ¥ 5 T2,

Diereguldre Abbildung aus Beispiel 2.1.4, Teil i),

g A — A7 g()=(27)
induziert den Morphismus affiner Algebren

0 kXY ]—k[T], X > T?und Y T3,

Ihre Einschrankung

g A'— 7, ¢0)=(121°)
induziert die Abbildung der Koordinatenringe

o k[Zz)z k|2, 73— k1] .

e Dielnjektivitét der Abbildung ¢ entspricht der Tatsache, dal3 die regulére Abbildung g
ein dichtes Bild hat, es gilt sogar

gla)=2z.
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e DieAbbildung ¢ ist nicht surjektiv. Das entspricht der Tatsache, daf? die regulére
Abbildung g kein Isomorphismusist.

ii) Die Hyperbel 7 , siehe Beispiel 2.1.4, Tell ii), hat den Koordinatenring
kz]l=klx, Y] /(x ¥ -1).

Der Koordinatenring ist isomorph zur affinen Algebra
(7]
T

klx, Y]/<X-Y—1>%k[T,%],XHTundY|—>%.

unter der Isomorphie

Die erste Projektion
prp AT —— A" (x, ) x
induziert als Morphismus affiner Algebren die Inklusion
¢ k[ X ]—k[X,Y].
Die Einschrankung
g Z——>A

induziert die Inklusion affiner Algebren
(p:k[X]—>k[T,%:| X T.

e Dielnjektivitdt der Abbildung ¢ entspricht der Tatsache, dal3 die reguldre Abbildung g
ein dichtes Bild hat:

giZ)zAl.

e DieAbbildung ¢ ist nicht surjektiv. Das entspricht der Tatsache, dald die regulare
Abbildung g kein abgeschlossenes Bild hat.

iii) Computertools wie Macaulay2 oder Singular verwenden die algebraische Darstellung von
Varietéten durch ihre Koordinatenringe und représentieren einen Morphismus zwischen zwei
Varietéten durch die induzierte Abbildung zwischen den Koordinatenringen. Fir einen
solchen Morphismus zwischen affinen & -Algebren sind a's Input folgende Grofen
anzugeben:

e Ein Polynomring fur den Definitionsbereich,
e ein Polynomring fur den Wertebereich

¢ und digenigen Polynome im Wertebereich, welche die Bilder der Variablen des
Definitionsbereiches darstellen.

Die folgenden Beispiele sind mit dem Computertool Singular berechnet.
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e MyExamples/FiniteMap/Examples
Definition reguléarer Abbildungen der Neil Parabel, Hyperbel und Blow-up.
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3 Ergebnisse der kommutativen Algebra

In diesem Kapitel geht es um einige grundlegende Begriffe der kommutativen Algebra: Die
Endlichkeit eines Moduls und die Primérzerlegung von Ideaen. Ziel ist es, die Bedeutung
beider Begriffe fur die Geometrie von Varietéten und reguléren Abbildungen darzustellen.

Der Beweis der grundlegenden Sétze verwendet Resultantensystemen.

3.1 Resultantensysteme

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes nicht-konstante Polynom in einer
Veranderlichen mindestens eine Nullstelle in einem al gebrai sch-abgeschl ossenen K érper.
Resultantensysteme sind das klassische Hilfsmittel, um zu entscheiden, ob zwei oder mehrere
Polynome einer Veranderlicher eine gemeinsame Nullstelle in einem algebraisch-

abgeschl ossenen K 6rper haben.

Im folgenden bezeichnet R einen kommutativen Ring mit 1 und & den Speziafall eines
Korpers.

3.1.1 Definition (Resultante zweier Polynome)
Esseien f,ge R[X] zwei Polynome der Gestalt

fX)=ay-X"+a,- X" +..+a,, - X +a,
gX)=by X" +b X" +..4b,, - X+b,.

Die Resultante der beiden Polynome ist definiert as die Determinante

a, a a,
a, a; a,
ao al an
Res(f,g)::det by b, .. .. b, eR
by, b b,
by b b,

mit m Zeilenim oberen Teil und » Zeillen im unteren Teil der Matrix.

Mit der Resultante |83t sich entscheiden, ob zwei Polynome einen gemeinsamen Faktor haben,
ohne die Polynome zuvor in Linearfaktoren zerlegen zu muissen.
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3.1.2 Satz (Resultante)
i) Die Resultante zweier Polynome

f.ge RIX]
liegt in dem Ideal, das von beiden Polynomen aufgespannt wird: Es gibt Polynome
a,be R[X] mit dega < deg g,degb < deg f
mit
Res (f,g)=a-f+b-geR.
ii) Im Falle eines Korpers k£ und deg 7 >1 gilt die Aquivalenz:
e Beide Polynome haben einen gemeinsamen Faktor in k[.X ] vom Grad >1
e Res(f,g)=0ck.

Beweis. ad i) siehe [CLO1997], Chap. 3, 85 Prop. 9. Der Satz wird dort nur fir den Fall eines
Korpers bewiesen. In unserem Fall betrachte man den Quotientenkérper des Ringes der von
den Koeffizienten beider Polynome Uber Z erzeugt wird.

ad ii) Nach Telil i) gibt es eine Darstellung
Res (f,g)=a-f+b-g.

Falls beide Polynome einen gemeinsamen Faktor /€ k[X | vom Grad >1 haben, ist die
Resultante ein Vielfaches des Polynoms /. Als Element des Grundkérpers folgt dann

Res (f,g)=0.
Zum Beweis der Umkehrung: Im Hauptidealring k[.X | gibt es ein Polynom
0#de k[X]
mit
(d)={(f.g)cklx].

Das Polynom d ist insbesondere ein gemeinsamer Faktor von f und g in k[X]. Wir zeigen,
dal’ d einen Grad >1 hat, indem wir die Existenz einer Nullstelle von d im algebraischen
AbschluR K =k nachweisen.

Das Polynom £ zerféllt Gber K vollsténdigin Linearfaktoren:
FX)=r(x=&)... (X =, )e KIX].
Aus
O=Res (f,g)=a-f+b-g
folgt
a(X) 1 (X = &) (X =&,)=-b(X) g(X)e K[X].
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Wegen
degb<deg f =n
mufd mindestens einer der Faktoren
(X -¢ )e Klx]
auch ein Faktor von
g(¥)e K[x]

sein. Damit haben f und g eine gemeinsame Nullstellein K, und diese Nullstelle ist auch
eine Nullstellevon 4, g. e. d.

3.1.3 Bemerkung (Resultante und Diskriminante)

Die Diskriminante €ines Polynoms f € R[.X] ist die Resultante des Polynoms und seiner
Ableitung

disc(f )= Res(f, ).

3.1.4 Definition (Resultantensystem)

Essei F =(f,, f,,... f, ) eine Familie von Polynomen f, € k[.X ], das erste von der Gestalt
foX)=ay- X" +a, X" +..+a,, - X+a,,a,#0eck.

Das Resultantensystem von F' ist die Familie

Res I =(Res,(F))|

deren Elemente Res,, (F') die Koeffizienten sind in der Darstellung
Res (fO,ZT, -f J: . 7% Res, (F)e k[T,,...T,], T* =T ... T,
i=1 |a|=N

mit den beiden Polynomen

m

found ¥'\7,- f, € RIX], R =k[13..... T, ].

i=1

3.1.5 Satz (Resultantensystem)
Eine Familie F = (f,, f,,..., f,,) von Polynomen f, € k[X'] mit

folX)=ay- X" +a, X" +..+a,, - X+a,,a,#0eck

hat genau dann eine gemeinsame Nullstelle im algebraischen AbschiuR K = &, wennihr
Resultantensystem verschwindet, d.h.
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Res,(F)=0e k furdle a=(o,...a,) mit|a|=N

Beweis. Wir setzen
R=kl[1,....T,].

m

i) Wenn ale Polynomevon F = (£, f,,..., f,, ) €ine gemeinsame Nullstellein K haben, so
haben sie auch einen gemeinsamen Faktor in k[.X | vom Grad >1. Dann haben auch die
beiden Polynome

m

found Y7,
i=1

einen gemeinsamen Faktor aus R [X ] vom Grad >1. Es sei

r—res(fo,iT f )GR

die Resultante beider Polynome. Fir jeden festen Wert
ti=(t,nt, ek
gilt nach Satz 3.1.2, Teil ii)
r(t)=0€ek.
Esfolgt, da3 » das Nullpolynomist.
i) Essel

Res [fo,iTi ~f,):Oe R.
i=1

J
Wir bezeichnen den Quotientenkdrper von R mit
L=0R)=k(T,...T,).
Nach Satz 3.1.2, Tell ii) haben beide Polynome

m

found Y7,
i=1

einen gemeinsamen Faktor e L[X] vom Grad >1, d.h.

fo=h-gound YT, f,=h-g
i=1
mit Polynomen
g0.g¢€ LX]
Ohne Einschankung kann man annehmen, dal3 die Polynome

fo, hound g,
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normiert sind. Der Ring R ist faktoriell, daher gilt die Gleichung
Jo=h-g,

bereitsin R[X |. Wir betrachten nun die drei Elemente £;, # und g, a's Polynome mehrerer
Veranderlicher mit K oeffizienten aus dem Koérper (X ), d.h.

Jorh, g€ k(X)[Tl""’Tm]-
Dann haben £, und damit auch # und g, den Grad 0. Also gilt die Gleichung
Jo=h-g

bereitsin k(X') und damit auch in k[.X ]. Aus der Darstellung

m

g=>7T g, g¢€klx]
i=1

folgen durch Koeffizientenvergleich bzgl. der Unbestimmten 7, die Gleichungen
fi=h-g,i=1..,m.
Also haben alle Polynome aus F = (f;, f,,..., £, ) den gemeinsamen Faktor
he k[X] vom Grad >1

und damit eine gemeinsame Nullstellein K, g.e.d.
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3.2 Endliche Abbildungen

3.2.1 Bemerkung (Ringmorphismus und Algebra- bzw. Modulstruktur)
Ein Morphismus zwischen zwei Ringen

p:R——S
erlaubt es, auf dem Ring S eine Skalarmultiplikation mit Elementen von R zu definieren:
r#s:=¢()-seS firreR,seS.

Hierdurch kann man den Ring S as R -Modul und sogar als R -Algebra auffassen.

3.2.2 Definition (Endliche Abbildungen)
Ein Morphismus zwischen zwei Ringen

p:R——S
hei 3t
e endlich, wenn S enendlich erzeugter R -Modul ist,

e von endlichem Typ, wenn S eine endlich erzeugte R -Algebraist, d.h. wenn esendlich
viele Elemente s,,...,5, € S gibt mit

S=gR) sy,
e ganz, wenn jedes Element von S ganz Gber R ist.

Dabel heildt ein Element s e S ganz Uber R, wenn es eine normierte Gleichung mit
Koeffizienten aus R erfillt:

s+ s L ks +r, =0mitreRi=1,..,n

Die Menge der Uber R ganzen Elementevon S heil3t der ganze Abschlufi von R bzgl. ¢ .
Falls er mit ¢(R) Ubereinstimmt heit R ganz-abgeschlossen bzgl. ¢ .

Obige Definitionen gelten insbesondere fir Morphismen zwischen affinen Algebren. Man
Ubertrégt sie auf reguldre Abbildungen, indem man fir die induzierten Morphismen der

K oordinatenringe die entsprechende Eigenschaft fordert: Eine regulére Abbildung zwischen
affinen Varietéten heildt endlich (bzw. von endlichem Typ bzw. ganz), wenn der induzierte
Morphismus der Koordinatenringe endlich (bzw. von endlichem Typ bzw. ganz) ist.

3.2.3 Bemerkung (Endlichkeit)

i) FUr einen Morphismusist die Eigenschaft, von endlichem Typ zu sein, wesentlich
schwécher al's die Eigenschaft, endlich zu sein.

Beispielsweiseist die Inklusion eines Korpers & in seinen Polynomring einer Verénderlichen
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k—=—k[X]
von endlichem Typ, aber nicht endlich.

ii) Die von einer regulé&ren Abbildung zwischen algebraischen Varietéten induzierten
Ringmorphismen zwischen den Koordinatenringen sind stets von endlichem Typ. Denn
Koordinatenringe sind als affine Algebren bereits von endlichem Typ tber dem Grundkorper.

iii) Im Falle einer Korpererweiterung
R——>S

fallen die Begriffe ,,ganz“ und ,, ganz-algebraisch* zusammen.

3.2.4 Satz (Ganzheit und Endlichkeit)

Essden R c S zwel Ringe. Dann sind fur ein Element s e S die folgenden Aussagen
aquivalent:

i) Esist s ganz Uber R

ii) Esist R[s] ein endlich erzeugter R -Modul

i) Esgibt einen Ring R’ mit R[s]c R'c S, welcher ein endlich erzeugter R -Modul ist.

Beweis. i) => ii) Wenn s eine ganze Gleichung 7 -ten Grades erfuillt, so bilden die Elemente

1= s 5%, 5"

ein Erzeugendsystem des R -Moduls R[s].

ii) => iii) Setze R":= R[s].

iii) =>1) Der R-Modul R’ werde von den Elementen

b,...be R’

erzeugt. Wir betrachten die R -lineare Multiplikation

R——>R,b>s-b.

Die Bilder der erzeugenden Elemente lassen sich darstellen as
s-b, =3 r, b, i=1..n mit Koeffizienten r, € R .
=1

Hieraus erhalt man die Matrixgleichung
0=C-b
mit der Matrix
C:(s'é,j—r,j )e M(nxn, R)

und dem Spaltenvektor
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b=(b )e M(nx1I,R").
Wir bezeichnen mit
Ce M(nxn, R)
die Matrix der algebraischen Komplemente von C . Aus der Gleichung
detC-b=(C-C)b=C-(C-b)=0
folgt
detC =0,

und dies stellt eine ganze Gleichung fur se S bzgl. R dar, g.e.d.

3.2.5 Lemma (Transitivitat von Endlichkeit und Ganzheit)
Die Komposition endlicher (bzw. ganzer) Abbildungen

R—2>S und S—-~>T
ist wieder endlich (bzw. ganz).

Beweis. Im Falle endlicher Abbildungen erhét man aus einem Erzeugendensystem von T’
bzgl. ¥ und einem Erzeugendensystem von S bzgl. ¢ durch Produktbildung ein

Erzeugendensystemvon 7 bzgl. y o ¢ .
Im Falle ganzer Abbildungen sei e T ganz bzgl. y . Dann gibt es eine ganze Gleichung
1" +s k" s, ¥+, =0
mit Elementen
s;eS,i=1.,n.
Also ist insbesondere die Abbildung
R[Sl,...,Sn]%R[Sl,...,Sn][l‘].
ganz.
Aulerdem ist die Abbildung

endlich: Beweis durch Induktion Gber » . Im Fall » =0 ist nicht zu zeigen. Im
Induktionsschritt verwenden wir die Ganzheit von s, € S Uber R und a posteriori tber

R[sl,...,snfl] .
Dannist nach Satz 3.2.4 die Inklusion

R[Sl’--"Snfl]éR[Slv"’Sn]: R[Sl""’sn—l][sn]
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endlich. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Inklusion
R—=>Rls;.s, ]

endlich. Aus der Trangitivitidt der Endlichkeit folgt die Endlichkeit von
R%R[sl,..., sn],

womit der Induktionsschritt bewiesen ist.

Die Komposition der endlichen Abbildung
R—=—>Rls,,...,s, |

und der ganzen Abbildung

R[Sl,...,sn ]#R[sl,..., Sn][t]

ist wegen der Trangitivitét der Endlichkeit wieder endlich. Damitist te 7' in dem endlich
erzeugten R -Modul

R[sl,...,sn][r]

enthalten, und ist nach Satz 3.2.4 ganz Uber R, g.e.d.

3.2.6 Lemma (Endlichkeit und Ganzheit)
Fur einen Morphismus von Ringen

p:R——S
gilt:
i) Aus der Endlichkeit von ¢ folgt seine Ganzheit.
i) Ist ¢ von endlichem Typ, so folgt aus der Ganzheit von ¢ auch seine Endlichkeit.
iii) Die ganzen Elemente bzgl. ¢ bilden einen Unterrring von S .
Beweis. ad i) Die Aussage ist Inhalt von Satz 3.2.4.
adii) Sel

S =R[S1,...,Sn].

Der Beweis der Endlichkeit von

p:R——S

folgt durch Induktion Uber » unter Benutzung von Satz 3.2.4 und der Transitivitét der
Endlichkeit nach Lemma 3.2.5.

ad iii) Sind zwei Elemente x, ye S ganz liber R, soist R [x, y] endlich tiber R, und nach
Tell ii) auch ganz Uber R, g.e.d.
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3.2.7 Definition (Normalisierung)

Essel R en Integritétsbereich. Die Normalisierung von R ist der ganze Abschlul3von R
beziiglich der Einbettung

R——0(R)

in seinen Quotientenkorper O(R). Der Integritétsbereich R heilt normal, wenn er ganz-

abgeschlossen ist in seinem Quotientenkdrper, d.h. wenn er mit seiner Normalisierung
Ubereinstimmt.

Die Bedeutung der Ganzheit von Ringerweiterungen liegt in folgendem Fortsetzungssatz.
Seine geometrische Formulierung ist der Projektionssatz fur endliche regulére Abbildungen.

3.2.8 Satz (Fortsetzungssatz fiir ganze Ringerweiterungen)
Essai
R——S

ein injektiver, ganzer Morphismus von Ringen und K ein algebraisch-abgeschlossener
Korper. Dann 183t sich jeder Ringmorphismus

Q:R—K
auf S fortsetzen, d.h. es gibt einen Ringmorphismu
O:S—K
mit
D|R=¢.

Beweis. i) Wir beweisen zunéchst den Spezialfall, dal3 die R -Algebra S von einem einzigen
Element erzeugt wird:

S = R[s].
Es gibt eine exakte Sequenz
0 I R[x] R[s] 0.

Dadas Element s eine ganze Gleichung Uber R erflllt, enthalt das Ideal
I c R[X]
ein normiertes Polynom
o X)=X"+r - X" o4 X+,
Der gegebene Ringmorphismus
Q:R——K

|al3t sich fortsetzen zu einem Ringmorphismus
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¢, RIX|—K[X],r—=0@) X X.
Wir bezeichnen mit 7, < K[.X ] dasvon den Bildern
¢ (e K[x]
erzeugte Ideal. Die gesuchte Fortsetzung |&3t sich auf dem Quotienten
Rls]=R[x]/1
wohl-definieren als

O RlsF—K, D 5" 5 Yo, )&,
sobald ein Element £ € K gefunden ist mit

¢.(f)E)=0eK furale fel.
Denn in diesem Fall folgt flr jedes Polynom
f=>Ya, s el

dal3
0 (f)€)=2 )¢ =0e K.

Die Polynome
Jor forens fy € RIX]

seien ein Erzeugendensystem des Ideals 7  R[.X']. Dann sind die Polynome

Py (fo)! Py (,fl)!"'!¢X (fm )G K[X]

ein Erzeugendensystem des Ideals ¢, (1)< K[X ], und es bleibt zu zeigen, dafk alle Polynome
¢, (f,)e K[X],v=01,..,m

eine gemeinsame Nullstelle haben.
Das Polynom

0, (f)X)=X"+¢c,- X" +..+c, - X +c,
ist normiert. Nach Satz 3.1.5 ist zu zeigen, dal3 alle Elemente des Resultantensystems

Res, (@ (o) 0 ()0 (f,) ) K, [o] =1,
verschwinden. Wegen

RNI=(0)
gilt bereits
Resa(fo;fl,...,fm )=Oe RN, |a|=n.
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Esfolgt

Resa((px(fo);(px(fl) ----- (px(fm)):(p(Resa(fo;fl ----- S )):OE K, |05|:n-

ii) Fallsder Ring S endlich erzeug ist Gber R, so folgt die Behauptung durch Induktion Gber
die Anzahl der Erzeugendenzahlen ausder in Teil i) bewiesenen Aussage.

iii) Im allgemeinen Fall folgt die Aussage durch transfinite Induktion als Anwendung des
Zornschen Lemmas, g.e.d.

Der wichtigste Satz tber endliche Abbildungen ist der Projektionssatz. Er heif3t in der Sprache
der Zariski Topologie:

3.2.9 Korollar (Projektionssatz fiir endliche Abbildungen)
Jede endliche regulére Abbildung zwischen affinen Varietdten
g: X—Y

ist abgeschlossen, d.h. sie bildet elne abgeschlossene Tellmengevon X auf eine
abgeschlossene Teilmengevon Y ab.

Beweis. Es genligt den Fall zu betrachten, dal3 die Abbildung dichtes Bild hat, d.h. man kann
annehmen

giX )=Y .
Nach Satz 2.2.6 ist dann die induzierte Abbildung der K oordinatenringe
o, kY —=—k[x]

injektiv. Nach Voraussetzgung ist sie endlich, nach Lemma 3.2.4 also ganz. Damit liegt die
Situation von Satz 3.2.8 vor. Essel y e Y eln vorgegebener Punkt und

a kf—kK, f (),
der zugehorige Auswertungshomomorphismus. Nach Satz Satz 3.2.8 gibt es eine Fortsetzung
aklxX—kK.

Nach Lemma2.2.5ist dieser £ —Algebra-Morphismus die Auswertung an einer Stelle xe X .
Man rechnet nach:

g(x)=y,qed

Die Normalisierung einer Kurve ist immer die affine Gerade bzw. der Polynomring in einer
Veranderlichen. Die zugehorige regulére Abbildung ist dann elne Parameterdarstellung eines
dichten Teils der Kurve. In manchen Féllen ist auch die Normalisierung einer Fl&che ein
Polynomring, bzw. die affine Ebene. In diesen Féllen erhadlt man eine Parameterdarstellung
eines dichten Teils der Flache, siehe Beispiele 3.2.10.
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3.2.10 Tool-Beispiel (Normalitat, endliche Abbildungen)
i) Jeder faktorielle Ring ist normal, insbesondere jeder Polynomring &[X,..., X, .

Beweis. Sei R ein faktorieller Ring und
Leow)
g

ein ganzes Element aus dem Quotientenkdrper Q(R). Da R faktoriell ist, kénnen wir o.E.
annehmen, dal3 die beiden Elemente /', g€ R teilerfremd sind. Aus dem Bestehen einer
ganzen Gleichung

m m-1
i] +7- i) +otr, i) +r, =0mitreR,i=1..,m,
g ) g )

folgt nach Multiplikation mit g”

_fm — g'(r]_'fm -1 + . +rm_1 fm—2 +rm 'gm—l )
Alsoteilt g diePotenz ™ im Widerspruch zur vorausgesetzen Tellerfreiheit.

Die Faktorialitét des Polynomringsist der Satz von Gauss: Der Polynomring in einer
Veranderlichen Uber einem Ring ist genau dann faktoriell, wenn der Ring selbst faktoriell ist,
g.ed.

ii) Die Neil Parabel Z , siehe Beispiel 2.1.4, Teil i) und die affine Gerade sind nicht regul&r
isomorph.

Sowohl der Koordinatenring der Neil Parabel k|72, 73] als auch der Koordinatenring (7]
der affinen Geraden sind Integritétsbereiche und haben denselben Quotientenkdrper k(T'). Der
Ring k|72, 7] ist nicht normal: Das Element

Te k(r?,7°)
ist ganz ist tiber k[TZ,TS] , denn es erfiillt die ganze Gleichung
T?—r=0 mit r=T2e k|12, 73] .
Es gehdrt aber nicht zum Koordinatenring der Neil Parabel.
iii) Die Projektion der Hyperbel Z , siehe Beispiel 2.1.4, Teil ii) auf die x-Achseist keine
endliche Abbildung. Denn die induzierte Abbildung der Koordinatenringe
Q: k[X]—)k[T,%] X T

ist nicht endlich.

iv) Mit dem Computertool Singular lassen sich die Normalisierungen von Koordinatenringen
berechnen.

e MyExamples/Normalization/Examples
Die Normalisierung der Neil-Parabel ist die Abbildung
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g A ——ZcA i (2 °)

bzw. auf dem Niveau der Koordinatenringe die Inklusion

k|Zl——k[T].
Die Normalisierung des Whitney-Umbrella

w :{(x,y,z)e A% y?—z-x*=0 }
ist auf dem Niveau der Koordinatenringe die Inklusion
k[W]:k[X,Y,Z]/<Y2 —Z-X2>;>k[U,V], XU YUV, Z V2.

Der Whitney-Umbrella hat also den Koordinatenring

Klo.u-v?).
Auf dem Niveau der Varietéten ist die Normalisierung die regulére Abbildung

g: A?—W c A3, (u,v )l—) (u,u-v,v2 )

Sie hat dichtes Bild, siehe Bemerkung 2.2.3, Tell 1).
Die Normalisierung der 5-nodalen Kurve

Z ={(x,y)e A : 32x* — 2007152y™ +14441792)° — 3604487 + 39424y° —1760y° + 22y ~1=0 |
ist die reguldre Abbildung

g A——>7 cC A%,

1 1 11 9 1 , 77 5 5 5 11 1 , 1\
M- t°+ t' - O+ -t =P
33554432 2097152 32768 8192 512 32 64 2

3.2.11 Satz (Noethersche Normalisierung)
Es sei

A=k[X,,.. X, ]/ 1
eine affine k -Algebra. Dann existiert ein k& -Automorphismus
¢ kX, X, | ——k[Xx,,... X, ]
und eine Zahl d < n, so dal3 die von der Inklusion induzierte Abbildung
kX X, — kX, X, ] Jo(I)= 4
injektiv und endlich ist (Noether Normalisierung).
Beweis. siehe [GP2002], Theor. 3.4.1.
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Satz 3.2.11 besagt in geometrischer Formulierung, dal3 sich jede affine Varietét as verzweigte
Uberlagerung tiber einem wohlbestimmten affinen Raum darstellen 14R3t: Zu jeder affinen

Varietdt X c A, gibteseineZahl d <n,sodasich X - eventuell nach einer
Koordinatentransformation des affinen Raumes A, - unter der reguléren Abbildung

A —— AL, (v x, ) (xp00x,)

surjektiv und endlich auf den affinen Raum A¢ projiziert.

3.2.12 Tool-Beispiel (Noethersche Normalisierung)
Singular Beispiele
e MyExamples/NoetherNormalization/Example

Hyperbol, Blow-up, Affine Ebene mit transversaler affiner Geraden.

-
- -
-

Abbildung 1: Y/Z-Ebene vereinigt mit X-Achse
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3.3 Irreduzible Varietaten und Primideale

Ein weiterer Bezug zwischen dem Koordinatenring einer affinen Varieté und ihren
geometrischen Eigenschaften wird bei der Zerlegung einer affinen Varietét deutlich. Hier
entpricht der Zerlegung des Ideals der Varietét in Primideale der Zerlegung der Varietét in
irreduzible Teilmengen bzgl. der Zariski Topologie. Aufgrund dieser Entsprechung kann man
die Dimension einer Varietdt sowohl algebraisch als auch geometrisch definieren - mit
gleichem Resultat.

3.3.1 Definition (Primideal)
Ein echtesldeal /c R einesRinges R heifdt

e Primideal, wenn es mit e nem Produkt von Elementen auch mindestens einen Faktor
enthdlt, d.h.

f-gel= felodergel,
e Primdrideal, wenn gilt:
f-gel= feloder g"e I firengecgnetes ke N .
e maximal, wenn das einzige echt grof3ere Ideal nur der Ring R selbst ist:
IEJ:>J:R.

Das Radikal eines Priméridealsist immer ein Primideal:

v Primdrideal = Primideal .

Ein maximales Idea ist immer auch ein Primideal.

3.3.2 Satz (Primérzerlegung)
In einem Noetherschen Ring R besitzt jedesIdeal 7/ — R eine endliche Zerlegung

I=(g, #J <

JeJ

mit Priméridealen ¢, diein folgendem Sinne unverkurzbar ist:

Na, zq, firdle je J und \Jg, = [q, furi#;.

i#]

i) Eindeutig bestimmt sind die zugehorigen Primideae

p; ::\/qT,jeJ

und ebenso die Primdrideale ¢, zu minimalen Primidealen

p_/.e{pl.:ieJ}.
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i) Fur ein reduziertes Ideal / sind ale Primarideale ¢, bereits Primideale.

Beweis. Siehe[CLO1997], Chap. 4, §7.

3.3.3 Tool-Beispiel (Primérzerlegung)
i) Mit Hilfe von Singular berechnet man die Primérzerlegung von Idealen:

e MyExamples/PrimaryDecomposition/Examples
ii) Das Ideal
I'=(X*X-Y)ckl[x,r]
ist nicht reduziert
VI=(x)cklx,r].
Es hat die beiden verschiedenen, unverkirzbaren Zerlegungen
I=(X)n(X*7)=(X)n (X X-¥,7?).
Mit den Priméridealen
¢, =(X),q,=(X*.7)
gilt
I=q,Ngq,.
Und mit den Priméaridealen
0= (X), ¢, = (X?, X -¥,Y?)
gilt ebenfalls
I=g,'ng, .
Die zugehdrigen Primideale
P=q == (X)
und
D> ::\/Z:\/q—z’:<X’Y>
stimmen (iberein. Das Primideal p, ist nicht minimal in der Menge { p,, p, }, esgilt

0 :<X2, Y>¢q2’:<X2,X-Y,Y2>.

Geometrisch definieren die beiden Ideale 7 und \/7 dieselbe Varietét
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Var(I)= Var(\/?): y—Achse .

Um beide Ideale auch geometrisch unterscheiden zu kénnen, mufd man die Kategorie der
affinen Varietéten zur Kategorie der affinen Schemata erweitern. Dann kann man dem nicht-
reduzierten Ideal / alsaffines Schema die y-Achse mit einem eingebetteten Doppel punkt
zuordnen. Die Theorie der Schematawird z.B. in [EH2000] behandelt.

A A A
—>
—1>
> m -1 = > =
—>
—>
—>
(X-7) (x?)  (x*x-¥)

(X) (x2.7) (X) (x%,X-7,7?)

Abbildung 2: Eingebetteter Doppelpunkt

Wie bel jedem topol ogischen Raum kann man auch bzgl. der Zariski Topologie einer affinen
Varietét von irreduziblen Mengen sprechen.

3.3.4 Definition (Irreduzible Varietét)
Eine nicht-leere affine Varietét

DX cA”
hei %t irreduzibel, wenn sie sich nicht darstellen 1&% in der Form
X=Xx,UX,

mit zwei nichtleeren, voneinander verschiedenen, in der Zariski Topol ogie abgeschlossenen
Teilmengen. Andernfalls heildt sie reduzibel.

Die leere Menge heil3t reduzibel.
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3.3.5 Satz (Irreduzible Varietat und Primideal)
Fir eine algebraische k -Varietédt X < A; sind aquivalent:

e Esist X c Ay irreduzibel
e DasVerschwindungsideal /d(X)c k[X,,...,. X, ] ist ein Primideal.

e Der Koordinatenring k[.X ] ist ein Integritatsbereich.

Unter Benutzung der beiden Funktoren aus Bemerkung 2.1.2
X ldx)und I - var (1)

kann man die algebrai sche Aussage der Darstellung eines reduzierten Ideals al's Durchschnitt
von Primidealen in die geometrische Aussage der Darstellung einer affinen Varietét als
Vereinigung irreduzibler Teilmengen Ubersetzen.

3.3.6 Satz (Zerlegung in irreduzible Komponenten)
Jede nicht-leere affine Varietdt X — A" besitzt eine endliche Zerlegung

X=X, #J<eo

jedJ
inirreduzible affineVarietégten X ;. Im Falle einer unverklrzbaren Darstellung, d.h.
X, aX ,i#],
sind dieirreduziblen Mengen X', eindeutig bestimmt (irreduzible Komponenten). Sie

entsprechen bijektiv den Primidealen
p, C k[Xl,...,Xn],je J

in einer unverkirzbaren Primzerlegung

1d(X)=p,

JjeJ
unter der Zuordnung

[d(Xj):pj.

3.3.7 Definition (Dimension)

1) Die kombinatorische Dimension d € N einer affinen Varietét X ist die maximale Lange
einer Kette irreduzibler abgeschlossener Teilmengen von X

X,cX, c.cX,.
O¢ 1¢ # d

Man nennt 1-dimensionale Varietéten Kurven und 2-dimensionale Varietéten Flcichen.
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ii) Die Krull-Dimension d € N eines Noetherschen Ringes R ist die maximale Lange ener
Kette von Primidealen

Po " P —C P

Der Dimensionsbegriff wurde hier als eine globale Grof3e eingefiihrt.

Die Dimension einer affinen Varieté hangt zudem nur von der irreduziblen Komponente
maximaler Dimension ab.

3.3.8 Lemma (Erweiterung eines Primideals)
Bel einer ganzen Abbildung von Ringen

R——S
existiert zu jedem Primideal p — R ein Primideal P — S mit
PNR=p.

Beweis. Der Quotient R/p ist ein Integritétsbereich, essei k:=Q(R/p) sein

Quotientenkodrper und K =k der algebraische AbschluR. Die Komposition der kanonischen
Abbildungen

o=|r R/p——sk—K]|
hat nach Satz 3.2.8 eine Fortsetzung zu einem Ringmorphismus
O:S—>K,®|R=9¢.
Dann ist

P=ker®dcS

ein Primideal mit PN R=p, g.ed.

3.3.9 Satz (Dimensionstreue ganzer Ringerweiterungen)
Fur eine ganze Abbildung von Ringen

R——>S
gilt die Dimensionsformel
dmR=dimS.
Beweis. i) Wir zeigen zunachst dimR > dim .S : Dazu sei

PcPc..cP,
* * *

eine Kette von Primidealenin S von maximaler Lange. Mit

p,=PnNR,i=0,...,d
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erhdt man eine aufsteigende Folge von Primidealen in R

PoC P C...CPpy.
Zu zeigen ist

p,.gplﬂ,z’:o,...,d—l.
FUr einen indirekten Beweis nehmen wir an
P =p, fureinie{0,.,d-1}

und wahlen ein Element

feB.-P)cs.

Wegen der Ganzheit der Ringerweiterung erflllt / eine ganze Gleichung Gber R,
insbesondere gibt es Elemente a, € R,i =1...,r mit

f+a-f+..+a_, f+aePl.
DieZahl re N sal minimal gewahlt mit dieser Eigenschaft. Aus der letzten Gleichung folgt
a.e ROF,=p,=p ch,
also auch
f(f*+a-f2+.+a_, f+a_ eP.

Wegen der Minimalitét der Zahl » gehort der zweite, geklammerte Faktor dieses Produkt
nicht zu P.. Da P, ein Primideal ist, muf3 dann gelten

feb,

ein Widerspruch zur Wahl von fe P,,—P.

1

i) Wir zeigen nun dimS > dim R : Dazu gehen wir aus von einer Kette von Primidealenin R
maximaler Lange

Do S PG C Py
Zu zeigenist, dald sie sich zu einer Kette von Primidedlenin S
PcPc..cP,PNnR=p,i=0,..d-1
# # #
erweitern |a3t. Diese Aussage wird durch Induktion tber d bewiesen.

Der Induktionsbeginn d =0 ist die Aussage von Lemma 3.3.8. Fur den Induktionsschritt sei
eine Kette von Primidealen

PocPlc...ch,Pl. NR=p,,i=0,...,J
# # #

schon gefunden. Wir betrachten das kommutative Diagramm
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R — §
lr, \¥ 2
Rp,—=s/,
in welchem die induzierte Abbildung
¢:A——>B,A=R/p,,B=S/P,,
nach Induktionsvoraussetzung injektiv ist. Diese Abildung ist ebenfalls ganz. Das Ideal
p Z=7ZR(pj+l)C A
unter der surjektiven Abbildung 7z, ist ein Primideal. Damit konnen wir auf die Abbildung
p:A—B

und das Primideal p c 4 wieder die Aussage von Lemma 3.3.8 anwenden. Wir erhalten ein
Primideal P c B mit

PNnA=p.
Das Urbild
P =n(P)cS
ist ein Primideal und erfullt
P

Jj+l

NR=p,,, ded

3.3.10 Satz (Dimension)
i) Der Polynomring k[.X,..., X, | hat die Krull-Dimension n.

i1) Die kombinatorische Dimension einer affinen Varietét ist identisch mit der Krull-
Dimension ihres K oordinatenringes.

iii) Endliche Abbildungen sind dimensionstreu, d.h. bel einer endlichen reguldren Abbildung
zwischen zwel Varietdten

g: X—Y

gilt
dimg(X)=dimXx.

Insbesondere gilt fir eine Noethersche Normalisierung

X—— A}
einer affinen Varietdt X die Dimensionsgleichung

d =dim(Xx).
Beweis. ad i) [GP2002], Theor. 3.5.1.
ad ii) Siehe Satz 3.3.6.
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ad iii) Die Aussage folgt aus Satz 3.3.9.

3.3.11 Definition (Nicht-singuldrer Punkt)
Eineirreduzible affine Varietét

X =Var(I)c A"

heil¥ nicht-singuldr in einem Punkt p e X , wenn an dieser Stelle der Rang der Jacobi Matrix
gleich der Codimension ist, d.h. fr

I=(fiu f,) kX X,
gilt

df, df,

d_Xl(p) o (p)

rang =n—-dimX.

df, d,
rd @) - o )
Eineirreduzible Varietét heildt nicht-singuldr, wenn sie in jedem Punkt nicht-singul&r ist.
Die Definition der Nicht-Singularitét ist unabhangig von dem gewahlten Erzeugendensystem

und sogar unabhangig von der gewahlten Einbettung: Nicht-Singularitét ist eine intrinsische
Eigenschaft der Varietét.
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4 Grobner Basics

Die Grobner Theorie stellt die entscheidenden Algorithmen zum expliziten Rechnen mit
Idealen in Polynomringen zur Verfigung. Als wichtigste Frage |a%t sich damit algorithmisch
klaren: Gehort ein Polynom zu einem Ideal oder nicht?

Das Prinzip der Algorithmen zum Rechnen mit Polynomen lautet: Reduktion auf Monome!

Jedes Ideal in einem Polynomring hat ein endliches Erzeugendensystem. Aber nicht alle
Erzeugendensysteme sind in gleicher Weise geeignet fir die Implementierung von
Algorithmen. Die im Rahmen der Grébner Theorie ausgezel chneten Erzeugendensysteme
heil3en Grobner Basen.

4.1 Divisions Algorithmus

Der Divisionsalgorithmus verallgemeinert den Euklidischen Divisionsalgorithmus auf den

Fall von Polynomen mehrerer Veranderlicher. Mit Hilfe des Euklidische Divisionsalgorithmus
|a3t sich fir den Polynomring in einer einzigen Veranderlichen entscheiden, ob ein Polynom
zu einem gegebenen Ideal gehort oder nicht: Man dividiert durch ein erzeugendes Polynom
des Hauptideal s und betrachtet den Rest. Im Falle mehrerer Veranderlichen fuhrt die analoge
Fragestellung auf ein endliches Erzeugendensystem des Ideals. Man braucht daher einen
Algorithmus, welcher den Rest einer simultanen Division durch mehrere Polynome berechnet.
Dabe stellt sich allerdings heraus, dal3 der Rest der Division nicht eindeutig bestimmt ist.

Der Divisionsalgorithmus hat wie im Falle einer Verénderlichen zwei Schritte:
e Probedivision durch das Leitmonom eines Divisors

e und Reduktion des Dividenden durch Subtraktion des Produktes.

Die Auszeichung des Leitmonoms eines Polynoms setzt eine Ordnung auf den Monomen
voraus. Bei Polynomen einer Veranderlichen wird sie durch den Grad der Monome gegeben.
Bel Polynomen mehrerer Veranderlichen gibt es keine ausgezeichnete Anordnung ihrer
Monome. Eslassen sich vielmehr verschiedene Monomordnungen definieren.

4.1.1 Definition (Monome und Terme)
Die Monome eines Polynomringes

R=k[X,,...X,]
sind die Produkte der Form

XB. X% X5

n 1

o,,0,,....0,, € N .

Der Grad eines Monoms ist definiert a's die Summe der Exponente
deg(xy - X% x%)=Ya, .
J=1

Durch Multiplikation eines Monoms mit einem Element des Grundkorpers entsteht ein Term.
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Hinweis. Die Bezeichnung ist nicht einheitlich in der Literatur. In manchen Biichern, z.B.
[BW1998], werden die Bezeichungen , Term” und ,, Monom* in genau umgekehrter
Bedeutung gebraucht.

4.1.2 Definition (Monomiales Ideal)

Einldea I ck[X,,..., X, | heit monomiales deal, wenn es ein Erzeugendensystem aus
Monomen besitzt.

4.1.3 Bemerkung (Monome und Polynome)
i) Die Monome des Polynomringes X . ¢ n] entsprechen bijektiv den Elementen

a=(,0,,..a)e N".

Dabei geht die Multiplikation von Monomen dber in die Addition der Exponenten. Das von
den Monomen bzgl. der Multiplikation gebildete Monom ist aso isomorph zum freien
Abelschen Monoid (N " +) mit n Erzeugenden.

ii) Jedes Polynom £ hat eine eindeutige Darstellung als Summe nicht-verschwindender
Terme und bestimmt eine zugehdrige Menge Mon(f) von Monomen. Dawir uns tber einem

Korper £ befinden, spielt hier die Unterscheidung von Monomen und Termen keine grofe
Rolle.

iii) Ein Polynom gehort genau dann zu einem monomiaen Ideal, wenn alle Monome des
Polynoms dazugehdren. Wenn ein Monom zu einem monomialen Ideal gehért, dannist es
bereits Vielfaches eines der monomialen Erzeuger des Ideals.

4.1.4 Satz (Varietét eines monomiales Ideals)

Die Varietdt eines monomialen ldealsist eine endliche Vereinigung von Vektorrdumen, d.h.
flr ein monomiales Ideal

IcklX,,..X,]
hat die affine Varietét
X =Var(I)

eine Zerlegung in irreduzible Komponenten

m

x=Jx,
i=1
mit Untervektorraumen X, c K" = A¢,i=1...m.

Beweis. Sel

I=(fy,. f,) mMitMonomen f, € k[X,,... X, ], j=1...k.
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Dann gilt

X = Var([):ﬁVar<<fj> )

J=1

Fir das von eéinem Monom

erzeugte Ideal gilt
aso

und jede Varietét

var((x,))
ist eine Hyperebene. Insgesamt ist
X =Var(l)= QVar(<fj> )= (/] (UHJ ): U (OHJ}

endliche Vereinigung eines endlichen Durchschnitts von Hyperebenen H, , also Vereinigung
endlich vieler Vektorraume, g.e.d.

4.1.5 Definition (Monomordnung)

Eine Ordnung ">" auf der Menge N" hell3t Monomordnung, wenn gilt:
e Firdle «a,fe N" giltentweder o=/ oder o> f oder f >a (Totalité)

e Fiurale e N" gilt >0, d.h.entweder a >0 oder o =0 (Beschranktheit nach
unten)

e Wenn o> f,sogiltfuradle ye N" auch a+) > f+3 (Vertraglichkeit mit der
Monoidstruktur von (N " +))

Eine Monomordnung heifdt graduiert, wenn gilt:

deg(a)>deg(f)=a> .

4.1.6 Beispiel (Monomordnung)
Die wichtigsten Monomordnungen des Polynomringes R = k[X,,..., X, ] sind:
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Monomordnung a>p Singular Macaulay
Lexikographisch | Der am weitesten links stehende, von Null Ip Lex

verschiedene Eintrag von

1 =0022mm0,)=0-F

ist positiv
Graduiert e Entweder deg(a)> deg(h) Dp GLex
lexikographisch

e oder deg(a)=deg(f)und a>,_ p
Rickwarts Der am weitesten rechts stehende, von Null rp RevLex
lexikographisch | verschiedene Eintrag von

}=0udz0m? )= f

Ist negativ
Graduiert e Entweder deg(a)> deg(5) dp, GRevLex,
rackwarts default default
lexikographisch |® oder deg(a)=deg(f) und a >¢.,,,. f
r-te L L (dp(r), dp(n-r)) |Eliminater
Eliminationsordn | ®  Entweder ga,. > gﬂ,
ung, " )
re{l..n}

r r
Oder ZO(I» = Zﬂ, Und a >GRevLex ﬁ

i=1 i=1

Die lexikographische Anordnung entspricht der al phabetischen Anordnung von Waortern mit
fester Lange n, wobei die grof3en Wérter am Anfang stehen:

a>b>c>.>y>z

Im Polynomring [.X,Y ] gilt z.B.

X?>, X Y> X> VY.

Lex

Im Polynomring k[.X,Y, Z] gilt z.B.

X%.v-Z%>

Lex

X3 Z,aber X Y- Z>p,,,. X2V -Z%.

Die r-te Eliminationsordnung hat die Eigenschaft, dal3 ein Monom mit einer der Variablen

enthélt. Diese Eigenschaft besitzt die Lex-Ordnung firr jedes re {1,...,n }.
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4.1.7 Definition (Leitmonom, Leitterm, Leitkoeffizient)

In einem Polynomring mit einer festen Monomordnung (R = k[X,..., X, |, <) lassen sich die
Terme eines Polynoms f' € R Uber ihre Monome eindeutig nach absteigender Grof3e
anordnen.

1) FUr ein von Null verschiedenes Polynom O0# f € R heil}
e das grolte Monom das Leitmonom LM (f),
e der zugehorige Term der Leitterm LT(f)

e und sein Koeffizient der Leitkoeffizient LC(f):

LT(f)=LC(f) - LM(f).

i) Fur ein Ideal 0# I c k[.X,,..., X, | bezeichnet man mit

LT(1)=(LT(f): fel,f#0)=(LM(f): fe,f#O0)

das von den Leittermen der nicht-verschwindenden Elemente aus | erzeugte monomiale Ideal.

Durch eine gegebene Monomordnung wird auf der Menge k[.X,..., X, | aller Polynome eine
partielle Ordnung eingefthrt.

4.1.8 Definition (Induzierte Ordnung im Polynomring)
Essei (M,>) die Menge aler Monome im Polynomring £[X,...., X, | versehen mit einer
beliebigen, aber festen Monomordung.

i) Es bezeichne P, (M) die Menge aler endlichen Teilmengen von M . Jedes nicht-leere
Element 4e P, (M) hat ein eindeutig bestimmtes Maximum
max Ae M .

Fur zwei Elemente 4, Be P,, (M) definieren wir die Ordnung A < B durch Induktion tber

die Anzahl der Elementevon A4 :
o FUr A= gilt A< B fir beliebiges B.
o Fir A+© gilt 4< B genaudann, wenn B =< und

max 4 < max B oder ( max 4 =max B und max(4 —max 4)< max(B —max B) )

i) Fur zwei Polynome £, g e k[X,,.., X, | definieren wir die partielle Ordnung f < g durch
die Vorschrift:

f < g == Mon(f)< Mon(g).
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Die Ordnung (k[.X,,..., X, ], <) ist Noethersch, ebenso wie die vorgegebene Monomordnung,
d.h. jede absteigende Folge von Elementen wird nach endlich vielen Schritten stationér.

4.1.9 Bemerkung (Euklidischer Divisionsalgorithmus)

Im Polynomring einer Verénderlichen ist jedes Ideal ein Hauptideal. Die Frage der
Zugehorigkeit eines Polynoms zu einem gegebenen Ideal reduziert sich damit auf die Frage
nach der Teilbarkeit zweier Polynome:

I=(g)cklx],
und fir £ e k[X] gilt
fel o gteilt f.

Um die Teilbarkeit zu prifen, reduziert man f modulo g vermoge sukzessiver Probedivision
durch den Leitterm von g nach dem Euklidischer Divisionsalgorithmus. Man erhélt:

f=a-g+r mita,re k[X]und » =0 oder deg(r)< deg(g).
Dann entscheidet der Rest » Uber die Zugehdrigkeit zum Ideal:
feler=0.

Der Polynomring in mehr als einer Veranderlichen ist kein Hauptidealring. Idealein
k[X,,.... X, ] sind zwar weiterhin endlich erzeugt, aber bendtigen i.a. ein Erzeugendensystem

aus mehr als einem Element
I=(gyn g ) < klXpn X, ]

Um die Zugehorigkeit eines Polynoms £ € k[X,,..., X, | zu I zukl&ren, wird eine Reduktion
von f nach der Menge { g,...,g, } gesucht, d.h. eine Darstellung

f:iai g, +r mita,re k[X1 ..... Xn],
i=1

so dald man wieder allein durch Betrachtung des Restes » die Frage der Zugehorigkeit
entscheiden kann.

Man kann zunéachst den Euklidischen Divisionsalgorithmus
7 g mit zwei Polynomen f, g e k[X] einer Veranderlichen
erweitern zu einem Divisionsalgorithmus

f:{gyg }mitPolynomen f,g, € k[X,,..., X, | mehrerer Veranderlicher.

4.1.10 Algorithmus (Division von Polynomen)
V orgegeben ein Polynomring und eine Monomordnung.

Input: Polynom £, Liste von Null verschiedener Polynomen (g;,...,g, )
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Output: Polynom 7, Liste von Polynomen (a,,...,a, ) mit folgenden Eigenschaften:

k
o f= Zai g tr
i=1
e Fallsr#0 istkein Termvon r durch einen der Leitterme LT (g,),..., LT (g, ) teilbar

e Firjedesi=1,..kmita, #0gilt LT(f)>LT(q, -g,).

r=0,a,=..=a,=0

p=r

whilep #0

i=1

divisionOccured = false

while i £ k£ and divisionOccured = = false

if LT(g,) divides LT (p)

yeg L LT0) _ LT(p)

Ty P T ()

1

g, divisionOccured = true

dse

i=i+1

if divisionOccured = = false

r=r+LT(p), p=p-LT(p)

Tabelle 2: Divisionsalgorithmus

Der Divisionsschritt ist genau dann méglich, wenn der Leitterm des Polynoms p einen Term
enthalt, der durch den Leitterm eines der Divisoren g,,..., g, teilbar ist. Die anschlief3ende
Multiplikation und Subtraktion eliminiert den Leitterm von p (Top Reduktion) und addiert
gof. kleinere Terme:

_LT(p)

LT(g,)

Der Algorithmus terminiert, dadie Teillordnung auf den Polynomen Noethersch ist.

p>p

4.1.11 Tool-Beispiel (Divisionsalgorithmus)

1) FUr die Implementierung des Divisionsalgorithmus 4.1.10 mit Hilfe des Tools Macaulay?2
Siehe
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e MyExamples/DivisionAlgorithm/Examples
i) Trivialerweiseist die Bedingung » = 0 hinreichend fir die Zugehorigkeit von /' zum ldeal

<g1""’gk>'

Jedoch ist diese Bedingung nicht notwendig, und i.a. ist der Rest auch nicht eindeutig
bestimmt. Im Polynomring (k[X,Y ], >,..) soll festgestellt werden, ob das Polynom

Lex

f=XY’-X
im | deal
I'=(g,=X-Y+1g,=Y"-1)
liegt. Esgilt
LT(f)=X-Y?>, LT(g)=X Y >, LT(g,)=Y?

Probedivision durch den Leitterm von g, liefert
LT(f)=Y - LT(g,)
aso
f=Y-g-X-Y=Y g +r.

Keiner der beiden Terme X bzw. Y ist durch LT(g,) oder LT (g, ) teilbar. Daher terminiert
der Divisionsalgortihmus mit dem von Null verschiedenen Rest

r=-Y-X.
Beginnt man dagegen mit der Probedivision durch den Leitterm von g, , so erhdlt man
LT(f)=X - LT(g,)
aso
f=X-g

mit verschwindendem Rest

Also gehért / zum Ideal 1.
In der Tat gehort auch der Rest » zum Ideal /. Dasich in der Darstellung
r=-Y-X=-Y.-g+X-g,el
die Leittermevon g, und g, jedoch gegeneinander herausheben, 183t sich der Leitterm
LT(r)=-X

durch keinen der beiden Leitterme mehr dividieren. Der Leitterm LT(r) liegt nicht in dem
Ideal, das durch die Leitterme von g, und g, erzeugt wird:
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LT()=-X e ( LT(g,) LT(g,))=( X -¥,Y? ).
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4.2 Grobner Basen

Der Algorithmus aus 4.1.10 liefert keinen elndeutigen Rest, aus dem sich die Mitgliedschaft
des Dividenden in dem von den Divisoren erzeugten Ideal ablesen lief3e. Jedoch |1&f3t sich die
Brauchbarkeit des Divisionsalgorithmus retten, wenn man sich bel den Divisoren auf eine
bestimmte Art von Erzeugendensystemen des von den Divisoren erzeugten ldeals, sogenannte
Grobner Basen, beschrankt: Eine Grébner Basis erzeugt nicht nur das Ideal, sondern ihre
Leitterme erzeugen auch das Ideal aller Leitterme. Mit einer Grobner Basisals
Divisorenmenge ist der Rest eindeutig bestimmt und entscheidet — genauso wie im Falle einer
einzigen Veranderlichen - Uber die Mitgliedschaft des Dividenden in dem gegebenen Ideal.

Allein diesem Abschnitt auftretenden Polynomringe seien mit einer Monomordnung
versehen.

4.2.1 Definition (Grébner Basis)
Eine endliche Menge

G=1g,& I
von Null verschiedener Elemente eines Ideals
IcklX,..X,]

heil% Grobner Basis von [, wenn gilt:
LT(I)=(LT(g):ge G ),

d.h. wenn das monomiale Ideal der Leitterme aller nicht-verschwindenden Elemente aus 7
erzeugt wird von den Leittermen der Elemente aus G .

Aus dem Divisionsalgorithmus 4.1.10 folgt, dal3 jede Grobner Basis eines Ideals auch das
Ideal erzeugt:

4.2.2 Lemma (Grébner Basis)

Jede Grobner Basis eines Ideals ist auch Erzeugendensystem des Ideals, d.h. fir jede endliche
Teilmenge

G={gg }
von Elementen eines Ideals
Icklx,,...X,]
gilt:
LT(I)=(LT(g):ge G ) impliziet I=(g:ge G ).

Beweis. Fur ein vorgegebenes Element /e I terminiert der Divisionsalgorithmus 4.1.10 zur
Berechnung von

f:G
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mit einem Rest
k
rzf—Za,»g,E[.
i=1

Im Falle » # 0 wérekein Term von r durch einen Leitterm LT (g, ) teilbar. Nach Definition
der Grobner Basis gilt

LT(r)e ( LT(g,)...LT(g,)).

Dieses Ideal ist monomial, so daf? bereits einer seiner Erzeuger LT (g,) den Leitterm LT(r)
teilt, ein Widerspruch, g.e.d.

Die Division eines Polynoms durch eine endliche Familie von Dividenden gemal3
Algorithmus 4.1.10 ist ein Beispiel einer Reduktionsrelation, wie sie auch in anderen Teilen
der Mathematik auftritt. Beispielsweise bei der Reduktion von Worten einer Gruppeim
Rahmen des Wort-Problems oder bei der Reduktion von Formeln einer formalen Sprache
anhand einer Grammatik.

4.2.3 Definition (Reduktion)
Eine endliche Menge G c k[X,,..., X, ] nicht-verschwindender Polynome definiert auf der
Mengek[X,,..., X, | dler Polynome die folgende Relation der Reduktion modulo G:

1) Das Polynom £ 1813 sich vermdge eines Elementes g € G zum Polynom r reduzieren,
geschrieben

le",
wenn ein Term ¢ von £ durch den Leitterm LT (g) von g teilbar ist und

4
_T(g)g'

i) Das Polynom £ 1&% sich modulo G zum Polynom r reduzieren, geschrieben

r=f

f—r,
wennen ge G existiert mit

fTF.
iii) Der transitive Abschlu3 der Relation —— wird mit ﬁ bezeichnet, die erzeugte

Aquivalenzrelation mit ﬁ :

iv) Ein Polynom, das nicht modulo G reduzierbar ist, heil3t in Normalform bzgl. der
Reduktion modulo G .
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Algorithmus 4.1.10 fuhrt eine spezielle Art der Reduktion (Top-Reduktion) durch. Er prift,
ob eine Elimination des Leittermes des Dividenden moglich ist.

Die Reduktion modulo G ist eine strikt antisymmetrische, Noethersche Relation, d.h.

e Wenn f——r,dannnicht r—— f (Strikt antisymmetrisch)
G G

¢ Jede Folge von Reduktionen eines gegebenen Elementes endet nach endlich vielen
Schritten mit einer Normalform (Noethersch)

Beide Aussagen folgen aus der Tatsache, dal? eine Reduktion
f T) r

die Grole verringert r < f.

Die Reduktion einer Differenz |43t sich a's Differenz geeigneter Reduktionen beider
Summanden darstellen.

4.2.4 L emma (Translationslemma)
Essei G eine endliche Menge nicht-verschwindender Polynome aus k[.X,..., X, |. Fir zwei
Polynome f,, £, € k[.X,,..., X, | gebe es eine Reduktion ihrer Differenz:

fy= f,——>r fiir ein Polynom r e klx .. X, ].
Dann gibt es zwei Polynome
r € k[Xl,...,Xn],i:l, 2, mtr—r,=r
und zugehdrige Reduktionen
f,.%w,.,i:], 2.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion Gber die Anzahl £ der Reduktionsschritte
der Reduktion

fl—fZ%W.

ImFale k=0 gilt r= f, — f, und wir kdnnen r, := f,,i =1, 2 setzen. Im Induktionsschritt
zerlegen wir eine gegebene Reduktion

fim oo
mit £ +1 Schritten in eine Reduktion mit £ Schritten

fimfi—r
und in eine Reduktion mit einem Schritt

r——r.
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Bei dieser Reduktion werde der Term ¢ von »' eiminiert. Sein Monom heil3e m :

t ’—_
T T Ty
mit
Term ¢ =c-m, Koeffizient ¢ = LC(¢), Monom u ::ML() und Koeffizient »:= LC( g ).
4

Nach Induktionsvoraussetzung tber die Reduktion
=1, —:]> r

gibt es zwei Polynome ., i =1, 2, mit

r'=rn'-r,
und zugehdrigen Reduktionen
fi——n
Mit den Definitionen
ro=r—u.g

c -

_ {Koeﬁ’zzient des Monoms m bzgl.r,’  falls Koeffizient # 0

0 sonst
und analog ¢, . Unabhangig von der Fallunterscheidung gilt
cg—c,=cundr—r,=r.
Aulkerdem gilt
' ——r, furi=12,
da entweder

r'=r, oder r’——r,, ged.

Wenn zwei Polynome kongruent sind bezliglich eines Ideals, so lassen sie sich durch eine
endliche, aber moglicherwel se ungerichtete Folge von Reduktionen modul o eines beliebigen
Erzeugendensystems verbinden.

4.2.5 Lemma (Reduktion und Kongruenz)
Essei G ein endliches Erzeugendensystem eines Ideals I c k[X,..., X, |. Dann gilt

fl%>f2 genau dann, wenn f, — f, e I.
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Beweis. i) FUr jeden Reduktionsschritt modulo G , bel dem ein Term ¢ eines Polynoms
feklx,,..,X,] eiminiert wird

t

—r=f-——=-g,
f—/r =7 LT(g)g
gilt fur die Differenz

__
LT(g)

ii) Die Differenz f, — f, € I hat eine Darstellung

f-r -gel.

k
fi—f,=2.a,-g, mitElementen g, € k[X,,... X, Jund g € G, i=1...k.

i=1
Wir beweisen die Behauptung f; T f, durch Induktion Uber % . Im Induktionsanfang

k=0 gilt f; = f,. ImInduktionsschritt sei

k+1 k

fi—= 1 :Zai 8 :Zai "8 T 8ria-
i=1 i=1

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an auf die beiden Polynome

found fo+a, - gia

und erhalten

ﬂ%fz T a1 8
Esbleibt zu zeigen

S +ak+1'gk+1%>fz-

Hierflr zeigen wir im ersten Schritt: Fur jedes feste Element ¢ e G und fir alle Polynome
ae klX,,...X,] gt

a- g%)O
Beweis hierflr durch Widerspruch. Annahme : Es gibt ein Polynom « , fir das die Aussage
falschist. Dann sei ¢ mit dieser Eigenschaft minimal gewahlt bzgl. der Teilordnung auf
k[X,,... X, ]. Fur die Leitterme gilt
LT(a-g)=LT(a) LT(g)
Also ist eine Top-Reduktion mdglich
T .
“ ) &T (a=LT()) g

Da
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|43t sich dieses Polynom wegen der Minimalitét von a weiter reduzieren

(a—LT(a))-g%O.

Mit der vorgeschalteten Top-Reduktion erhdt man
a-g —Z) 0,
einen Widerspruch.
Im zweiten Schritt wenden wir das Tranglationslemma an auf die Differenz
(fo s 8a) = fo = Qs G-
Wie gerade bewiesen gilt

.
Ar 8 G »0.

Daher gibt es nach Lemma 4.2.4 zwel Reduktionen

.
Sot a1 8ia G_””

und
fZ%r’
mit
r—r'=0,dh. r=7r".
Insbesondere gilt also

Sot i &in %)fz , g.e.d.

Lemma4.2.5 |8} sich fir den Fall einer Grobner Basis wesentlich verscharfen zur Church-
Rosser Eigenschaft der Reduktion. Zugleich zeigt der folgende Satz, dal’ der
Divisionsalgorithmus 4.1.10 bei der Division durch eine Grobner Basis eines Ideals einen
eindeutig bestimmten Rest liefert. Genau dann, wenn dieser Rest verschwindet, ist der
Dividend Element des Ideals.

4.2.6 Satz (Reduktion modulo einer Grébner Basis)

Fir eine endliche Menge G nicht-verschwindender Polynome aus k[.X ..., X, | sind folgende
Eigenschaften aquivalent:

i) Die Menge G ist eine Grobner Basis.
i) Esgilt

*

f—0
G

fur jedes Polynom f e ( G ) ausdemvon G erzeugten Ideal.
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iii) Die Reduktion ist lokal-konfluent: Wenn sich ein Polynom durch zwei verschiedene
Divisionen reduzieren /3, so gibt es elne gemeinsame Reduktion der Reste:

f——r,i=12,impliziert r,%r,i:l 2 fir ein geeignetes Polynom »

iv) Die Reduktion ist konfluent: Wenn sich ein Polynom auf zwei Arten reduzieren &3, so
gibt es eine gemeinsame Reduktion beider Reste

fﬁﬁ i=12,impliziert r,ﬁr i =1, 2 fir ein geeignetes Polynom r
v) Die Reduktion liefert eindeutige Normalformen:
f%}w,, i=1,2 mit Normalformen 7, impliziert r, =7,
vi) Die Reduktion hat die Church-Rosser Eigenschaft:
fire—— [, impliziert £, ﬁr i=1,2, fur ein geeignetes Polynom r

Beweis. i) => vi) Es seien zwei Polynome gegeben mit

fies 1,
Nach Lemma4.2.5 gilt

fi-f,€(G).
Wir reduzieren jedes Polynom f; zu einer Normalform r,
7, 7 r,i=12.
Auch fir die Normalformen gilt
n—r€ < G >
Annahme: r, #r,. Da G eine Grébner Basisist, gilt
LT(r,—r)e LT(G ).

Also gibt es mindestens einen Term ¢ von r, oder von r, mit

te LT( G ),
0.E. sei t ein Term von ;. Dann gibt es eine Reduktion

n—e—n
im Widerspruch dazu, dal3 , eine Normalform ist.
vi) => i) Fir jedes Polynom fe (G ) gilt f=0mod( G ), aso

nach Lemma4.2.5. Mit der Church-Rosser Eigenschaft folgt hieraus
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fTO'

i) => 1) Nach Voraussetzung ist fur jedes Polynom
0% fe(G)
mindestens eine Reduktion moglich. Annahme: Esgibtein 0 f e < G > fur das keine Top-

Reduktion méglich ist. Sei f* mit dieser Eigenschaft minimal gewahlt bzgl. der Teilordnung
auf k[X,,..., X, ]. Dann gibt es eine Reduktion

f——r.
Dadie Reduktion keine Top-Reduktion ist, gilt
LT(f)=LT(r).
Wegen
r<fund0=re(G)

ist fir » eine Top-Reduktion mdglich, d.h.

LT(f)=LT()e LT( G ),
im Widerspruch zur Annahme.

Die Aquivalenz der Eigenschaften iii) bisvi) gilt bei jeder Noetherschen Reduktionsrelation,
siehe Newman’'s Lemmain [BW1993], Theor. 4.73, g.e.d.

Die folgende Abbildung 3 veranschaulicht die charakteristische Eigenschaft der Division
durch eine Grobnerbasis: In welcher Reihenfolge man auch die einzelnen Divisionen ausfihrt,
stets erhdlt man im Falle einer Grobner Basis denselben Rest

r=n=r,.
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Beliebige Divisoren Grobner Basis
(91,40 (9150

f f
— TN

f: (glr--a g )
m f:(gper &) f:(8150r 8 2 (g5 E)
Y [ ) \> (] </
r r, r

Abbildung 3: Unabhcingigkeit des Restes bei Division durch Elemente einer Grobner Basis

Beispiel 4.1.11 zeigt, wie bei dem Divisionsalgorithmus die Eindeutigkeit des Restes verloren
gehen kann, wenn sich die Leitterme zweier Divisoren herausheben. Die resultierende
Differenz heif3t S-Polynom.

4.2.7 Definition (S-Polynom)
Das S-Polynom zweier von Null verschiedener Polynome

0#g,8,€ k[Xl""’Xn]

ist das Polynom
S(gligZ):: LC(gZ)-Lgl - LC(gl)-ng € k[Xl,...,Xn]
LM(gl) LM(gz)

wobel
m = lem(LM (g, ), LM (g,))e k[Xl,---,Xn]

das kleinste gemeinsame Vielfache der beiden Leitmonome LM (g,) und LM (g,) ist.

S-Polynome dienen als Test, ob ein Erzeugendensystem eine Grébner Basisist. Zur
Vorbereitung dieses Buchberger Kriteriumsin Satz 4.2.9 beweisen einen Hilfssatz.

4.2.8 Hilfssatz (Grébner Basis)

Eine endliche Menge G von Null verschiedener Polynome aus k[ ..., X, | ist eine Grébner
Basis, wenn sie folgende Eigenschaft hat: Fir jedes Paar

& *8,€G

und jedes Paar von Termen
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t,t,€ klX,,... X, ]
gilt:
LT(t,-g,)=LT(,-g,) impliziert 1,- g, -1, 'g2%>0-

Beweis. Nach Satz 4.2.6 genligt es zu zeigen, dal? die Reduktion modulo G lokal-konfluent
ist. Essé f € k[.X,,..., X, | ein vorgegebenes Polynom mit zwei Reduktionen

f——/f—t;-g undTermen ¢,i=12.

Wenn beide Reduktionen denselben Term von f* eliminieren, so gilt

LTt -g)=LT{, g,)
und nach V oraussetzung

g —1, -g2%>0.
Wenn beide Reduktionen dagegen unterschiedliche Termevon 7 eliminieren, so gilt o.E.

LTt -g)> LT, g,).
Mit zwei Reduktionen modulo g, bzw. g, erhdt man ebenfalls

L8 —1, g—F>—1, g —0.

In beiden Fallen gilt fur die Polynome

fi=f-t-8,i=12
die Reduktion

fi= f,——0.
Nach dem Trandationslemma 4.2.4 folgt die Existenz zweier Reduktionen
fi——r,i=12

mit einem eindeutig bestimmten Polynom

n=reklX,..X,1] ged

4.2.9 Satz (Buchberger Kriterium)
Essei G eine endliche Menge von Null verschiedener Polynomen aus k[.X,,..., X, | und

I'=(g:geCG)cklx,..X,]

das von ihnen erzeugte Ideal. Dann sind aquivalent:

e (G isteineGrobner Basisvon [
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* FurdlePaare g, # g, G gilt S(g;,¢,)——0.

Beweis. i) Aus der Eigenschaft, Grobner Basis zu sein, folgt die behauptete Aussage tber die
S-Polynome nach Satz 4.2.6.

i) Zum Beweis der Umkehrung wenden wir Lemma 4.2.8 an: Wir gehen aus von zwel
Elementen g, # g, € G und zwei Termen 1,1, € k[X,..., X, | mit

LT(tl : gl): LT(tz 'gz)-
Wir wollen die Differenz
l,-8 1,8

in eine Aussage (iber das S-Polynom S(g;, g,) umformulieren. Dazu betrachten wir fir
i =1, 2 die Leitmonome und Leitkoeffzienten

m,=LM(g,), a, = LC(g,) sowie u, .= LM(t,), b, = LC(t,).
Nach Voraussetzung gilt
a,-b-m-u, =a, b, -m,-u,.
Insbesondere stimmen auf beiden Seiten die Koeffizienten Uberein:

a,-b,=a,-b,,aso ﬁ:b—ze k.
a, a

Und ebenso stimmen auf beiden Seiten die Monome Uberain:
my U, =m,-u,.

Dieses Monom ist ein gemeinsames Vielfaches von m, und von m, . Also gibt esein
Monom v mit

m-u, =my-u, =v-lem(m,m, ).
Es gibt Monome s, s, € k[X,..., X, ], so daR

Iem(my,m, )=s,-m, =s, -m,.
Esfolgt fur i =1, 2 die Gleichheit der Monome

m,-u, =v-s,-m,asou =v-s,.
Fur die Differenz folgt

g —1, g,=
=b -u g —b,u,-g,=b-v-s,-g—b,v-s,-g,=

b b
:—1-V'(az'Sl'gl_al'sz'gz):_l'v'S(gl’gZ)'

a, a,

Nach Voraussetzung gilt
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S(gligz)%)o'

Hieruas folgt mit dem Term

fur das Produkt
h~S(g1,g2)%0.
Denn algemein gilt fiir die Reduktion eines Polynoms f € k[X,,..., X, |:
f——e—r impliziert s- f ——s-r flr einen beliebigen Term .

Beweis hierfirr: Ist 1 ein Termvon £, der durch den Leitterm LT (g) eines Elementes ge G
teilbar ist, so gilt

4
_T(g)g'

Dannist s-¢ eéin Termvon s- £, und dieser Term ist ebenfalls durch L7 (g) teilbar. Also

f—or=t

LALERp P SO
A S‘f‘n(g)g‘s(f Lf(g>g)

Damit sind alle Voraussetzungen von Hilfssatz 4.2.8 exfiillt. Esfolgt, dal3 die Menge G eine
Grobner Basisist, g.e.d.

Grébner Basen wurden mehrfach in der Mathematik unter verschiedenem Namen entdeckt.
Ihre heutige Bedeutung geht zuriick auf Buchberger (1964). Er entdeckte das Buchberger
Kriterium und entwickelte darauf aufbauend einen Algorithmus, der jedes endliche
Erzeugendensystem eines Ideals 7 c k[X,..., X, | zu einer Grébner Basis erweitert. Der

Buchberger Algorithmus prift sukzessive zu je zwei Elementen g, und g, eines

Erzeugendensystemsvon / den Rest ihres S-Polynoms bel Division bzgl. des
Erzeugendenystems und nimmt ihn ggf. as weiteren Erzeuger hinzu. Der Algorithmus
terminiert, denn die monomiaen Ideale, diein jedem Schritt von den Leitmonomen des
aktuellen Erzeugendensystems erzeugt werden, bilden eine aufsteigende Folge. Diese wird
stationar im Noetherschen Ring k[.X,,..., X, ].

4.2.10 Algorithmus (Buchberger)
V orgegeben ein Polynomring mit Monomordnung.

Input: Endliche Menge { g, ....g, } von Elementen 0# g, € k[X,,..., X, |

Output: Grobner Basis G =1 g,,.... 8, 8118, § desldedls (g,,...g, ) c k[X,,.... X, ]
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G= {g11"'1gk}

G=G

for every pair g, # g,€ G’

determine arest r of division S(g,,g,): G’

if r20then G=Gu{r}

until G'=G

Tabelle 3: Buchberger Algorithmus

Beweis. [CLO1997], Chap.2 , §7.

4.2.11 Tool-Beispiel (Grébner Basis)
i) Algorithmus 4.2.10 berechnet fir das Ideal

I'=(g,=X Y+l g,=Y*-1)ckly,v]
aus Beispiel 4.1.11 bzgl. der Lex-Ordnung die Grébner Basis
G:{gl’g27X+Y }

ii) Allerdings sind weder Grébner Basen noch ihre Kardinalitdten eindeutig bestimmit.

Computer Tools rechnen i.a. mit einer ,reduzierten* Grébner Basis G :
e AlleElemente g e G haben den Leitkoeffizienten LC(g) =1
e Jedes ge G istin Normalform bzgl. Reduktion modulo G —{ g }.

Eine reduzierte Grébner Basisist bei gegebener Monomordnung eindeutig bestimmt.

Diereduzierte Grobner Basisvon I lautet
G={g, X+1 }.
o ,MyExamples/GroebnerBase/Examples
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4.3 Das Rechnen mit Idealen

In Computertools der kommutativen Algebra beruht die Kalkulation mit Idealenin
Polynomringen auf folgenden Schritten:

e Zuruckfuhrung von Operationen mit Idealen auf die Frage der Zugehorigkeit zu einem
geeigneten Ideal.

e Berechnung einer Grobner Basis G fir das erhaltene Ideal nach dem Buchberger
Algorithmus 4.2.10.

e Entscheidung der Zugehorigkeit eines Elementes zu dem erhaltenen Ideal durch eine
Reduktion modulo G mit Hilfe des Divisionsalgorithmus 4.1.10.

In diesem Abschnitt bezeichne K den algebraischen Abschlufd des Korpers £ .

Die Zugehorigkeit zu einem Radikal 183t sich nach einem Trick von Rabinovitsch auf die
Zugehdrigkeit der Eins zu einem geeigneten erweiterten Ideal zurtckfuhren.

4.3.1 Lemma (Zugehdrigkeit zu einem Radikal)
Se I c k[X,,...X,] einldeal. Dann gilt firr ein Polynom f € k[X,,... X, |:
feNI @ 1eI°+(1-T- f ) cklX,,.. X,,T].
Dabel bedeutet
I°=k[X,.., X,, T I ck[X,,...X,,T]
das erweiterte Ideal .
Beweis. Bekanntlich gilt in einer Veranderlichen Y
y"—1=(y" 47" 2+ .. +7+1)- (¥ -1)
also
1=y +(Y"* +y"?+ . +Y+1)-(1-7 ).
)Sei fe+I,dso f"el.Mit
Y =T f
folgt
le I +(1-T - f ) cklX,,..x, . T].

ii) Ohne Einschrénkung sei f # 0. Dann existiert das Inverse
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=gy 8 ) kX1 X, ]

Nach Voraussetzung existiert eine Darstellung

mit Elementen
a,(T)e k[X,,..X 1Ir],i=01..k.

Unter der kanonischen Abbildung
klx,,.. x, |Ir'——«(x,,..x,), T H%

geht obige Darstellung Uber in die Gleichung

1:ia{%].gi +a0[%].

=1 J J

[1—%-f]ek()(l ..... X,),
d.h.
d 1
1:2a{—]~gi € k(X,,... X))
=

Nach Multiplikation mit einer gentigend hohen Potenz /™ lassen sich alle Nenner
eliminieren, so dai’ die Gleichung im Quotientenkorper

g (7ol o ke

J
sogar schon eine Gleichung im Polynomring k[.X,,... X, | ist, g.e.d.

4.3.2 Definition (Eliminationsideal)
Essel I c k[X,,..., X, ] einldeal. Fiir eine Zahl 1< < n heiflkt das Ideal

I =1nklx X |cklx

1 n

dasr-te Eliminationsideal von I .

Das r -te Eliminationsideal enthélt alle Elemente des Ideals, die nicht von den ersten r
Variablen abhangen. Auf der Ebene der Varietdten entspricht der Elimination von Variablen
die Projektion auf einen affinen Teilraum.

4.3.3 Lemma (Projektion und Elimination)
Essai

X =Var(I)c A,
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die affine Varietét eines Ideals 1 c k[.X,..., X, |. Mit 1< » < n gilt fur die Projektion
pri Ay —— AL (e x, ) (X000 x,)
langs der ersten » Koordinaten die Gleichung
pr(X)= Var(I,)c A" .
Beweis. Die Einschrénkung der Projektion ist eine regulére Abbildung
g X— A"
Fir sie gilt nach Satz 2.2.6
g(X)= Var(ker o, )C A
mit der induzierten Abbildung der Koordinatenringe
o, kX]=k[X, o X, | — kX, X, ] /1
die von der Inklusion
kX, o X, —— kX, X, ]
stammt. Offensichtlich gilt

X, ]nI=1qed.

RERLE

ker ¢, = k[Xx

Auch die Kerne allgemeinerer Morphismen in affine Algebren sind Eliminationsideale.

4.3.4 Satz (Kern von Morphismen in affine Algebren)
Gegeben sai eine affine & -Algebra

A=kl[X,,... X, ]/I

und ein Morphismus

Dann gilt
ker ¢ =J, cklY,,....Y, ]
fur das n -te Eliminationsideal J, einesldeals

JcklX,...X,,Y,,..Y ],

das wie folgt entsteht: Nach Wahl eines Morphismus
®: k[Y,,... Y, [ — kX, X, 1Y, > @, j=1..m,
mit

2@,)=¢®), j=1..m,
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beziiglich der kanonischen Restklassenabbildung

moklX,n X, —— 4
sei definiert

J=I+(Y, =@, j=1.,m)Ck[X,,.. X,.Y,,..7,]

Beweis. Der Morphismus

¢ k[Y,,..Y, |—— 4
ist die folgende Komposition von Morphismen

klv,,..Y, | —=—=k[X,,.. X, ¥, , kX, X, | —Z>4=k[X,,.. X ]/
mit
®“(X,):=X,, i=L..,n,und ®(1,):= 0, )=, e k[X,,.., X, ], j=L..,m.

Wir setzen

I=(Y,-®,:j=1..m)ck[X,..X,Y,..7,]

T m

Der Morphismus @° bedeutet die Beibehaltung der Variablen X, und die Ersetzung der
Variablen Y, durch das Polynom

@, e k[X,,... X, ].
Bei dieser Ersetzung gehen Elemente des Ideals 7, in Null Gber. Daher gilt
®°(1.)=0.
Wir zeigen umgekehrt
ker ®° c I.:
ImRing k[X,,... X, ,Y,,... Y, ] gilt
Y,=®,+(¥,-®, ), j=L..,m,
Daher &3t sich jedes Polynom
feklx,..x,.v,..7,]
zerlegen in der Form
=X, X, Y00V )= f(X 0 X, @, @ )+ F
mit einem Polynom
F=FX,..X,.Y,..Y, )eI..

Im Falle
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f € ker @°
folgt aus
0=0°(f)= f(X},r, X, , @, o0, @, )+ D (F)
wegen
Fel. cker ®°,dh ®(F)=0,
die Gleichung

fX,.. X, ® ,.®,6)=0

und damit die Gleichheit

f=Fel..
Mit

ker ®° =1
folgt fir die Kompositionen

ker [rod|=1°+1,
und schliefdich
ker @ = (I° + 1. )" k[Y;,.... ¥, ], q.ed.

Hinweis. Dem im Bewels betrachteten Ideal /- entspricht geometrisch der Graph
cA™
der zu @ gehdrigen reguléren Abbildung
Ay — AL,
dem Morphismus ®° entspricht die Einbettung
Ay ——>T c A"

auf den Graphen.

Aus der Grébner Basis eines Ideal s ergeben sich sofort Grobner Basen seiner
Eliminationsideale. Damit lassen sich Eliminationsideal e algorithmisch berechnen. Als
Monomordnung kann die Lex-Ordnung oder - besser - eine zu den eliminierten Variablen
passende Eliminationsordnung verwendet werden:

4.3.5 Satz (Groébner Basis des Eliminationsideals)

Essei [ c k[X,,....X,]einldeal und 1<r<n.Essel G eine Grobner Basisvon I bzgl. der
Lex-Ordnung oder der r -ten Eliminationsordnung. Dann ist die Menge
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G, =GNk[X, ..,

eine Grobner Basis des r -ten Eliminationsideals 7, von I .

Beweis. Nach Definition gehoren alle Elemente der Menge G, zu I, . Zu zeigen ist also:

LT(1,)=(LT(g):ge G, ).

1) Wegen G, c I, gilt

LT(1,)>(LT(g):geG, ).
i) Zum Beweis der Umkehrung

LT(1,)c(LT(g):geG, )

sei ein Polynom f e I, vorgegeben. Da G eine Grobner Basisvon 7 o 1, ist, gilt

LT(f)e (LT(g):geG ).
Bel einem monomialen Ideal gilt dann
LT(f)e ( LT(g)) fur ein geeignetes ge G .

Da f e I, keineder Variablen X,..., X, enthdlt, gilt dasselbe auch fir L7'(f) und damit
auch fur LT (g).

Es bleibt zu zeigen, dal3 kein Monom von g eineder Variablen X,..., X, enthalt: Wenn ein
Monom von g eineder Variablen X,,...,.X, enhielte, ware dieses Monom bzgl. der Lex-
Ordnung oder der r-ten Eliminationsordnung groRer als jedes Monom aus £[X ..., X, |,
insbesondere groRer als das Leitmonom LT(g), ein Widerspruch. Daher gilt

ge klx

1ttt

ge G,,qed.

4.3.6 Tool-Beispiel (Zariski Abschlul’3 des Bildes)
Macaulay2

o  MyExamples/GroebnerBase/ TwistedCubicCurve

Die kubische Kurve im 3-dimensionalen affinen Raum wird gegeben durch die
Parameterdarstellung

fiALk—— A, f(1)=(1,F)e A .
Durch welches Idea wird die Varietét

) 4

beschrieben?
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Der zugehorige kontravariante Morphismus zwischen den K oordinatenringen lautet
p=0, kXY, Z}—k[T], o(X)=T,0()=T% ¢(Z)=T < k[T].
Diese Abbildung ist surjektiv. Nach Satz 2.2.6 ist daher das Bild
Z:=f(al)c A}
abgeschlossen und die Einschrankung
fiAf——Zc 4]
ein regulérer Isomorphismus. DasBild Z c A; ist die affine Varietdt zum Ideal
ker ¢:<X2 Y, X-Y-ZY?*-X-Z >ck[X,Y,Z].
Dieses Ideal wird Uberdies auch schon von 2 Elementen erzeugt:

kerp=(X°-7,X*-Y)ck[x,v,7]

Der Durchschnitt zweier Ideale ist ein geeignetes Eliminationsideal:

4.3.7 Lemma (Durchschnitt zweier Ideale)
Der Durchschnitt zweier Ideale 1,1, c k[X,,..., X, ] ist das 1-Eliminationsideal

Lnl,=J cklX,.. X,
desldeds
J=(T-1)+{ A-T)-1, ) ckll, X,,... X, ].

Beweis. i) Die Inklusion

LnI,cJ
folgt aus der fir beliebiges f e k[X,,..., X, | gltigen Darstellung

f=T-f+@-T7) fekll x,..X,]

i) Die Umkehrung

ILnI,>J,
folgt, indem man in einer Darstellung

Xy X,)=a,T, X, X,) T g, (Xpe X, )+ a,(T, Xy, X)) @=T) g,(X7,00 X)),
g el cklx,..X,]i=12,

sukzessive T'=0 bzw. T =1 setzt, g.e.d.
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Dem Durchschnitt zweier Ideal e entspricht geometrisch die Vereinigung der zugehdrigen
Varietéten (siehe Bemerkung 2.1.6):

Var(I, " 1,)=Var(I,)oVar(l,).

4.3.8 Definition (Quotient zweier Ideale)
Fur zwei Ideale I, J c R ineinem Ring R definiert man ihren Quotienten as

I:J={reR:r-Jcli}.

Der Quotient zweier Ideale 183t sich auf den Durchschnitt geeigneter Ideale zurtickfihren. Das
folgende Lemma 4.3.9 gilt insbesondere fir den Fall eines Polynomringes R .

4.3.9 Lemma (Quotient zweier Ideale)
Esseien 7, J c R zwei ldeadle in einem Noetherschen Integritétsbereich R .

1) Mit einer Darstellung

gilt
I1:J=1:{g)

i=1

i) Fur ein Hauptideal (g) — R folgt aus einer Darstellung

In(g)=(fi g fi 8)

die Darstellung des Quotienten a's

Beweis. Die einzige nicht-triviale Aussage
1:{g)c(frrn i)

folgt aus der Nullteilerfreiheit des Ringes, g.e.d.

4.3.10 Lemma (Komplement einer affinen Varietét)
Fur die Varietéten zweier Idede

1,J cklX,,...X,], I =~ reduziert,

gilt

Var(I:J)=Var(I)-Var(J).
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Beweis. FUr eine beliebige Teilmenge X < A, gilt
Var(1d (X))=X .
Wir setzen
X =Var(1)-Var(J).
Dann ist folgende Aussage Uber I1deale zu zeigen:
I:J=Id(Var(I)=Var(J)).
i) Beweis der Inklusion

I:JcId(Var(I)=Var(J)).

fel:J,dh f-JclI.

Fur einen beliebigen Punkt
xe Var(I)=Var(J)
gilt:
(f-g)x)=0furdle ge J
und es exigtiert ein Element g, € J mit g,(x)#0. Aus
(f-80)(x)=0, aber g,(x)#0,

folgt f(x)=0.Alsogilt

feld(Var(I)-Var(J)).
i) Beweis der umgekehrten Inklusion

1d(Var(I)=Var(J) )< 1:J .

feld(Var(I)-Var(J)).
Dann gilt
f(x)=0 fur ale x e Var(I)=Var(J).
Fur jedes Element ge J gilt
g(x)=0 fur dle xe Var(J)
aso
(f-g)x)=0furale xe Var(l)

oder
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f-geld(Var(I)).

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz (siehe Bemerkung 2.1.6) und der V oraussetzung
Uber I gilt

d(Var(1))=1=1

und daher
f-gel.
Esfolgt
f-Jcl,dh fel:J,qg.ed.
4.3.11 Tool-Beispiel (Komplement einer affinen Varietét)
Macaulay?2:

o MyExamples/Ideal Operations/Examples
Aus der Varietét von Beispiel 3.2.12 entsteht durch Herausnahme der x-Achse die y/z-Ebene:

Var((X ¥, X - Z) )~Var((X,Y) )=Var({X) ).

- -
-
-

Abbildung 4: Y/Z-Ebene vereinigt mit X-Achse
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5 Projektive Varietdaten und graduierte Algebren

Affine Varietdten sind die ersten anschaulich gegebenen Objekte der Algebraischen
Geometrie. Allerdings gelten global fur affine Varietdten und ihre Morphismen nicht die
einfachsten Aussagen. Es sind an verschiedenen Stellen Zusatzvoraussetzungen oder
Fallunterscheidungen nétig.

Beispiee:

e DasBild einer reguldren Abbildung zwischen zwei affinen Varietdten ist wieder eine
affine Varietdt unter der Zusatzvoraussetzung der Endlichkeit der Abbildung.

e Zwe verschiedene Geraden der affinen Ebene sind entweder paralel, oder sie schneiden
sich in genau einem Punkt.

Durch Abschlief3ung des affinen Raumes zum projektiven Raum werden viele globale Sétze
allgemeiner, Fallunterscheidungen werden Uberfliissig:

e DasBild einer reguldren Abbildung zwischen projektiven Varietéten ist wieder eine
projektive Varietét.

e Zwei verschiedene Geraden in der projektiven Ebene schneiden sich in genau einem Punkt
—im Falle paralleler Geraden der affinen Ebeneist der Schnittpunkt ein unendlich ferner
Punkt.

In diesem Kapitel s £ ein Korper und K > k£ sein agebraischer Abschluli.

5.1 Projektive Varietédten und regulare Abbildungen

Der projektive Raum und projektive Varietéten lassen sich als Vervollsténdigung des affinen
Raums bzw. von affinen Varietdten durch , fehlende” unendlich ferne Punkte auffassen. Sie
ahneln damit den kompakten R&umen in der Topologie. Da die Zariski Topologie jedoch
keine Hausdorff Topologieist, handelt es sich nur um eine Analogie.

5.1.1 Definition (Projektiver Raum)

Der projektive Raum P" = P} ist der Quotient des punktierten affinen Raums A4;™ — 0 nach
der Aquivalenzrelation , liegt auf derselben Geraden durch den Nullpunkt®:

Py = (43" -0)/~
mit

x~y fiirx,ye (AI'}”—O ):<=>E|le K mitx=21-y.

5.1.2 Bemerkung (Projektiver Raum)

i) Die Aquivalenzklasse eines Punktes x € A"™ — 0 ist die Menge aller von Null
verschiedener Punkte auf der Geradenin 4"*, die durch x und durch den Nullpunkt geht.
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Die Punkte des projektiven Raumes P" entsprechen also bijektiv den Geraden durch den
Nullpunkt des affinen Raumes 4"*.

Die Aquivalenzklasse
p=[x1=[(x x,x,) € P
bezeichnet man mit
p=(:x1.1x,)

und nennt ein zugehdriges Tupel (x,, x,,...,x, ) homogene Koordinaten des Punktes p . Die

homogenen Koordinaten eines Punktes sind nur bis auf einen gemeinsamen Faktor A€ K~
eindeutig bestimmt.

ii) AlsMengeist der projektive Raum P" in natlrlicher Weise die digunkte Vereinigung des
affinen Raumes

A" —=5{(vyix, i x,rix, ) P ixg #0 (v X x, )i (Lix, i x, i x,)
und eines niederdimensionalen projektiven Raumes
P =5y i x, i x, ix, )e P ixg =0 b (g i xy tnix, ) (00 13, 1 X, )
d.h.
P =A"OP

Insbesondere entsteht die projektive Gerade P* aus der affinen Geraden A" durch
Hinzunahme eines einzigen Punktes

P°={(0:1)}.
Aus Sicht der affinen Geraden ist dieser Punkt der unendlich ferne Punkt
e =(0:1)e P

Analog ist die projektive Ebene P? die Vervollstandigung der affinen Ebene A4? durch die
unendlich ferne projektive Gerade

Plz{(zoizl:zz)ePzizon}.
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Abbildung 5: Projektive Ebene mit unendlich ferner Geraden

Polynome lassen sich i.a. nicht als Funktionen auf dem projektiven Raum auffassen, daihr
Funktionswert in einem gegebenem Punkt des projektiven Raumes von dem gewahlten
Reprasentanten des Punktes abhinge. Bel einer wichtigen Teilklasse, der Klasse der
homogenen Polynome, |&3t sich aber noch die Alternative entscheiden, ob das Polynom in
einem Punkt des projektiven Raumes verschwindet oder nicht. Homogene Polynome haben
daher ein wohldefiniertes Nullstellengebilde im projektiven Raum. Sie definieren projektive
Varietéten.

5.1.3 Definition (Homogenes Polynom, homogenes Ideal)
i) Ein Polynom 1 c k[XO, Xy Xn] heil3 homogen vom Grad d € N , wenn ale seine
Terme vom Grad d sind.

i) Einldea 7 c k[X,, X, ..., X, ] heiRt homogen, wenn es ein Erzeugendensystem aus
homogenen Polynomen besitzt.

Die Erzeuger eines homogenen Ideal s durfen unterschiedliche Grade haben.

5.1.4 Bemerkung (Homogenes Polynom, homogenes Ideal)

i) Im Falle eines unendlichen Korpers & gilt die Aquivalenz: Ein Polynom ist genau dann
homogen vom Grad d , wenn firr alle x e k" und fir alle A€ £* gilt:

f@-x)=2" f(x).
ii) Jedes Polynom
feklx,, X, .. X,]

n

hat eine el ndeutige Summendarstellung
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f=2

d
i=0

/i
mit homogenen Polynomen 0# f, € k[X,, X,,..., X, | des Grades i, seinen homogenen
Komponenten vom Grad i . Das Polynom f* gehdrt genau dann zu einem homogenen Ideal
I cklX,, X, .. X, ],
wenn jede seiner homogenen Komponenten zu / gehort.
iii) Die reduzierte Grobner Basis eines homogenen Ideal s besteht aus homogenen Polynomen.

iv) Das Radikal eines homogenen Idealsist wieder ein homogenes Ideal.

Beweis. ad iii) Siehe [CLO1997], Chap.7, §3, Theor. 2.

5.1.5 Definition (Projektive Varietét)

Eine projektive k-Varietct X ist das gemeinsame Nullstellengebilde einer Familie homogener
Polynome

freklxy Xy, X, ] je T,

im projektiven Raum P, . Die definierenden Polynome durfen unterschiedliche Grade haben.
Fur die Varietét als Teilmenge von P, schreibt man

X:{(xot...:xn)e P :f_/.(xo,...,xn )=0 fiir alle je J }

Daalle Polynome f, homogen sind, gilt die Eigenschaft

fj(XO’xl """ xn):O’jEJ’

unabhangig vom gewahlten Reprasentanten des Punktes p = [ (x,, x,,....x, ) |.

5.1.6 Bemerkung (Projektive Varietat und homogenes Ideal)
i) Einem homogenen Ideal

IcklX, X, X, ]
wird die projektive Varietdt zugeordnet
Var()={(x,:...:x,)e P": f(xy,....x, )= 0 fiir alle homogenen fe I }.
Dabel definiert neben dem Einheitsideal
(1) cklXy, Xy, X, ]

auch schon das irrelevante homogene ldeal
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m={Xg, Xy, X,) € k[X, Xy, X, ]
die leere projektive Varietét
@ =Var(m)c P".

ii) Einer projektiven Varietdt X — P" wird alshomogenes Ideal ihr Verschwindungsideal
zugeordnet

Id(X):=<fe k[XO ..... Xn]:fhomogen und f(xy,...,x,)=0 fiir alle (x,:....x, )e X>.

Wegen der Noether-Eigenschaft des Polynomringes 183t sich die Varietdt eines homogenen
Ideal s bereits durch endlich viele homogene Polynome definieren.

5.1.7 Definition (Homogener Koordinatenring)
FuUr eine projektive Varietdt X < P" heil3t der Quotientenring

S(X)=klX,, Xy, X, [ 1d(X)
der homogene Koordinatenring der Einbettung

X——P".

Uber einem algebrai sch-abgeschl ossenen Grundkorper folgt aus dem Hilbertschen
Nullstellensatz und der Tatsache, dal3 das Radikal eines homogenen Ideals wieder homogen
ist, @hnlich wie im affinen Fall die Charakterisierung projektiver Varietéten durch ihr
Verschwindungsideal :

5.1.8 Satz (Projektive Varietdten und homogene Ideale)
Die beiden folgenden Zuordnungen sind zueinander invers:

Var[Z]j ): mVar(]j) je J beliebig
J ) 7

und Var(ﬂ I, ]: UVar(Ij). j€ J endlich
j j

Beweis. siehe [CLO1997], Chap. 8, §3, Theor. 10 und Ex. 7.
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5.1.9 Definition (Zariski Topologie)
Die Zariski-Topologie des projektiven Raumes P, , aufgefaldt as projektive k -Varietét, ist

die eindeutig bestimmte Topologie mit den projektiven & -Varietdten des P" as
abgeschlossenen Mengen.

Die Zariski-Topologie einer projektiven k -Varietét X c P, ist dieinduzierte
Unterraumtopol ogie: Genau die Mengen der Form

X N A mit einer Zariski-abgeschlossenen Teilmenge 4 c Py

sind nach Definition die abgeschlossenen Mengen von X .

Offene Teilmengen einer projektiven Varietét heil3en quasi-projektiv.

Eine regulére Abbildung zwischen zwei projektiven k -Varietéten ist eine Abbildung, die
lokal durch homogene Polynome ohne gemeinsame Nullstelle gegeben werden kann. Anders
alsim affinen Falle fordert man im projektiven Falle nicht die globale Gultigkeit der
Polynomdarstellung.

5.1.10 Definition (Regulére Abbildung)

Eine k -regulire Abbildung zwischen zwei projektiven k -Varietdten X < P" und ¥ c P"ist
eine Abbildung

g: X—>Y,

mit folgender Eigenschaft: Zu jedem Punkt pe X existieren eine offene Umgebung U von
p und m + 1 homogene Polynome eines festen Grades d

g €k[X, X, ... X, ], degg, =d,i=0,1,...,m,
ohne gemeinsame Nullstellein U mit

glrgionix, )= (g, 0cgremrx, )it g, Gegrens x, ) flr dle (xq:..ix, )e U.

5.1.11 Beispiel (Stereographische Projektion)

Die stereographische Projektion entspringt im Rellen, der Grundkorper ist £ = R . Statt Uber
dem algebraischen Abschlu? K = C werden wir in den ersten beiden Abschnitten dieses
Beispiels die Nullstellengebilde als Teilmengen des reellen affinen Raumes

A = gr = R
bzw. des rellen projektiven Raumes

P =p; = (R -0)~
betrachten. Alle verwendeten Begriffe gelten analog auch fur diesen Fall.

Bel der stereographischen Projektion des Einheitskreises auf eine Geraden handelt es sich um
eine Abbildung, die auf einem offenen Teil einer affinen Varietét definiert ist und zu einer
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regulé@ren Abbildung zwischen den zugehdrigen projektiven Varietéten fortgesetzt werden
kann.

i) Essel
C={(x,y)e A2:1=x2+? }
der reelle Einheitskreis mit einem ausgezei chneten Punkt
N=01eC.
Wir definieren als die stereographische Projektion des Kreises C vom Punkt N auf die
x-Achse A" die Abbildung

g:C—N%Al,(x,y)HL.
1-y

(X,y)

Abbildung 6: Stereographische Projektion

Nach dem Strahlensatz, siehe Abbildung 6, gilt

1-y _x
1 x
aso
X 1+

X )
x'=——und x'=
1-y 1-y X

Der Funktionswert der Umkehrabbildung

Y fiir (x,y)#S..

h:A'——>C-N, x’H(x,y)
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berechnet sich aus
x=x"-(1-y ):x’~(1—\/1—x2 )
as

o 2x x?-1
x'2+1’y x4+l

X

ii) Die bisher im Affinen definierte stereographische Projektion 183t sich fortsetzen zu einer
regulé@ren Abbildung zwischen projektiven Varietéten. Gesucht werden eine projektive
Varietét

Oc P?
und eine reguldre Abbildung zwischen projektiven Varietdten
G:0——> P,
so dal3 folgendes Diagramm kommutiert:
A*¢=—C-N—£->4"
lc lc lc
P2 ) Q G Pl

Dazu fassen wir im Definitionsbereich von G die affine Ebene als Tellmenge der projektiven
Ebene auf

A*—<=5P? (x,y)> L:x:y)
und identifizieren den affinen Einheitskreis C < A* mit seinem Bild, der projektiven Quadrik
Q::{(x0 1X,1x,)e PP ixZ=x2+x2 }CPZ.

Im Wertebereich von G fassen wir die affine x-Achse als Teilmenge der projektiven Geraden
auf

A'—=5P v Lv).
Wie |&}t sich die gegebene Abbildung g zu einer reguldren Abbildung
G:.Q——P!
fortsetzen? Heuristik: Die stereographische Projektion

g:C—N—)Al,(x,y)HL
1-y

schreibt sich bzgl. der Ublichen Einbettungen
C-N—=>QcP’und A'—<=—>P'

as
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2

g:C—N——>A" L x,: xz)H(li I az ): (1-x,:x, ).
Diese Definition wird nun ,,homogenisiert”, d.h. in homogenen Koordinaten und unter
Verwendung homogener Polynome geschrieben:
g:C—-N——A" (x,:x,:x,) - (x,—x, 1 x,).
In dieser Form |43t sie sich in den Punkt N = (1: 0: 1) hinein jedoch nicht fortsetzen.

Gemal3 Definition 5.1.10 Uberdecken wir den Definitionsbereich O durch die beiden offenen
Teilmengen

Uy =0-N=0-0:0:)und U, :=0-S=0-(1:0:-1)
und definieren jeweils lokal
G, : U0—>Pl,(x0 X x2)|—> (xo -X,! xl), G, : UlﬁPl,(x0 DX x2)|—> (x1 L X, +x2).
Hierdurch ist eine regulére Abbildung
G:.Q——>P"
wohldefiniert. Denn im Durchschnitt
U,nNU,cO
gilt unter Benutzung der definierenden Gleichung x; = x2 + x2:

X1 _ X, - (% + %,) _xl'(x0+x2):xl'(xo+x2):xo+x2_

Xo—x, (xg—x,) (xo+x,)  x2—x? x? X
Insbesondere gilt
G(S)=G,(S)=(1:0)
und

G(N)=G,(N)=(0:1), unendlich ferner Punkt.

Die reguldre Abbildung
G:.Q——>P'
ist ein Isomorphismus der Quadrik auf die projektive Gerade mit der Umkehrabbildung
H:P'——0, (:v) (02 +u?: 200 v2 —u?).
Denn es gilt:
GoH=id, und HoG =id,,.

iii) Im projektiven Zusammenhang ist die Definition der reguléren Abbildungen G und H
sowie der zugehdrigen Varietéten nicht mehr an die rellen Zahlen gebunden. Beide
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Abbildungen lassen sich vielmehr durch die angegebenen Formeln fir jeden Grundkorper £,
char k # 2, und die zugehorigen Varietiten tber K = k definieren. Beide Abbildungen sind

zueinander inverse reguldre Abbildungen. Sie stellen einen reguléren |somorphismus der
Quadrik und der projektiven Gerade dar. Dennoch sind die homogenen Koordinatenringe
beider Varietéten

S(P*)=k[x,,x,] und $(0)=k[X,, X, x,] /(X2 - X7 - X?)

nicht isomorph.

5.1.12 Beispiel (Regulére Abbildung)

i) Die Projektivierung der affinen kubischen Kurve, siehe Beispiel 4.3.6, ist die projektive
kubische Kurve (twisted cubic curve)

f: P ——>P?,
die global definiert ist durch die homogenen Polynome vom Grad 3
Floit)= (80210243 ).
Denn die Einschrankung auf die affine Gerade
A ={@:1)e P}
ist die Abbildung
flA —— AP, Q) L)
Zu den affinen Punkten kommt im Projektiven ein einziger weiterer Punkt hinzu:
7(0:1):=(0:0:0:1).
DasBild
Z:=f(P)cP®
wird als projektive Varietét
Z =Var(I)c P®
durch das homogene Ideal
I=(X] = X, X, X, X, = XX o X = XX, ) = (X, X, = XX, X7 = X, X, ) < k[X,..., Xo ]

definiert. Dieses Ideal wird erzeugt von den 2x2-Minoren der Matrix
XO Xl X2
Xl XZ X3 l

f:P ——>ZcP®

Die Einschrankung
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ist ein reguldrer Isomorphismus. Die Umkehrabbildung ist die regulére Abbildung
g.:7——P*,
die auf der offenen Tellmenge
Uy ={(eg:x:x,:x)e Z:x,20 }
definiert ist als
2o Ug—— P, (x i x,x, x ) (xy 0 x,)
und auf der offenen Teilmenge
U, ={(xg:x,:x,:x,)e Z:x, 20 }
s
g Uy—— P (xy i, i, 0 x5) - (6,1 xy).
Esgilt
Z=U,uU, und g, |UynU, =g, |U,NU,.
ii) Die Veronese Abbildung
f:P*——>P°
ist die reguldre Abbildung, die global durch die quadratischen homogenen Polynome

Floityity) =02ty oty 1214ty 12)

gegeben ist. Das Bild

Z:=f(P?*)c P®
wird als projektive Varietéat

Z =Var(I)c P°
durch das homogene Ideal

I= (X} =X Xg, X X, = X, X5, X, Xy = X, X X7 = XX, XX, = XX 0, X] = XX ) k[ X, X
definiert. Die Einschrankung
fiPP——>ZcP®
ist ein reguldrer Isomorphimus: Die reguldare Umkehrabbildung
g.Z——>P?
wird lokal auf jeder der drei offenen Teilmengen
U ={(x,:x:%,:x:x,:x)eZ:x, 20, },i=0,35,

durch die zugehorige Abbildung
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2o Ug——P%, (xy i xy i x, i x50 x, 0 x5 ) (g 02, 0 X,)
2 Uy;——P% (xg i, x, xy X, X )= (v, 1 x50 x,)
2 Us—— P, (xg 2,00, 0 x5, 0 x5 ) > (o, 1,0 X))
gegeben.
iii) Die global durch homogene quadratische Polynome definierte Abbildung
f:P"xP"——>P" N=@n+1)-(m+1)-1
(Gegronix, k(oo 2,) ) (Xl s et Xyt o i X, Vg oonX, Y, )= (zij = xl.yj)wgnvos_/gn

heil3t Segre Abbildung. Sie dient dazu, das Produkt P" x P" zweier projektiver Raume als

projektive Varietét in PV darzustellen. Dazu zeigen wir, daf3 die Segre Abbildung eine
injektive Abbildung mit abgeschl ossenem Bild

Z:=f(P"xP")c P
ist. Wir fassen
PY =[M@+1xm+1,K)-0] /~

als den Quotienten aller von Null verschiedener Matrizen auf. Die Segre Abbildung wird dann
von dem Matrizenprodukt zweier Vektoren

K™ xK"™ — s M@n+1xm+1K), (x,y)— x-y".

durch Ubergang zu den Aquivalenzklassen induziert. Nun sind fiir eine nichtverschwindende
Matrix

Ae Mn+1xm+1,K)
aquivalent:
e A=x-y" mitVektoren x, y #0
o rang A=1

Die letzte Bedingung bedeutet, dal die Determinanten aller 2-Minoren von 4 verschwinden.
Die Determinante eines gegebenen 2-Minors ist ein homogenes Polynom in den Koeffizienten
der Matrix. Daher wird durch die Bedingung

rang A=1
das Bild der Segre Abbildung
ZcP¥ =[M@n+1xm+1K)-0]/~
als projektive Varietét definiert.
Zur Injektivitét der Segre Abbildung: Aus einer Gleichung

x-y'=A-xy"#0 furein e K’
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folgt die Existenz eines Index i, mit

x-y, =A-x"y, #0,as0 x=A-20
Vi
und die Existenz eines Index j, mit
x
X, -y=A-x, y#0,ds0y=1-—2y.
Jo
Vermdoge der Segre Abbildung
f:P"xP"—=5ZcP" N=n+1)(m+1)-1

Ubertragt man die Zariski Topologie der projektiven Varietét Z PV auf das Produkt der
beiden projektiven R&ume P” x P" . Die resultierende Topologie heildt die Zariski Topologie
des Produktes P" x P" . Bezuglich dieser Topologie fal3t man

Pn X Pm

als projektive Varietét auf. Die Zariski Topologie des Produktesist i.a. echt feiner als das
Produkt der Zariski Topologien beider Faktoren.

Im Spezidfall n =1, m =1 hat die Segre Abbildung
fiP'xP'——P?
die Gestalt
S Ceo i x0), (o 31))i= (oo : Xoyn s X1yg : X13,)-
Ihr Bild ist die quadratische Hyperflache
Z =Var(I)c P?
zum lded
1'=(ZZ,-27,Z,)<klZy,Z,,Z,,Z;],

Man erhdlt eine Darstellung des Produktes zweier projektiver Geraden al's eine quadratische
Hyperflache

fiP'xP'—=57ZcP®.
iv) Die projektive Ebene P? 143 sich gemal3 Abbildung 5 veranschaulichen als Abschluf? der
affinen Ebene A4 durch die unendlich ferne Gerade
Var((Z,) )= P2.

Der Punkt (1: 0:0)e P? ist der Nullpukt der affinen Ebene. In Verallgemeinerung des affinen

Blow-up aus Beispiel 2.1.4, Teil iii) bilden die Geraden in der projektiven Ebene P?, welche
durch den Punkt (1:0: 0)e P? gehen, die projektive Varietét

Z::{((xo:xl:xz),(zotzl))eszP’;Zo.xz_zl.xlzo}’
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das Blow-up von P? im Punkt (1:0:0)e P’. Die erste Projektion induziert eine regul&re
Abbildung

fiZ——P (x,z)~ x.
Das Urbild
E:=f"1:0:0)cZ
heil¥ die exzeptionelle Gerade des Blow-up. Sie |&3t sich unter der zweiten Projektion
pr, E—=— P! (x,z)>z

mit einer projektiven Geraden identifizieren. Die Punkte der exzeptionellen Geraden
parametrisieren dabei die Geraden der projektiven Ebene durch den Punkt (1: 0: 0)e P!

E>z=(z,:z) L. :{(xo:xlixz)e P’ zx,—zx, =0 }C P’
Diey-Achse hat dabei den Parameter
0:1)e P,

und entspricht der fehlenden Geraden im affinen Beispiel 2.1.4, Telil iii). Die x-Achse hat den
Parameter

@:0)e P .

Die wichtigste Eigenschaft einer reguldren Abbildung zwischen projektiven Varietéten ist ihre
Abgeschlossenheit. Der entsprechende Satz gilt im Affinen nur fir endliche Abbildungen
(Satz 3.2.9).

5.1.13 Satz (Projektionssatz)
1) Die Projektion
pr,: P"xXP" —— P", (x,y)H v,

ist eine abgeschlossene Abbildung, d.h. das Bild einer Zariski-abgeschl ossenen Teilmenge
von P" x P™ ist eine projektive Varietdt von P™.

ii) Jede regulére Abbildung
fiX—>Y
zwischen projektiven Varietédten ist abgeschlossen.
Beweis. ad i) Gegeben sal eine projektive k -Varietéat
X ={(x,y)e P"xP": £(x,y)=0 fiiri=1,..,.N |
welche definiert wird durch Polynome

fi=f(Xg X o X, Yo, ¥y ¥ ) k[ X g, X oo X

n?

Yo. 1y, ]

1T m

der Form
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Dabei sind die Polynome
a' (Xo, Xy, X, )€ k[X,, X,.., X, ] homogen vom Grad d,
und

b ¥y, Yy, Y, Je klY,, Y., Y, ] homogen.

Fiir einen Punkt y e 4™ —0 und seine Aquivalenzklasse [y]e P" sind die folgenden beiden
Aussagen aguivalent:

o [lepr(x)
e DiePolynome
LG 2) e £y p)e kX o, Xy X
haben eine gemeinsame Nullstellein 4" —0.

Die letzte Eigenschaft wird nun mit Hilfe des Hilbertschen Nullstellensatzes in eine Aussage
der Linearen Algebra umgeformt. Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz sind aquivalent:

[vle pro(x)
Var((f,. 9/ E0)))=101}
JAC e £y G3)) = (X X,)

Esgibtein de N mit

<X0 """ Xn>dc<]{l(_’y) """ fN(_'y)>'
Daher ist zu zeigen, dal3 die Teilmenge

{ye A" Es gibt kein d e N mit <X0,...,Xn>d c <fl(—,y),...,fN(—,y)> Jl
das Nullstellengebilde homogener Polynome ist. Wir bezeichnen mit
H(e)c kX, X, X, ]

den endlich-dimensionalen & -Vektorraum der homogenen Polynome vom Grad e N und
betrachten fir jedes ye 4™ und de N die k -lineare Abbildung

F(d, y):H(d-d,)® H(d-d,)®...0 H(d-d\)—— H(d) (8.8, ) 2ﬁ(—,y)-gi

Diese Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn

(Koo X, ) LGP [ E10)).
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Nach Wahl von Basen wird die lineare Abbildung F(d, y) durch eine Matrix M(F(d,y))
beschrieben, deren K oeffizienten als Funktionen von ye 4™ homogene Polynome in den
Veranderlichen Y,,Y;,....Y, sind. Essind aquivalent:

e F(d,y) nicht surjektiv
e DerRangvon F(d,y) ist nicht maximal

e Allemaximalen Minoren der Matrix M (F(d, y)) haben eine verschwindende
Determinante.

Die Determinante einer Matrix ist ein homogenes Polynom in den Koeffizienten der Matrix,
und die K oeffizienten der Matrix M (F(d, y)) héngen homogen von den Veréanderlichen

Y,,Y,,....Y, ab. Daher bedeutet die |etzte Bedingung das Verschwinden homogener Polynome
inY,,Y,...Y, ander Stelle ye A", definiert also bei variablem [y]e P" eine projektive
Varietdt Y (d)c P™. Die Darstellung

pr,(X)=(¥(@)

deN
zeigt, dald auch
pr,(X)c P"
eine projektive Varietét ist.

adii) Sind X c P" und Y < P™ projektive Varietdten, so betrachtet man den Graphen
von f

I, ={(y)eXxY y=/f(x)}jc P"xP"
der ebenfalls eine projektive Varietét ist. Die erste Projektion
pr T, ——X
ist ein reguldrer Isomorphismus, sei
j=fTiX—>T,

die Umkehrabbildung. Die gegebene Abbildung faktorisiert als

f — [X J rf phy Y]
Nach dem bereits bewiesenen Teil des Satzesist
f(X): p”z(rf)

als Teilmengevon P™ und damit auch als Teilmenge von Y abgeschlossen, g.e.d.
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5.2 Das Hilbert Polynom

Die wichtigste numerische Invariante einer projektiven Varietét ist ihre Dimension. Sie 183t
sich neben anderen numerischen Grof3en aus ihrem homogenen Koordinatenring ablesen.

5.2.1 Bemerkung (Graduierung)
i) Der Polynomring
R=k[X,,..X,]

besitzt in nattrlicher Weise eine Graduierung: Definiert man die additiven Abelschen
Gruppen

R :={feR: f homogen und deg(f)=s},se N,
so gilt
R=®_, R und R°-R' c R*",

ii) FUr ein homogenes Ideal I — R Ubertragt sich die Graduierung auf den Quotienten: Fir
se N setzt man

I'=InR" und (R/I) =R'/I".

iii) FUr einen graduierten Ring R heif3t ein R -Modul M ein graduierter R -Modul, wenn es
eine Familie von Untermoduln (M"')EZ von M gibt mit

56

M=®_,M° und R*M' c M*"

5.2.2 Definition (Hilbert Funktion)
Essei I c k[X,,..., X, ] ein homogenes Ideal. Die Hilbert Funktion des Quotientenringes

A=k[Xy, X, )T
ist definiert als
dim, 4° s>0

Hilb,:Z—— N, s :
0 sonst

Die Hilbert Funktion einer projektiven Varietét X < P" ist die Hilbert Funktion ihres
homogenen K oordinatenringes.

5.2.3 Beispiel (Hilbert Funktion)

Die Hilbert Funktion des projektiven Raumes
Hilb,, : Z——> N

berechnet an der Stelle se Z die Anzahl der homogenen Polynomevom Grad s in n+1
Veranderlichen. Sie hat den Funktionswert
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Ss+n >0
Hilbp” (S): Hilbk[xo...,xn](s): s t= .
0 s<0

Fur s >0 stimmt sie mit den Funktionswerten eines Polynoms vom Grad » mit

L eitkoeffizient il tberein:
n:

s+n s+n s o )

= =—+ Terme niedrigeren Grades in s

s n n!
J

Nach einem Satz von Macaulay kann man sich bel der Bestimmung der Hilbert Funktion auf
monomiale Ideal e beschranken.

5.2.4 Satz (Hilbert Funktion)
Ein homogenes Ideal

I cklXy Xy X, ]
und das Ideal seiner Leitmonome
LT(I)c k[Xy, X0 X, ]

bzgl. einer beliebigen Monomordnung haben dieselbe Hilbert Funktion.
Beweis. [CLO 1997] Chap. 9, 83, Prop. 4.

Aus Satz 5.2.4 folgt, dal3 sich die Hilbert Funktion fUr gentigend grof3e Funktionswerte durch
ein Polynom berechnen 1&/3t:

5.2.5 Satz (Hilbert Polynom)

Fur jede projektive Varietdt X < P" gibt es eine Konstante s, N und ein eindeutig
bestimmtes Polynom P, , das Hilbert Polynom von X , der Gestalt

d I .
P,(s)= — s" 4 Terme niedrigeren Grades in s .
m!

mit nicht-negativen ganzen Zahlen d, me N , so dal3
Hilb, (s)= P, (s) fiir alle s > s, .

Beweis. [CLO 1997] Chap. 9, §3.

5.2.6 Definition (Hilbert Polynom und numerische Invarianten)
Essei X c P, eine projektive Varietét und
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m

P.(s)=d- S—' + Terme niedrigeren Grades in s
m!

ihr Hilbert Polynom. Man nennt

e denGrad me N die Dimension dim(X) von X

e dieZahl
d =m! - Leitkoeffizient e N

den Grad deg(X : P”) der Einbettung X —— P

¢ und den Funktionswert

p,(X)=(1"-(P0)-1)

das arithmetische Geschlecht von X .

Fur den projektiven Raum P” gilt m=n, d =1 und p,6 =0.

5.2.7 Tool-Beispiel (Hilbert Polynom und numerische Invarianten)
Macaulay?2 berechnet in

o  MyExamples/HilbertPolynomial/Examples
die folgenden Beispiele:

Getwistete Kubik

Veronese Flache

Segre Einbettung

Elliptische Kurve

5.2.8 Bemerkung (Numerische Invarianten einer Varietét)

i) Der Grad der Einbettung einer projektiven Varietét ist eine positive ganze Zahl. Sie hangt
nicht nur von der Varietét, sondern auch von der Art der Einbettung ab.

i) Dimension und arithmetisches Geschlecht einer projektiven Varietdt hangen dagegen nicht
von der Einbettung ab, sind aso intrinsische Grof3en der Varietét.

Das arithmetische Geschlecht ist elne nicht-negative ganze Zahl.

Neben dem hier definierten arithmetischen Geschlecht besitzt eine projektive Varietét auch
noch ein geometrisches Geschlecht. Beide Grof3en entspringen aus verschiedenen Quellen:
Das arithmetische Geschlecht aus den regul&ren Funktionen, das geometrische aus den
regul&ren Diffentialformen. Im Falle einer nicht-singuldren Kurve fallen beide numerischen
Invarianten zusammen.
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iii) Der Grad einer projektiven Hyperflache
X =Var(f)c P”
stimmt Uberein mit dem Grad des definierenden homogenen Polynoms

feklX,,...X,].

Eine der wichtigsten Anwendungen des Grades ist die Bestimmung der Schnittzahl zweier
projektiver Kurven. Die Schwierigkeit besteht darin, lokal fur jeden Schnittpunkt seine
Viefachheit zu definieren. Dann gilt:

5.2.9 Satz (Bezout)
Essel X,, X, c P’ zwei projektive Kurven, deren Durchschnitt

X=X,NnX,

keine irreduzible Komponente von X, oder von X, enthalt. Dann besteht der

Durchschnitt X aus endlich vielen Punkten. lhre Anzahl — mit Vielfachheit —ist das Produkt
der Grade

deg(Xl)' deg(Xz)'
Beweis. [CLO1997], Chap. 8, §7.

Der Satz von Bezout a3t sich auf hoherdimensionale V arietéten verallgemeinern.

5.2.10 Satz (Grad und Geschlecht ebener projektiver Kurven)

Bei einer projektiven Kurve, die sich als Hyperflache X < P? in die projektive Ebene
einbetten &3, stehen Geschlecht

p=p,(X)
und Grad

d=d(X)
in folgender Beziehung

e R

Beweis. Die Kurve werde durch das Ided
I=(f)c R=k[XqX,,X,]

mit einem homogenen Polynom f'€ R vom Grad d definiert. Dann gibt es eine exakte

Sequenz

0 R—L >R R/I =k[X]—>0,
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die zweite Abbildung ist die Multiplikation mit £, die dritte die kanonische
Restklassenabbildung. Die Hilbert Funktion ist additiv. Es gilt:

Hilby(s)= Hilb, (s — d )+ Hilb,,(s),s€ Z ,

also

2+ 2—d+
Hﬂbkm(s)=Hz‘le(s)—Hile(S—d)=[ ZSH 2 )
y J

:d-s+1+—(d_2)'(d_l).
2

Hieraus liest man ab

in:dm(X)zl,mg(Y):dlmd](X):Ei:glgiZQ,qed

2
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6 Basiswechsel

Dieses Kapitel zeigt die enge Verbindung der Algebraischen Geometrie zu zwei anderen
Gebieten der Mathematik, zur Zahlentheorie und zur Theorie der Riemannschen Flachen. Das
Kapitel gibt dabei einen Ausblick auf einige der tiefsten Resultate der Mathematik im

20. Jahrhundert.

Eine k -Varietdt wird auf Seiten der Algebra durch ein Ideal

in einem Polynomring Uber dem Korper k& definiert. Der Korper £ enthdt zumindest alle
K oeffizienten der definierenden Polynome. Auf der Seite der Geometrie betrachtet man das

Nullstellengebilde im affinen Raum tiber dem algebraischen AbschluB K =k :
Var(I)c A} .
Mit demselben Recht kann man aber auch das Nullstellengebilde in einem Raum
Al =1

Uber einem beliebigen Erweiterungskorper L o k betrachten, der nicht notwendig
algebraisch-abgeschlossen ist. Bel einer Varietdt X spielen aso zumindest zwei Korper eine
Rolle:

e Der Korper k, Uber dem X definiert ist (Algebra)
e Der Korper L, Gber dem man das Nullstellengebilde betrachtet (Geometrie).
Um auszudriicken, dal3 X Uber k& definiert ist, schreibt man X /&, d.h.
I cklX,..X, ]
Dagegen schreibt man fir die Menge der L -wertigen Punkte von X
X()={xe A7 : f(x)=0 firalle fe I}

Bei dieser Betrachtung stellt sich der algebraische Aspekt einer Varietét als wesentlich
allgemeiner heraus als der geometrische: Denn aus der einen algebraischen Definition X / &
entspringt flr eine ganze Schar von Kdrpern L o £ die Untersuchung der jeweiligen
Nullstellengebilde X (L). Man sagt, daR X (L) aus X / k durch einen Basiswechsel

R, ——R,
vomRing R, =k zum Ring R, = L hervorgeht.

Alle Uberlegungen gelten nicht nur fir affine Varietaten, sondern genauso fur projektive
Varietéten.

6.1 Zahlentheorie

Wenn man die Zahlentheorie in der Sprache der Algebraischen Geometrie formuliert, so sind
zunéchst die Félle
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k=0 und L > Q eine algebraische Korpererweiterung
interessant.

Desweiteren studiert man sogar den Fall, dal3 die Koeffizienten der definierenden Polynome
aus elnem kommutativen Ring stammen, der kein Korper ist. Dal3 die Varietét also z.B. Gber
dem Ring der ganzen Zahlen Z definiert ist, d.h. durch ein Ideal

Icz[X,..X,],

dessen Elemente Polynome mit ganzzahligen K oeffizienten sind. Hier sind interessant die
Basiswechsel

Z—>Fq

zu den endlichen Restklassenkdrpern F, mit einer Primzahl p , die Basiswechsel

zZ——0,

zu den p-adischen Kérpern @, , und der Basiswechsel
Z——R

zum Korper der reellen Zahlen.

Eine erste Unterscheidung der bei einem Basiswechsel auftretenden Erscheinungen a3t sich
anhand des Grades bzw. des dahinter stehenden Geschlechtes durchfiihren.

6.1.1 Bemerkung (Linearer Teilraum)

Eine lineare projektive Varietdt X /k wird durch einldeal I c k[X,,..., X, | definiert, das

von homogenen Polynomen 1. Grades, d.h. linearen Polynomen erzeugt wird. Die Menge der
L -wertigen Punkte, L o &, bildet unabhéngig von L immer einen linearen Unterraum fester
Dimension des projektiven Raums:

X(@)=P'(L)cP"(L).

6.1.2 Bemerkung (Quadrik)

Eine Quadrik ist eine projektive Varietdt X / &k, deren Ideal durch ein homogenes Polynom
2. Grades, d.h. ein quadratisches Polynom erzeugt wird. Die Menge der L -wertigen Punkte
hangt stark von L o &k ab.

Beispielsweise hat die projektive Kurve X /@, die durch das Polynom
f(XO’Xl’XZ):Xg +X12 "'Xz26 k[Xle’Xz]

definiert ist, keinen @ -wertigen (d.h. rationalen) oder R -wertigen (d.h. reellen) Punkt. Sie
hat aber viele C -wertige (d.h. komplexe) Punkte, es gilt sogar

X()=P'(C).
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Der folgende Satz stellt ein Lokal-Global Prinzip dar. Man betrachtet seine Aussage Uber dem
Zahlkoérper @ aseine globale Aussage und seine Aussagen Uber die Komplettierungen von

Q bzgl. der verschiedenen Bewertungen a's eine lokale Aussage. Als weiterfihrende Literatur
siehe [Maz1993].

6.1.3 Satz (Hasse-Minkowski, 1920)
Eine Quadrik X' / @ hat genau dann einen rationalen Punkt, wenn sie

e flrdenKorper L =R
e und fdr ale Primzahlen p fir den Korper L =0, der p-adischen Zahlen

jewells einen L -wertigen Punkt besitzt.

Beweis. Fir einen Bewelis siehe [Frel984], Kap. V, Satz 3.9.

6.1.4 Definition (Elliptische Kurve)

Eine elliptische Kurve E [k ist eine nicht-singulére projektive Kurve mit Geschlecht g =1,
zusammen mit einem ausgezeichneten & -wertigen Punkt Oe E(k).

6.1.5 Bemerkung (Elliptische Kurve)

Jede elliptische Kurve E/k |43 sich schon als Hyperflache in der projektiven Ebene
realisieren:

E=Var(f)c P?
mit einem homogenen Polynom
feklx,v,z].

Nach Satz 5.2.10 hat f den Grad deg f = 3. Im Falle Charakteristik char k # 2, 3 kann man
erreichen, dald / die Homogenisierung eines Polynoms g in Weierstral3 Normalform ist

g(X,¥)=Y>-X*-4.X -Bek[X,Y]
und dal3 der ausgezeichnete Punkt der unendlich ferne Punkt ist
0:=(0:1:0)e E(k)c P*.
Das Nichtverschwinden der Diskriminante
A:=-16(4- 43+ 27-B?)%0
garantiert, dai die projektive Kurve nicht-singul &r ist.

Fir jeden Erweiterungskérper L S & bildet die Menge E(L) eine Abelsche Gruppe mit dem
ausgezei chneten Punkt al's neutralem Element 0.
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Hinweis. Das grundlegende Lehrbuch tber elliptische Kurven ist [ Si|1986].

6.1.6 Tool-Beispiel (Elliptische Kurve und Diskriminante)
Pari-Beispiel

e MyExamples/Examplel

i) Diedliptische Kurve E/Q mit der Weierstral3 Normalform

Y?=X°+X
hat die Diskriminante
A=-64.
Die Kurve hat einerelle Nullstelle
x,=0

und die beiden konjugiert-komplexen Nullstellen
Xpa=+/—1.
Dierelle Nullstelle definiert einen rationalen Punkt
p=0,0)e EQ),

der in der Abelschen Gruppe (£(Q), +) die Ordnung 2 hat und damit die Torsionsuntergruppe
erzeugt.

ii) Die€liptische Kurve E/Q mit der Weierstral3 Normalform

Y?=Xx°>+1
hat die Diskriminante
A=-432.
Die Kurve hat einereelle Nullstelle
x,=-1

und zwei konjugiert-komplexe Nullstellen. Dierelle Nullstelle definiert einen rationalen
Punkt

p=(10) E@Q),
der in der Abelschen Gruppe (£(Q), +) die Ordnung 2 hat. Der Punkt
=2 3)c E@Q)

hat die Ordnung 6 und erzeugt damit die Torsionsuntergruppe.
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6.1.7 Satz (Mordell, 1922)

Essel k ein Zahlkérper und £/ eineeliptische Kurve. Die Abelsche Gruppe E(k) der
k -wertigen Punkte ist endlich erzeugt, d.h.

E(k)E Z’” @ Etors (k)’
wobei »e N ihren Rangund E, (k) ihre Torsionsuntergruppe bezeichnet.

Beweis. [Si11986], Chap. VIII, Theor. 6.7.

Der Rang einer eliptischen Kurveist eine subtile arithmetische Charakteristik. Eswird
vermutet, dal3 elliptische Kurven mit beliebig grof3em Rang existieren.

6.1.8 Tool-Beispiel (Eliptische Kurve mit positivem Rang)
Pari-Beispiel

e MyExamples/Example2

Dieéliptische Kurve E/Q mit der Welerstral3 Normalform

YZ:X3—7~X+%

hat die Diskriminante
A =5077.

Die Torsionuntergruppe der rationalen Punkte von E(Q) ist trivial. Die Gruppe E(Q) enthélt
jedoch zahlreiche Punkte, hat also positiven Rang. Es ist bekannt, dal3 der Rang = 3 ist.

6.1.9 Beispiel (Selmer, 1951)

Fur Kurven 3. Grades gilt das Analogon des Satzes von Hasse-Minkowski nicht mehr: Die
projektive Kurve X /Q , welche durch das homogene Polynom

(X, X, X,)=3X2+4-X2+5 X e k[X,, X, X,]
definiert ist, hat keinen rationalen Punkt. Sie enthalt aber den reellen Punkt
(¢3:-1:-1)e X(R).
Auferdem gilt nach einem Satz von Hasse fir die Anzahl der F, -wertigen Punkte

‘#X(Fp)—p ‘SZ-\/;, p eine Primzahl.
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Insbesondere hat X'/ Q also neben dem ausgezeichneten Punkt noch weitere F, -wertige
Punkte. Nach dem Hensel Lemmahat X' /@ dann auch weitere Q  -wertige Punkte.

Hinweis. Als weiterfihrende Literatur siehe [Maz1993].

Projektive Kurven X / Q hoheren Geschlechtes haben immer nur endlich viele rationae
Punkte, diese Eigenschaft wurde 1922 von Mordell vermutet.

6.1.10 Satz (Faltings, 1983)

Eine projektive nicht-singuldre Kurve X /Q vom Geschlecht g > 2 hat nur endlich viele
rationale Punkte, d.h.

#X(Q)<oo.

Hinweis. Fir eine Ubersicht siehe [Fal1984], fiir eine fortgeschrittene Darstellung siehe den
Tagungsband [ CS1986].

Das bisher wichtigste Ergebnis aus der Theorie elliptischer Kurven ist der Bewel's der
Taniyama-Weil Vermutung. Ausihr ergibt sich die Fermat Vermutung (1637).

6.1.11 Satz (Wiles, 1994)
Die projektive Varietdt X /Q, die durch das Polynom

f(XO’Xl’XZ):_Xg +Xf +X2d € Q[XO’Xl’XZ]
definiert ist, hat fir ¢ > 3 keinen rationalen Punkt, d.h. X(Q)=9.

Hinweis. Fir eine Ubersicht siehe [Fal1995], fiir eine fortgeschrittene Darstellung siehe den
Tagungsband [CSS1995].
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6.2 Riemannsche Flachen

Der Basiswechsel
7Z—=->C

fahrt in die Funktionentheorie, die Theorie der Riemannschen Flachen oder allgemeiner in die
Komplexe Analysis. Die Komplexe Analysis untersucht ,, Komplexe Mannigfaltigkeiten* bzw.
, Komplexe Raume* mit holomorphen Abbildungen als zugehdrigen Morphismen. Diese
werden lokal durch konvergente Potenzreihen gegeben.

Die komplexwertigen Punkte
x(c)

einer Varietét, versehen mit der Euklidischen Topologie, sind komplexe Raume bzw. im
nicht-singuléaren Fall komplexe Mannigfaltigkeiten. Komplexe Mannigfaltigkeiten der
Dimension 1 heif3en Riemannsche Fléchen:

6.2.1 Bemerkung (Riemannsche Flachen)

Ein topologischer Hausdorff Raum, der jeweils lokal homdomorph ist zu einer offenen Menge
in der komplexen Zahlenebene C, zusammen mit einem Atlas biholomorph vertraglicher
Karten, helldt Riemannsche Flciche.

Hinweis. Als Literatur siehe [For1977].

6.2.2 Satz (Kompakte Riemannsche Fldachen)

Jede kompakte Riemannsche Flache ist projektiv algebraisch, d.h. zu jeder kompakten
Riemannschen Fléche Y existiert eine nicht-singulére projektive Kurve X /C und ein
biholomorpher 1somorphismus

Y =X(C).
Beweis. [Har1977] Chap. IV, Sect. 3.

Dieser Satz ist unter anderem deswegen bemerkenswert, weil Riemannsche Fléachen durch
holomorphe Funktionen, also lokal durch konvergente Potenzreihen, definiert werden. Die
Varietéten der Algebraischen Geometrie sind dagegen immer durch Polynome definiert.

6.2.3 Bemerkung (Geschlecht kompakter Riemannscher Flachen)

Die wichtigste numerische Invariante einer kompakten Riemannschen Flacheist ihr
Geschlecht. Diesesist Uber die holomorphe Struktur definiert und stimmt mit der Anzahl der
linear unabhangigen holomorphen Differentialformen Uberein; siehe [For1977] Bem. 17.10.
Als Geschlecht treten alle nicht-negativen ganzen Zahlen auf.

Das Geschlecht stellt sich a's eine topol ogische Invariante heraus und liefert sogar eine
topologische Klassifizierung: Zwei kompakte Riemannsche Fl&chen sind al's topol ogische
Mannigfaltigkeiten genau dann isomorph, wenn sie dassel be Geschlecht haben.
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In Satz 6.2.2 stimmt das Geschlecht der Riemannschen Flache ¥ mit dem arithmetischen
Geschlecht der projektiven Kurve X / C Uberein.

Alle nicht-singuléren projektiven Kurven X / k lassen sich bereitsin einem 3-dimensionalen
projektiven Raum realisieren

X—-P’,
nicht-singulére Kurven vom Geschlecht g <1 sogar schon a's Hyperflachen in der projektiven
Ebene P°.

6.2.4 Definition (Torus)

Ein Torus ist der Quotient (C, +)/T" der additiven Gruppe der komplexen Zahlen nach einem
Gitter

I'=Z -w,+Z7- w, mt w, w, e C linear unabhangig tber R.

Man nennt T das Periodengitter und w,, @, € C die Perioden desTorus.

Jeder Torus ist eine kompakte Riemannsche Fléche vom Geschlecht ¢ =1. AuRRerdemiist ein
Torus eine Abelsche Gruppe beziiglich der von (C, +) induzierten Addition.

Die Isomorphieklassen von Tori unter biholomorphen Abbildungen sind wohlbekannt. Sie
entsprechen bijektiv den Aquivalenzklassen der Operation der Modulgruppe auf der oberen
Halbebene H . Nach einem klassischen Resultat aus der Theorie der Modulfunktionen &/t
sich die Menge dieser Aquivalenzklassen durch die absolute Modulfunktion bijektiv auf die
komplexen Zahlen abbilden. Grundlage dieser Theorie sind die auf der oberen Halbebene fir
jedes £ > 1 definierten Eisenstein Reihen

G @)= ) % teH, T()=2Z1+2Z 7.

weT()-0

6.2.5 Lemma (Isomorphieklassen von Tori)
1) Jeder Torusist isomorph unter einer holomorphen Abbildung zu einem Torus mit einem
normierten Periodengitter

I'(z),7€ H.

i) Zwei normierte Periodengitter T'(z,) und T'(z, ) definieren genau dann isomorphe Tori,
wenn es eine Matrix gibt
_a-1,+b

a b .
A= )e SL(2,Z) mit 7, = :
c d, c-T,+d

d.h. die Aquivalenzklassen isomorpher Tori entsprechen bijektiv den Bahnen der
Gruppenoperation
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a-1+b
c-1+d

SLQ2,Z)xH——H, (4,7)~

iii) Die absolute Modulfunktion
3
jiH——C mit ]'::1728%%2

g, =60-G,, g,:=140-G,,A:=g," - 27-g.°
ist invariant unter dieser Operation und induziert eine bijektive Abbildung des Bahnenraumes
H/SL(2, Z)——C.

Hinweis. Zur Literatur siehe [Gun1972], [Ser1973].

6.2.6 Satz (Tori und elliptische Kurven)

i) Essei X =C/T ein Torus mit einem normierten Periodengitter T'(z ),z € H . Dann
definieren seine Welerstral3 sche ¢ -Funktion

go(z)—inr z’[(z o) a:)L)

wel'-0 )

und ihre Ableitung

1

@’(2)=—2'Mm

eine injektive holomorphe Abbildung
A 1
(go(z):igo (z):l) ceT

C/T——P? [z]— .
(0:1:0) zeT

Diese bildet den Torus biholomorph ab auf die komplexen Punkte der elliptischen
Kurve E/C mit der Welerstral3 Normalform

g(X,Y)=Y?*-X*-4.-X-BeC[X,Y], 4:=-15-G,(1), B:=-35-G,(1).
Die Abbildung ist zudem ein Isomorphismus Abelscher Gruppen
/T, +)—==(E(C),+).

i) Jede Isomorphieklasse einer eliptische Kurve E/C tritt auf diese Art as Bild eines Torus
auf.

Beweis. ad i) Die Aussage folgt aus der Differentialgleichung der Weierstrald schen
g -Funktion
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P°=40° g, P-g
und den Additionstheoremen der g -Funktion; siehe [Ahl1966].

ad i1) Jede Uber dem algebrai sch-abgeschl ossenen Korper C definierte elliptische
Kurve E/C &3 sich auch durch eine Gleichung 3. Grades in Legendre Normalform
definieren:

r’=x-(x-1-(x -1)e clx,r]
mit einer eindeutig bestimmten komplexen Zahl 1€ C mit
| A|<1 und |1- 2 |<1.

Die beiden elliptischen Integrale

und @, =

dx
Ux T e Ry

definieren ein Gitter

@ @
'=Z-w,+Z w,,—~€ H oder 2 H .
a)Z a)l

Esbleibt zu zeigen: Mit

@
t=—2,0E 1e H,
a)2

erhalt man einen Torus X = C/T'(z ), der unter der Abbildung von Teil i) biholomorph
auf eine zu E(C) isomorphe Varietét abgebildet wird; siehe [Sil1986] Chap. VI, g. e. d.

6.2.7 Tool-Beispiel (Tori und elliptische Kurven)
Pari-Beispiel
e MyExamples/Example3

Berechung der elliptischen Kurven zu Tori mit vorgebenen normierten Periodengittern.
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7 Skripte ausgewahlter Tool-Beispiele

Dieses Kapitel enthdlt die Skripte aler mit den Tools Singular, Macaulay2 und Pari in dieser
Vorlesung behandelten Beispiele. Die Skripte der Beispiele aus Kapitel 1.2 fur das Tool Surf
sind nicht wiedergegeben.

7.1 Singular-Skripte

Ein Singular-Skript in der Datel , file® im Arbeitsverzeichnis von Singular wird mit dem
Befehl

<, file;

ausgefuhrt.

7.1.1 Singular-Skript (Tool-Beispiel 2.2.7)

/I Singular

/I Maps between coordinate rings

print (" ");
LIB "al.lib";

/I Coordinate ring of affineline
ring QT =0, T, dp;

print (" ");
print ("Projecting Neil parabola");

// Neil parabola

ring QXY =0,(X,Y),dp;

/I define basering

setring ( Q_XY);

/I projection onto x-axis

/I as map from Q_T to basering

map phil=Q T, X;

ideal 11 =YN2-X"3;

print ("Projecting Neil parabola onto x-axis has dense image?");

is injective (phil, Q _T,I11);

print ("Projecting Neil parabola onto x-axis isisomorphism onto closed image?');
is surjective (phil,Q T,I11);

print ("Projecting Neil parabola onto x-axisisfinite?");

maplsFinite ( phil, Q T, 11);

/I projection onto y-axis
setring (Q_XY );
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map phi2=Q_T,Y;
print ("Projecting Neil parabola onto y-axis has dense image?");
is injective (phi2, Q_T,I11);

print ("Projecting Neil parabola onto y-axis is isomorphism onto closed image?");

is surjective (phi2, Q T, 11);
print ("Projecting Neil parabola onto y-axisisfinite?');
maplsFinite ( phi2, Q T, 11);

print (" ");
print (" Projecting hyperbola");

/I Hyperbola

setring (Q_XY );

map phi3=Q_T, X;

ideal 13=X*Y -1,

print (" Projecting hyperbola onto x-axis has dense image?');

is injective (phi3, Q_T,13);

print (" Projecting hyperbola onto x-axis is isomorphism onto closed image?");
is surjective (phi3, Q T, 13);

print (" Projecting hyperbola onto x-axis is finite?");

mapl sFinite ( phi3, Q_T, 13);

print (" ");
print ("Blow up");

// Blow up
ringQ XY =0,(X,Y),dp;
ringQ XYzZ=0,(X,Y,Z),dp;

setring (Q_XYZ);

ideal 14=Y - Z*X;

map phid =Q_XY, X, Y;

print (" Projecting blow-up onto x-y-plane has dense image?");

is injective ( phi4, Q_XY, 14);

print (" Projecting blow-up onto x-y-plane is isomorphism onto closed set?");
is_surjective ( phi4, Q_XY, 14);

print (" Projecting blow-up onto x-y-plane is finite?");

maplsFinite ( phi4, Q_XY, 14);

ringQ_XzZ =0, (X,Z),dp;
setring (Q_XYZ);
// Coordinate ring of blow-up
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gring blow_up = std (14);
map phi5=Q _XZ, X, Z;

print (" Projecting blow-up onto x-z-plane isisomorphism?");

is_bijective (phi5, Q_X2);

print ("
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7.1.2 Singular-Skript (Tool-Beispiel 3.2.10)
Il Singular

// Normalization

print (* ");

LIB "alllib";

print ("Normalization of Neil parabola");
// Nell parabola

ring Q_XY =0,(X,Y),dp;

ideal I1=Y"2-X"3 ;

/I check if ideal is prime
list primaryComponent = primdecGTZ( 11);
if ( size (primaryComponent) !=1
or size ( reduce( primaryComponent[1][2], std( primaryComponent[1][1] ), 1)) !=0)

print ("Idea ");

print (11);

print (" not prime") ;

ERROR ("==> Computation cancelled");

gring neil_Parabola=std (I11);
setring Q_XY;

list norl = normal (11);

show (norl);

def R=norl [1];

setring R;

gring normalization = std ( norid ) ;
setring R;

normap;

is bijective ( normap, neil_Parabola);

print (" )
print ("Normalization of Whitney umbrella");
ringQ XYZ=0,(X,Y,Z),dp;

ideal 12 =Y"2-Z*X"2;

/I check if ideal is prime
list primaryComponent = primdecGTZ( 12);
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if ( size (primaryComponent) !=1

or size ( reduce( primaryComponent[1][2], std( primaryComponent[1][1] ), 1)) !=0)

print ("Idea ");
print (12);
print (" not prime") ;
ERROR ("==> Computation cancelled");
}
gring whitney Umbrella=std (12);
setring Q_XYZ;
list nor2 = normal (12);
I show (nor?2);
def R=nor2 [1];
setring R;
gring normalization = std ( norid ) ;
setring R;
normap;

is_bijective ( normap, whitney _Umbrella);

print (" ");
print ("Normalization of 5-nodal curve");
// Neil parabola
ring Q_XY =0, (X,Y),dp;
ideal 13 =
32¥XN2 - 2097152* Y11 + 1441792* Y19 - 360448* YT + 39424*Y N5 - 1760* Y3 + 22*Y - 1,

/I check if ideal is prime
list primaryComponent = primdecGTZ( 13);
if ( size (primaryComponent) !=1

or size ( reduce( primaryComponent[1][2], std( primaryComponent[1][1] ), 1)) !=0)

print ("Idea ");

print (13);

print (" not prime") ;

ERROR ("==> Computation cancelled");

gring fiveNodalCurve = std ( 13);
setring Q_XY;

list norl = normal (13);

show (norl);

def R=norl [1];
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setring R;

gring normalization = std ( norid ) ;
setring R;

normap;

is bijective ( normap, fiveNodal Curve);

print (" ");

print (“Normalization of hyperbola');
// Neil parabola

ring Q_XY =0, (X,Y),dp;

ideal 14 =X*Y -1,

/I check if ideal is prime

list primaryComponent = primdecGTZ( 14);

if ( size (primaryComponent) !=1

or size ( reduce( primaryComponent[1][2], std( primaryComponent[1][1] ), 1)) !=0)

print ("Idea ");

print (14);

print (" not prime") ;

ERROR ("==> Computation cancelled");

gring hyperbola=std (14 );

setring Q_XY;

list nor4 = normal (14);

show (nor4);

def R=nor4 [1];

setring R;

gring normalization = std ( norid ) ;
setring R;

normap;

is_bijective ( normap, hyperbola);

print ("
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7.1.3 Singular-Skript (Tool-Beispiel 3.2.12)
Il Singular

/I Noether Normalization

print (* )

LIB "al.lib";

print ("Noether normalization of hyperbola");

// Hyperbola

ringQ XY =0, (X,Y),dp;

ideal 11=X*Y - 1;

list noethNorm1 = noetherNormal (11);
show ( noethNorm1);

Il Tranformation of coordinates

map phil = basering, noethNorm1[1];
print ("1s coordinate transformation ");
phil;

print ("bijective?');

is bijective ( phil, basering );

I/ Transform ideal

ideal J1=phil (11);

print ("1dea");

11,

print("istransformed into ideal: ");
Ji,

/1 Basering of Noether normalization
print ("Coordinate ring of Noether normalization: ");
noethNorm1[2];

print (' )

print ("Noether normalization of blow up");

I/ blow up
ringQ XYZ=0,(X,Y,Z),dp;
ided 12=Y - Z*X;

list noethNorm2 = noetherNormal (12);
show ( noethNorm2);

/I Tranformation of coordinates
map phi2 = basering, noethNorm?2[1];
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print ("1s coordinate transformation ");
phi2;

print ("bijective?');

is bijective ( phi2, basering );

/I Transform ideal
ideal J2=phi2 (12);

print ("1deal");

12;

print("istransformed into ideal: ");
32,

// Basering of Noether normalization

print ("Coordinate ring of Noether normalization: ");

noethNorm2[2];
print (" ");

print (" Affine plane and additional line in 3-space");

Il plane and line

ringQ XYz=0,(X,Y,Z),dp;

ideal 13=X*Y, X*Z;

list noethNorm3 = noetherNormal (13);
show ( noethNorm3);

Il Tranformation of coordinates

map phi3 = basering, noethNorm3[1];
print ("1s coordinate transformation ");
phi3;

print ("bijective?');

is hijective ( phi3, basering );

Il Transform ideal

ideal J33=phi3 (13);

print ("1deal");

13;

print("istransformed into ideal: ");
J33;

// Basering of Noether normalization

print ("Coordinate ring of Noether normalization: ");

noethNorm3[2];
print (" ");
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7.1.4 Singular-Skript (Tool-Beispiel 3.3.3)
Il Singular

[/ Primary decomposition of ideals

print (* )

print ("Primary decomposition of ideals");

LIB "al.lib";

print ("2 dimensions ");

/I ring of polynomials over field of rationals

ring Q_xy = 0,(x,y).Ip;
short = 0

inti;
intj;
list primaryComponent;

listidealList;

/I plane coordinate axes
ideal 11 =x*y;
idealList = insert (idealList, 11);

/I Two lines
ided 12=x"2- 1,
idealList = insert (idealList, 12, 1);

/I Double lines
ided 13=x"2;
idealList = insert (idealList, 13, 2);

// Embedded component
ideal 14 = x"2, x*y;
idealList = insert (idealList, 14, 3);

I/ Loop through different ideals and output their primary decomposition
for (i =1;i <=size(idealList); i++)
{

primaryComponent = primdecGTZ( idealList[i] );

print ("ldeal: <" + print(idealList[i],"%") + ">");

for (j = 1; j <= size (primaryComponent); j++)
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{
print ( "Primary component: <"+ print( primaryComponent[j][1], "%") + ">"
+ " with radical: <" + print( primaryComponent[j][2], "%") + ">" );
}
print("");
}
print ("3 dimensions ");

/I Plane and transversal line

ring Q_xyz =0,(x,y,2),Ip;
inti;
intj;

list primaryComponent;

list idealList;

ideal 15 = x*y, x*z;
idealList = insert (idealList, 15);

I/ Loop through different ideals and output their primary decomposition
for (i =1;i <=dize(idealList); i++)
{

primaryComponent = primdecGTZ( idealList[i] );

print ("ldeal: <" + print(idealList[i],"%") + ">");

for (j = 1; j <= size (primaryComponent); j++)

{
print (  "Primary component: <"+ print( primaryComponent[j][1], "%") + ">"
+ " withradical: <" + print( primaryComponent[j][2], "%") + ">");
}
print("");
}

print (" ");
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7.2 Macaulay2-Skripte

Ein Macaulay2-Skript in der Datei , file* im Arbeitsverzeichnis von Macaulay2 wird mit dem

Befehl

ausgefihrt.

7.2.1 Macaulay2-Skript (Tool-Beispiel 4.1.11)

-- Macaulay2
-- Division inring of polynomials

division = ( numerator, lissDenom) -> (

targetRing := class humerator;
use targetRing;

k :=#listDenom;

i =0

debug =fase
if ( debug == true) then

(

print ("Division: Start");

load , file"

<< "Division: " << numerator << " :" << endl;

<< "denominator " <<i<<":" << listDenom i << endl;

i=0;
whilei <k do
(
i=i+1
)i
)i
p := numerator;
r =0
quotient := new MutableHashTable;

-- initialize hash table of quotients

i=0;
whilei <k do
(
quotient# =0;
i =i+1;
)i

-- check if leading term of reduced dividend is divisible by leading term of one of divisors
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while(p!=0) do

(
i=0;
divisionOccurred = false;
-- loop through divisors
while ( (i <k) and ( divisionOccurred == false) ) do
(
-- check if leading term of current divisor divides
-- leading term of reduced dividend
if (denominator (leadTerm p/leadTermlistDenom i ) ==1) then
(
-- subscript quotient with index of denominator
if ( debug == true) then
(
<< "Division: Divide by " << listDenom_i << endl;
<< "Division: p: " << p<<"; lisgsDenom" <<i <<": ";
<< listDenom i << endl;
)i
a = substitute (leadTerm p / leadTerm listDenom i, targetRing );
quotient#i = quotient#i + a;
p = subgtitute ( p - a* listDenom i, targetRing );
divisionOccurred = true;
)
else
(
i=i+1;
)i
)i
if (divisonOccurred == false) then
(
-- move leading term of current dividend to rest
r=r+leadTermp;
p=p-leadTermp;
)i
)i
-- output result
<<"(" << numerator <<"):"  <<end;
<< listDenom<<" ="<<endl <<end:
i=0;

while i <k do
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<<"+ (" << quotient#i <<") * (" << listDenom i <<")" << endl;

i=i+1;

);

<< end << "Rest: " << r << endl;

if ( debug == true) then

(

<< "Division: End" << endl;

);

<<"

" << endl;

R=QQ[ X,Y, MonomialOrder => Lex];

-- example 1

g1 =X*Y +1,
g2=Y"2-1;
f=X*YN2-X;
lden={g2,91};
division ( f, Iden);

<<

-- example 2
lden={ g1,92};
division ( f, Iden);

<<"

-- example 3

- gl=X*Y +1;
-02=Y +1;

- f=X*YN2+1;
--lden = {91, g2};

--division ( f, Iden);

<<

" << endl;

" << endl;

-- example 4
- gl=X*Y -1,
—-g2=Y"2-1;

- = XA2FY + X*YA2 + Y2,

-- lden={g1, g2};

--division ( f, Iden);

<<

" << endl;

" << endl;
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7.2.2 Macaulay2-Skript (Tool-Beispiel 4.2.11)
-- Macaulay2

-- Computation of Groebner bases

-—<<" " << endl;

R=QQ[ X,Y, MonomialOrder => Lex];

-- example 1

gl=X*Y +1,

g2=Y"2-1;

11=lideal ( g1, g2);

Gl=gbl1;

<< |1 <<" has Groebner base with respect to Lex with "<< end|;

<< rank source gens G1 << " elements." << endl;

<< transpose gens G1 << endl;

<<" " << endl;

R=QQ[ X,Y, Z, Monomia Order => Lex];

-- example 2

g3=X"5+YM +7Z73-1;

g4 =X"3+Y"N2+2Z"2-1;

12=ideal ( g3,04);

G2=ghl2;

<< |2 << " has Groebner base with respect to Lex with "<< end|;
<< rank source gens G2 << " elements." << endl;

<< transpose gens G2 << endl;

<<" " << endl;

R=QQ[ X,Y, Z, Monomia Order => GRevLex];

-- example 3

g5 =X"5+YM+7Z73-1;

g6 =X"3+YN2+2Z72-1;

I3=ideal ( g5, 96);

G3=¢gbl3;

<< |3 << " has Groebner base with respect to GRevLex with "<< endl;
<< rank source gens G3 << " elements." << endl;

<< transpose gens G3 << endl;

<<" " << endl;




Skripte ausgewdahlter Tool-Beispiele 126

7.2.3 Macaulay2-Skript (Tool-Beispiel 4.3.6)
-- Macaulay2

-- Twisted cubic curve

-- Define parametrization of twisted cubic curve by map

-- from affine line to affine space

<<" " << endl;

<< "Twisted cubic curve: Start " << endl;

-- Graph of twisted cubic curve

-- Monomial order for graph

R3=QQ[ T, X,Y,Z, MonomialOrder => Lex ]
short = 0;

J=ided (X-T,Y - T"2,Z-T"3);
<<"Graph:" << J<< end;

<< "has Groebner base (Lex): " << gb (J) << endl;

-- Suitable elimination order for graph

R4=QQ[ T, X,Y,Z, Monomial Order => Eliminate 1 ]
short = 0;

J = subgtitute ( J, R4);

<<"Graph:" << J<<end;

<< "has Groebner base (Eliminate 1): " << gb (J) << endl;

<< endl;

-- Affineline

R1=QQ[ T, MonomiaOrder => Lex ]

-- Affine space

R2=QQ[ X, Y, Z, MonomialOrder => Lex ]

phi=map (R1, R2,{ T,T"2,T"3})
<< phi << endl;
ideal CubicCurve = kernel phi;

<< "Twisted CubicCurve hasidea: " <<ideal CubicCurve << endl;
<<"|s" << idealCubicCurve<<" equal to " << ideal (X"2-Y,Z- X"3) <<"?2"

<< idea CubicCurve == ideal ( X"2-Y,Z- X"3) << end;

<< "Twisted cubic curve: End " << endl;

<<" " << endl;
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7.2.4 Macaulay2-Skript (Tool-Beispiel 4.3.11)
-- Macaulay2
-- Quotient of ideals

<<" " << end;

<< "Quotient of ideals. Start" << endl;
R1=QQ[ X,Y,Z, Monomia Order => Lex |;
<<"Basering: " << describe R1 << endl;
<< endl;

-- ideal of y-z plane union x-axis

| =ided ( X*Y, X*Z);

-- ideal of x-axis
J=ideal (Y, Z);

<<l <<"i"<g <" =" << [:J<< endl;
<< endl;
<< "Quotient of ideals. End" << endl;

<<" " << end;
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7.2.5 Macaulay2-Skript (Tool-Beispiel 5.2.7)

-- Macaulay?

-- Hilbert polynomial
-- base field

KK =QQ;

<<" " <<eﬂd|,

<< "Twisted cubic: Start" << endl;

R1=KK[TO,T1];

R2 = KK [ X0, X1, X2, X3];

phiCubic = map (R1, R2, { TO"3, TO"2*T1, TO*T1/2, T1"3} );
describe phiCubic;

ideal Cubic = kernel phiCubic;

coordinateRingCubic = R2 / ideal Cubic;

-- evaluate projective Hilbert polynomial

-- the values dim and degree refering to the projective variety
cubicHilbertPolynomial = hilbertPolynomial (coordinateRingCubic);
cubicDimension = dim (cubicHilbertPolynomial);

cubicDegree = degree (cubicHilbertPolynomial);
cubicArithmeticGenus = (-1)"cubicDimension * ( (cubicHilbertPolynomial 0) - 1);

<< "Twisted cubic curve has' << endl;

<< "idedl: " << transpose mingens ideal Cubic << endl;
<<"inring: " << describe R2 << endl;

<< "Hilbert polynomial: " << cubicHilbertPolynomial << endl;
<< "dimension: " << cubicDimension << endl;

<< "degree: " << cubicDegree << endl;

<< "arithmetic genus: " << cubicArithmeticGenus << endl;

<< "Twisted cubic: End" << endl << endl;

<< " n <<eﬂd|,

<< "Veronese surface: Start” << endl;

R1=KK[TO,T1T2];

R2 = KK [ X0, X1, X2, X3, X4, X51;

phiVeronese = map (R1, R2, { TO"2, TO*T1, TO*T2, T1"2, T1*T2, T2"2} );
describe phiVeronesg;

ideal Veronese = kernel phiVeronese;

coordinateRingVeronese = R2 / idealVeronese;

veroneseHilbertPolynomial = hilbertPolynomial (coordinateRingV eronese);

veroneseDimension = dim (veroneseHilbertPolynomial);
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veroneseDegree = degree (veroneseHilbertPolynomial);

veroneseArithmeticGenus = (-1)"veroneseDimension * ( (veroneseHilbertPolynomial 0) - 1);

<< "Veronese surface has' << endl;

<< "ideal: " << transpose mingens idealVeronese << endl;
<<"inring: " << describe R2 << endl;

<< "Hilbert polynomial: " << veroneseHilbertPolynomial << endl;
<< "dimension: " << veroneseDimension << endl;

<< "degree: " << veroneseDegree << endl;

<< "arithmetic genus: " << veroneseArithmeticGenus << end!;

<< "Veronese surface: End" << endl << endl;

<" " << end;

<< "Segre embedding: Start" << endl;

R1=KK [ X0, X1];

R2=KK[YO, Y1];

domainOfDefinition = R1 ** R2;

R3=KK [ z00, 201, 210, Z111];

phiSegre = map ( domainOfDefinition, R3, { X0*Y0, X0*Y 1, X1*Y0, X1*Y1});
describe phiSegre;

ideal Segre = kernel phiSegre;

coordinateRingSegre = R3 / ideal Segre;

segreHilbertPolynomial = hilbertPolynomial (coordinateRingSegre);
segreDimension = dim (segreHilbertPolynomial);

segreDegree = degree (segreHilbertPolynomial);

segreArithmeticGenus = (-1)"segreDimension * ( (segreHilbertPolynomial 0) - 1);

<< "Segre embedding has' << endl;

<< "ided: " << transpose mingens ideal Segre << endl;
<<"inring: " << describe R3 << endl;

<< "Hilbert polynomial: " << segreHilbertPolynomial << endl;
<< "dimension: " << segreDimension << endl;

<< "degree: " << segreDegree << endl;

<< "arithmetic genus: " << segreArithmeticGenus << end|;

<< "Segre embedding: End" << endl << end!;

<< " n <<eﬂd|,

<< "Elliptic Curve: Start" << endl;

R2 =KK [ X0, X1, X27];

ideal EllipticCurve = ideal ( X0*X2/"2 - X173 - X0"3);
coordinateRingElliptic = R2 / ideal EllipticCurve;
lipticHilbertPolynomial = hilbertPolynomial (coordinateRingElliptic);
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elipticDimension = dim (ellipticHilbertPolynomial);
elipticDegree = degree (ellipticHilbertPolynomial);
elipticArithmeticGenus = (-1)"ellipticDimension * ( (ellipticHilbertPolynomial 0) - 1);

<< "Elliptic Curve has" << endl;

<<"ideal: " << transpose mingens ideal EllipticCurve << endl;
<<"inring: " << describe R2 << endl;

<< "Hilbert polynomial: " << ellipticHilbertPolynomial << endl;
<< "dimension: " << ellipticDimension << endl;

<< "degree: " << dlipticDegree << endl;

<< "arithmetic genus: " << ellipticArithmeticGenus << end!;

<< "Elliptic Curve: End" << endl << endl;

<< " " <<eﬂd|,
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7.3 Pari-Skripte

Ein Pari-Skript in der Datei <file> im Arbeitsverzeichnisvon Pari wird mit dem Befehl
\r <file>

ausgefuhrt. Dabei wird der Name der Datei, ohne ,,* eingegeben.

7.3.1 Pari-Skript (Tool-Beispiel 6.1.6)

I* Pari

[* Elliptic curvesin Weierstrass normal formy"2 = x*3 + A*x + B */
default(format, "f0.3" );

print (" ");
A=1;

B=0;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ( "Elliptic curve: y*2 =x"3 +" E[4], "*x +",E[5] );

print ( "Discr.: ", E.disc,);

print ("j(E): ", Ej);

print ("Root 1: ", E[14][1] );

print ( "Root 2: ", E[14][2] );

print ( "Root 3: ", E[14][3] );

print ( "Order of torsion group: ", elltors(E)[1] );

print ( "period tau: ", E[16]/E[15] );

p=[ E[14][1], OF;

print ("Rational pointp=",p);

print ("p+p=", elladd(E, p, p) );
print (p, " hasorder ", ellorder(E, p) );

print (" ");
A=0;

B=1;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ( "Elliptic curve: y*2 =x"3 +" E[4], "*x +",E[5] );
print ( "Discr.: ", E.disc,);

print ("j(E): ", Ej);

print ("Root 1: ", E[14][1] );

print ( "Root 2: ", E[14][2] );

print ( "Root 3: ", E[14][3] );
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print ( "Order of torsion group: ", elltors(E)[1] );
print ( "period tau: ", E[16]/E[15] );

p=[ E[14][1], O;

print ( "Rational pointp=",p);

print ("2p =", elpow(E, p, 2) );

print ( p, " has order ", ellorder(E, p) );

g=1[2,3];

print ( g, " ison curve?", elisoncurve(E, q) );
print ("2q =", ellpow(E, q, 2) );

print ("3q =", ellpow(E, q, 3) );

print ("4q =", ellpow(E, q, 4) );

print ("5q =", ellpow(E, q, 5) );

print ("6q =", ellpow(E, g, 6) );

print (g, " hasorder ", ellorder(E, q) );

print (" ");
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7.3.2 Pari-Skript (Tool-Beispiel 6.1.8)
I* Pari

[* Elliptic curve with positive rank

[* Weierstrass normal formy"2 = x"3 + A*x + B */
default(format, "f0.3" );

print (" ");
A=-T7,

B = 25/4;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ( "Elliptic curve: y*2 =x"3 +" E[4], "*x +",E[5] );
print ( "Discr.: ", E.disc,);

print ("j(E): ", Ej);

print ("Root 1: ", E[14][1] );

print ( "Root 2: ", E[14][2] );

print ( "Root 3: ", E[14][3] );

print ( "Order of torsion group: ", elltors(E)[1] );

print ( "period tau: ", E[16]/E[15] );

{
for ( x = -3, 1000,
s=édlordinate ( E, x);
if (length (s),
y=941];
print([x, 'y 1)
print ([-x, -y-1]) ;

print (" ");
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7.3.3 Pari-Skript (Tool-Beispiel 6.2.7)

I* Pari */

[* Tori and corresponding elliptic curvesin Weierstrass normal formy”"2 = x*3 + A*x + B */
default(format, "f0.6" );

print (" ");

I* create lattice */

omega 1=1,

omega 2 = -1/2 + (1/2)*I;

I =] omega 1, omega 2];

tau = omega_2/omega 1;

print ( "Torus belonging to lattice with periods');
print ("“Omega_1: " polcoeff (1, 1) );

print ("“Omega_2: " polcoeff (1, 2) );

print ("] of lattice: ", ellj (tau) ) ;

print();

[* attach dlliptic curve to torus*/

wp_torus = elwp (1);

eisenstein_2 = 1/3 * polcoeff (wp_torus, 2);

eisenstein_3 = 1/5* polcoeff (wp_torus, 4);

A_comp =-15* eisenstein_2;

B_comp =-35* eisengtein_3;

print ("Attached elliptic curve has Weierstrass normal form Y/2=X"3 + A*X + B with");
print ("A: ", A_comp);

print ("B: ", B_comp);

[* compare with elliptic curve */

A=1;

B=0;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ();

print ( "Elliptic curve: Y~2 =X"3+" E[4],"*X +",E[5]);
print ( "has period: ", E[16]/E[15] );

print ("j of curve: ", E;j ) ;

print (" ");
I* create lattice */

omega 1=1,

omega 2 =-1/2 + 0.288675*1;

I =] omega 1, omega 2];
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tau = omega_2/omega 1;

print ( "Torus belonging to lattice with periods');
print ("Omega_1: " polcoeff (1, 1) );

print ("Omega_2: " polcoeff (1, 2) );

print ("] of lattice: ", lj (tau) ) ;

print();

[* attach dlliptic curve to torus*/

wp_torus = elwp (1);

eisenstein_2 = 1/3 * polcoeff (wp_torus, 2);

eisenstein_3 = 1/5* polcoeff (wp_torus, 4);

A_comp =-15* eisenstein_2;

B_comp =-35* eisengtein_3;

print ("Attached elliptic curve has Weierstrass normal form Y/2=X"3 + A*X + B with");
print ("A: ", A_comp);

print ("B: ", B_comp);

[* compare with elliptic curve */

A=0;

B=1;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ();

print ( "Elliptic curve: Y~2=X"3+" E[4],"*X +",E[5]);
print ( "has period: ", E[16]/E[15] );

print ("j of curve: ", E,j ) ;

print (" ");
I* create lattice */

omega 1=1,

omega 2 = 0.713227*1;

I =] omega 1, omega 2];

tau = omega_2/omega 1;

print ( "Torus belonging to lattice with periods');
print ("“Omega_1: " polcoeff (1, 1) );

print ("“Omega_2: " polcoeff (1, 2) );

print ("j of lattice: ", ellj (tau) ) ;

print();

[* attach dlliptic curve to torus*/
wp_torus = elwp (1);
eisenstein_2 = 1/3 * polcoeff (wp_torus, 2);
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eisenstein_3 = 1/5* polcoeff (wp_torus, 4);

A_comp =-15* eisenstein_2;

B_comp =-35* eisenstein_3;

print ("Attached elliptic curve has Weierstrass normal form Y/2=X"3 + A*X + B with");
print ("A: ", A_comp);

print ("B: ", B_comp);

[* compare with elliptic curve */

A=-T7,

B = 25/4;

E=[0,0,0,A,B];

E = dlinit (E);

print ();

print ( "Elliptic curve: Y~2 =X"3+" E[4],"*X +",E[5]);
print ( "has period: ", E[16]/E[15] );

print ("j of curve: ", E,j, " rounded as”, 1.0 * E,j) ;

print (" ");
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