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Einleitung 5

Einleitung

Fourier-Transformation ist die klassische Methode zur Zerlegung eines Signalsin seine ein-
zelnen Frequenzen und die anschlief3ende Rekonstruktion aus dem Frequenzspektrum. Die
Fourier-Transformation spielt eine wichtige Rolle in vielen Gebieten der Mathematik, der
Physik und in ingenieurwissenschaftlichen Anwendungen. Fur |etztere ist insbesondere die
"Schnelle Fourier-Transformation”, eine effiziente numerische Implementierung, wichtig.
Auch bei den Algorithmen des Quanten-Computing ist die schnelle Fourier-Transformation
ein entscheidendes Hilfsmittel.

Daneben ist der Fourier-Transformation in der Praxis ein Konkurrent erwachsen in der Wa-
velet-Transformation. Wavelets liefern ein mathematisches Verfahren, das aufgrund der zeit-
lichen Lokalisierung des Frequenzspektrums eine bessere Auflosung bel der Rekonstruktion
des Signals ergibt. Hierzu werden die Signale mit zeitlich lokalisierten "kleinen Wellen" (Wa-
velets) gescannt, statt mit den unendlich ausgedehnten Sinus- oder Cosinusschwingungen der
Fourier-Transformation.

Die Vorlesung gibt eine Einfihrung in die Mathematik beider Arten von Transformationen.
Aus theoretischer Sicht beurteilt hat das moderne Gebiet der Wavelet-Theorie die klassische
Fourier-Theorie keinesfalls abgel 6st. Vielmehr setzen Wavel et-Transformationen die theoreti-
schen Eigenschaften der Fourier-Transformation einschlief3lich ihrer Anwendung auf Distri-
butionen als sel bstversténdliche Hilfsmittel voraus.

Das vorliegende Script gibt den Stoff wieder, den wir in einer 4-sttindigen V orlesung behan-
delt haben. An Vorwissen haben wir bei unseren Horern gute Kenntnisse in der Analysis vor-
ausgesetzt. Esist geplant, auch den Inhalt der Kapitel 9, 10, 11, 12 unter einem separaten Link
auf der Homepage von O. Forster bereitzustellen.

Mtnchen, April 2001



Hilbert-Raume 6

1 Hilbert-Raume

Intergrierbare Funktionen bilden beztiglich der Addition und der Multiplikation mit Skalaren
einen komplexen Vektorraum. Seine Dimension ist i.a. nicht mehr endlich. Zum Studium un-
endlich-dimensionaler Vektorrédume verwendet man neben der Linearen Algebra zusétzlich
Hilfsmittel aus der Topologie. Mit Hilfe einer oder mehrerer Normen fhrt man einen Kon-
vergenzbegriff ein. Die einfachste Klasse von unendlich-dimensionalen Vektorrdumen dieser
Art sind Hilbert-Raume. Bei ihnen leitet sich die Norm aus einem Hermitesches Skalarpro-
dukt ab. Damit ist in Hilbert-Réaumen nicht nur die Lange eines Vektors definiert, sondern
auch der Winkel zwischen zwei beliebigen Vektoren. Insbesondere hat man einen Orthogona-
litéts-Begriff.

So lange nichts anderes gesagt wird, werden wir in dieser Vorlesung V ektorraume stets al's
komplexe V ektorraume voraussetzen.

1.1 Definition (Pra-Hilbert-Raum)

Ein Pra-Hilbert-Raumist ein komplexer Vektorraum X zusammen mit einem Hermiteschen
Skalarprodukt

<-,->XXX® C.
Ein Hermitesches Skalarprodukt erfiillt die Bedingungen:
<X1+X2;y>:<xl;y>+<X2;y>

<l x,y>=1 <x,y>

X, y)=(y. %)
<X,Xx>3 0undesqgilt
<x,x>=0U0 x =0 (positiv definit).

Das Skalarprodukt ist also linear in der ersten und antilinear in der zweiten Komponente.

Die wichtigste Aussage Uber das Skalarprodukt ist die Abschétzung von Cauchy-Schwarz:

1.2 Satz (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)

In einem Pré&-Hilbert-Raum X gilt fiir das Skalarprodukt zweier Elementex, y T X die Ab-
schétzung von Cauchy-Schwarz

[y [P £l x [y
Beweis. Wir betrachten fiir einen Parameter | T C das Skalarprodukt
O£ (x+1y,x+1y)=(x,x)+1 (x, y)+1 {y,x)+| [*{y,y)

(x.y)

und erhalten
{v.y)

Falls (y,y)* O setzenwir | :=-




Hilbert-Raume 7

d.h.
() (yy) 2 [y

Falls (y,y) =0 folgt y = 0, und die Behauptung gilt offensichtlich, QED.

1.3 Definition (Hilbert-Raum)

Ein Pr&Hilbert-Raum ( X, < -, - >) heif3 Hilbert-Raum, wenn der Vektorraum X bzgl. der
induzierten Norm

[ x[=x%)

vollsténdig ist, d.h. wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Dabei folgt die Dreiecksungleichung aus der Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung.

1.4 Definition (Linearer Operator)

Ein linearer Operator zwischen zwel Hilbert-R&umen
(X1, <-,->1)® (X, <-,->2)
ist eine C-lineare Abbildung
f: X1 ® Xo.
Der Operator heil3t isometrisch, wenn er das Skalarprodukt respektiert, d.h. wenn gilt
<f(x), f(y) >2=<x,y >1.

Ein surjektiver isometrischer Operator heil3t unitar.

1.5 Bemerkung (Stetigkeit und Beschranktheit)

Anders alsim Falle endlich-dimensionaler Vektorrdume sind lineare Operatoren
EX®Y
i.a nicht beschrankt, d.h. es braucht keine Konstante K zu geben mit
| f(x)[£K | x| furalexT X.
Ein linearer Operator ist genau dann beschrankt, wenn

sup | f(x) | <¥.

x|=1
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Man nennt dann

[f]:=sup[ f G |

x|=1

die Operator-Normvon f. Die Beschranktheit ist gleichwertig mit der Stetigkeit des Opera-
tors.

Analog zu Definition 1.1 lassen sich auch reelle Hilbert-Réume definieren. Bei ihnen ist der
unterliegende Vektorraum euklidisch, und man betrachtet dann R-lineare Abbildungen.

Daman in einem Hilbert-Raum Uber das Skalarprodukt Winkel messen kann, 183 sich auch
der Begriff der Orthogonalitét einfuhren. Er verschéft den Begriff der linearen Unabhangig-
keit.

1.6 Definition (Orthogonalitat, Orthonormalitat)

Eine Familie (x;);ii | von Elementen eines Hilbert-Raumes X heildt ein Orthogonal -System,
wenn alle Elemente paarweise aufeiander senkrecht stehen, d.h. fur alei® jT 1 gilt

<Xi,Xj>:0.

Die Familie (x;)i7 | heif3t Orthonormal-System, wenn zusétzlich alle Elemente auf die Lange 1
normiert sind, d.h. fur alei,j1 1 gilt

<X, Xj > = dij.

1.7 Definition (Fourier-Koeffizienten bzgl. eines Orthonormal-
Systems)

In einem Hilbert-Raum X sind die Fourier-Koeffizienten eines Elementesx T X bzgl. eines
Orthonormal-Systems (xi)ii | definiert als die Familie der Skalarprodukte

(<X’Xi>)n| .

Die Fourier-K oeffizienten erlauben, jedes Element des Hilbert-Raumes nach einem Ortho-
normal-System zu entwickeln. Der folgende Satz zeigt, dal? die endlichen Teilsummen dieser
Entwicklung die beste Approximation von x liefern.

1.8 Satz (Beste Approximation durch ein Orthonormal-System)

Sel {e,...,e,} enendliches Orthonormal-System in einem (Pr&-)Hilbert-Raum X und sei
x T X ein beliebiger Vektor. Es seien

g =(x,e)l Cfuri=1..,n
die Fourier-K oeffizienten von x. Dann gilt fir jede Wahl von K oeffizienten

(@,...a,)ic"
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die Abschétzung

X'égiei

i=1

g 3
X- aai €

i=1

Die Approximation mit den Fourier-K oeffizienten liefert die Differenz

2 n
2 [o) 2
=Ix[-4 laf.

i=1

g
X-age
i=1

Beweis. Anschaulich gesprochen handelt es sich um die beste Approximation von x durch ei-
nen geeigneten Vektor in dem von {e,,...,e,} aufgespannten Unterraum

E:=span ({e,,...e}).
Der Vektor

g
agde

i=1
ist die Orthogonal projektion von x auf E, wéhrend

8

a ai ei

i=1
ein beliebiger Vektor von E ist. Fur das Skalarprodukt gilt die Formel von Pythagoras

[a+b[ =(a+ba+b)=(aa)+(ab)+(ba)+(bb)=[al +|b[ +2Re(ab),
im Falle des Senkrecht-Stehens a” b aso
[a+b] =|af +]b]".

Diese Formel Ubertrégt sich auf endlich viele Summanden. Man erhdlt in der Situation des
Satzes:

n 2 n n n 2
x-aae :Mx-angwagq-amq> =
i=1 i=1 i=1 i=1
n 2 n n 2
x-age|+alg-al3|x-age|.
i=1 i=1 i=1

Eine weitere Anwendung der Formel von Pythagoras zeigt

2

=alg
i=1

2

||X||2=H§nlgiei +§<-§nlgiei9 | QED.
i=1 i=1

2

[+

X - Eonl g€
i=1
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1.9 Korollar (Bessel-Ungleichung, Parseval-Gleichung)

Essa ()i | ein Orthonormalsystem eines (Pré&)Hilbert-Raumes X mit abzahlbarer Index-
menge |. Dann gilt firr jedes Element x T X:

alix.e) |2 £] x |° (Bessel-Ungleichung)
i

al(x.e) |2 =| x |* (Parseval-Gleichung) 0 x = § (x, € ) € (Fourier-Entwicklung)

Beweis. Die Gleichung von Satz 1.8 zeigt, dai? fiir jede endliche Teilfamilie J1 | gilt

o 2 2

| (xe)[ el x|
Dadie rechte Seite unabhéngig von Jist, konvergiert die Reihe der Absolutbetrage. Die Un-
gleichung gilt auch im Limes und stellt die Bessel-Ungleichung dar.

Ebenso ergibt die Gleichung von Satz 1.8 im Grenzwert die Aquivalenz der Parseval-
Gleichung mit der Fourier-Entwicklung, QED.

Dieselbe Bedeutung, die fur die endlich-dimensionale Theorie der Begriff der Basis hat,
kommt in Hilbert-Raumen dem Begriff der Hilbert-Basis zu. In endlich-dimensionalen Rau-
men fallen beide Begriffe zusammen, im unendlich-dimensionalen Fall sind sie dagegen ver-
schieden. Hier tritt der Begriff der Basisin seiner Bedeutung zurtick, es wird fast ausschlief3-
lich mit dem Begriff der Hilbert-Basis gearbeitet. Jede Hilbert-Basis ist auch linear-
unabhangig. Sie erzeugt jedoch die Elemente des Hilbert-Raumesi.a. nicht mehr as endliche
Linearkombinationen, sondern nur als unendliche Reihen.

1.10 Definition (Hilbert-Basis)

Ein abzéhlbares Orthonormalsystem (e);i | von Elementen eines Hilbert-Raumes X heif3t Hil-
bert-Basis, wenn es vollstandig ist, d.h. wenn jedes Element x T X die Fourier-Entwicklung
hat

x:é<x,ei>ei.

Der Hilbert-Raum X heil3t separabel, wenn er eine abzéhlbare Hilbert-Basis hat.
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2 L2-Raume

Im folgenden werden wir nur separable Hilbert-Raume betrachten. Die allgemeinere Theorie
von Hilbert-Raumen mit Uberabzéhlbarer Hilbert-Basis wird in dieser Vorlesung nicht behan-
delt. Alle separablen Hilbert Rdume sind untereinander isometrisch isomorph. Ein Standard-
repasentant ist der Raum 1% = 1%(N) der quadrat-summierbaren Folgen.

2.1 Satz (Hilbert-Raum der quadrat-summierbaren Folgen)
Der Pra-Hilbert-Raum 1% = I%(N) der quadrat-summierbaren Folgen
{(Zn)nTNT CN:é. |Zn |2<¥}1
ni N
zusammen mit dem Skalarprodukt

< (Xn)ni Ny (Yn)ni N> 0= é Xnyn .
n N

ist vollstandig, also ein Hilbert-Raum. Die Familie (g ). , mit

e =(0,...,,0,1,0,...) mit der i-ten Komponente=1

ist eine Hilbert-Basis.

Beweis. Wir gehen aus von einer Cauchy-Folge (xn) von Elementen x_1 1. Fiir jedes

e> 0 existiert nach Voraussetzung ein N T N mit

ni N

2
£efirdlen, m3 N.

2 ¥

_ o

|| Xn - Xm” _a |Xn,n_ an
n=0

Wegen der Vollstandigkeit der komplexen Zahlen existiert fiir jedesfesten] N der Grenz-
wert

Zu zeigen bleibt, dai? hierdurch ein Element

Xy 1= (X¥,n)nr G

definiert wird und daf die Konvergenz sogar im I%-Sinne stattfindet.
Esgilt furallem] Nundn, m3 N

2 2

£ebP g Xy, - X, | E€.
n=0

Qos

nn - an

| % r

n=0

Damit existiert fir m3® N der Grenzwert

2

fe.

¥

o]

a | X¥,n - an
n=0

Wir wéhlen ein m3 N. Wegen
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Xy - X 1T 17undx 1 17
liegt auch die Summe beider Elemente im Vektorraum I
Xy =( Xy - %, )+ %, 112,

und obige Abschétzung

2
£efirm3 N

2_ ¢
||X¥- Xm” _a |X¥,n- an
n=0

bedeutet die Konvergenz im I%-Sinne

X, =limx .
¥ e ¥ m

Dal3 die kanonischen Einheitsvektoren eine Hilbert-Basis bilden, folgt sofort aus der Parseval-
schen Gleichung (Korollar 1.9), QED.

2.2 Bemerkung (Banach-Raum der p-summierbaren Folgen)

Allgemeiner definiert man fir jedesrelle p 3 1 den Vektorraum

P=IP(N):={ (z,)yn] C": 8 |2,|" <¥}

ni N

” (Zn)nTN ”::E é |Zn |p '

Man zeigt, dal3 hierdurch ein normierter Vektorraum definiert wird, der sogar vollstandig, d.h.
ein Banach-Raum ist.

mit der Norm

Esgilt1*i 1% und allgemeiner

IP1 19furp<aq.

2.3 Bemerkung (Absolute Konvergenz durch Z-indizierter Rei-
hen)

Eine durch eine abzdhlbare Menge | indizierte Reihe komplexer Zahlen

az,

nl |
hei 3 absol ut-konvergent, wenn die Folge der endlichen Partialsummen der Absolutbetrége in
irgendeiner Anordnung konvergiert. In diesem Falle ist die Konvergenz unabhangig von der
Anordnung. Im Falle der Indizierung durch die ganzen Zahlen | = Z werden wir im folgenden
stets die Folge der symmetrischen Partialsummen
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z

o

N
Sy = a

n=-N
betrachten.
Analog zu Satz 2.1 zeigt man, dal’ der Vektorraum

¥
%2):={(z))4,1 C*: Az, [ <¥}
n=-¥
mit dem Skalarprodukt

< (Xn)nt 2, (Yn)i z > 1= é. Xnyn
n z
ebenfalls ein Hilbert-Raum ist. Die Familie (g ), , mit

ilz
e =(...,0,..,010,...) mit der i-ten Komponente = 1

ist eine Hilbert-Basis. Ahnlich definiert man den Hilbert-Raum

z 2<¥},

m,n

%Z%) = { @) i 21 €71 @
(m,n)i z2

der bei der diskreten Wavelet-Transformation auftreten wird, und algemeiner fur eine belie-
bige abzahlbare Menge | den Hilbert-Raum

1%(1).

Alle Hilbert-Raume (| ) sind untereinander isometrisch-isomorph, insbesondere kann man
als einen Reprasentanten den Hilbert-Raum 12(N) wahlen.

2.4 Algorithmus (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfah-
ren)

Der folgende Algorithmus transformiert eine linear-unabhangige Folge von Elementen eines
Hilbert-Raumes X in ein Orthonormal -System:

I nput. Linear-unabhéngige Folge (x;)ii n VOn Elementen aus X.
Output. Orthonormal-System (e);; y mit: Firr allenT N

span<e:i=0,1,..,n>=gpan<x;:i =0, 1,..,n>.
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n=0

X
&=
[%al

n=n+1

n-1

v, =X, - é (x,.e)e
i=0

\'
&= "
[val

Abbildung 1 Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren

Die kontinuierliche Version der Folgen-Raume |2 sind die Funktionen-Raume L? aus quadrat-
integrierbaren Funktionen. Sie bilden ebenfalls separable Hilbert-Raume. Daher sind 12 und L2
vom abstrakten Standpunkt aus betrachtet isomorph. Der Unterschied liegt jedoch in der Re-
presentation ihrer Elemente: Folgenraume fuhren in Kapitel 3 zur Theorie der Fourier-Reihen,
die Representation mit Funktionen fihrt in Kapitel 4 zur Fourier'schen Integral-
Transformation.

2.5 Bezeichnung (Raume integrierbarer Funktionen)

i) Wir bezeichnen mit L? = L%(R) den Vektorraum der Klassen von mef3baren Funktionen
fR® C
mit
Ol f() [di<¥,
R

versehen mit dem Skalarprodukt
(f.9)=gma)dt.
R

Bei der Bildung von Aquivalenzklassen werden zwei Funktionen identifiziert, wenn sie sich
nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Man beweist in der Integrationstheorie, dai3 L voll-
standig, also ein Hilbert-Raum ist ([For1983], 810, Satz 4).

ii) Allgemeiner sei | I R ein abgeschlossenes Intervall und
mi® R,

eine meRbare Funktion. Dann bezeichnet L2( I, mt)dt ) den Vektor-Raum der Klassen meRRba-
rer Funktionen

fl1® C
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mit
Olf (@ ['mp) de<¥,
versehen mit dem Skalarprodukt
<f,9>=§(t)§(t)n1t)dt-

i) Analog zu Bemerkung 2.2 definiert man fir relle p 3 1 die Vektor-Réume
LP(1, m(t)dt)

von Funktionenklassen. Man zeigt, dal3 sie vollsténdig, aso Banach-Raume sind (fUr das
Standard-Mal3 m° 1 siehe [For1983], 8§10, Satz 4).

2.6 Beispiel (Legendre Polynome)
Die Legendre-Polynome

1

o D[ (x*- 1" |,nT N,

P (X):=

n

D" := d

Differential operator,

bilden ein Orthogonal-System von L?( [-1, 1] ). Die ersten Legendre-Polynome sind
Po(X) = 1, Py(X) =X, P,(X) =%(3x2 - 1), P,(x) =%(5x3 - 3 )
Beweis. i) Wir beweisen fur die Funktionen
O =D °- D" |
durch Induktion Uber k die Hilfsaussage: Fur k <m gilt
O m =(x2 - 1)m'kF(x) mit einem Polynom F .

Offensichtlich gilt die Aussage fur k = 0 mit F = 1. Zum Beweis des Induktionsschrittes be-
rechnen wir

Orm =D G () = (M- k) (x? - )™

“Dox F (x) + (x2 - 1)m'k F'(x)=

(xz- 1)m'(k+l)[2x(m- k)F(x)+(x2- 1)F'(x)]

i) Sel n>m. Wir berechnen mit partieller Integration

1 1
(\yn,n(x) gm,m(x) dx = [ gn-l,n gm,m ] %l - (\yn-l,n(x) gm+1,m(x) dx.
-1 -1
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Aufgrund der in Teil i) bewiesenen Formel verschwindet der erste Summand an den Rand-
stellen x = 1 und x =-1. Auf das Integral des zweiten Summanden wenden wir sukzessive
weitere partielle Integrationen an und erhalten schliefdlich

C‘gn,n(x) gm,m(x) dX = (_ 1)“ C‘ﬂo,n(x) gm+n,m(x) dX = O;

dawegen n > m auch
m+n>2m,
aso

=D™"| (x*- )™ | =0, QED.

gm+n,m

2.7 Bemerkung (Legendre Polynome)
Die Legendre Polynome sind durch folgende beide Bedingungen charakterisiert:

Das n-te Legendre-Polynom ist ein Polynom vom Grad n, dasin L?( [-1, 1]) auf allen Po-
lynomen vom Grad £ n - 1 senkrecht steht.

Esgilt Py(1) = 1.

Die zweite Bedingung rechnet man nach. Dal3 durch beide Bedingungen eindeutig ein Poly-
nom bestimmt wird, folgt daraus, dal3 die Monome

(Xn)nT N

in L%([-1, 1] ) eine linear-unabhéngige Familie bilden. Der Untervektorraum V,,, der von allen
Monomen vom Grad £ n aufgespannt wird, hat die Dimension

dmV,=n+1,
sein Unterraum V.1 hat also die Codimension 1.

Die Legendre-Polynome haben bzgl. der Norm von L?( [-1, 1] ) nicht die Lange 1. Es gilt
vielmehr

2
2n+1

2
IR =
Nach Normierung auf die Lénge 1 bilden die normierten Legendre-Polynome sogar ein voll-

standiges Orthonormal-System, d.h. eine Hilbert-Basis von L?( [-1, 1] ). Wir werden diese
Aussage in Kapitel 3 aus dem Welerstrald schen Approximationssatz (Korollar 3.13) folgern.

Eine fur die Wave et-Theorie grundlegende Klasse von Funktionen sind die Haar'schen Funk-
tionen.

2.8 Definition (Haar'sche Funktionen)

Aus der Funktion
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11 0£t<12
i R#®[-11],j ()=1-1 12£t<1
',IO sonst

|eitet man die skalierten und trand atierten Funktionen
ij geik mg,k,mT Z,
JoxT &2 o

der Haar'schen-Funktionen.

Jim R%® [-11],j (D)=

ab. Sie bilden die Familie (j , ,,)

k,mi z2

Der Faktor % ist so gewahlt, daR jede Haar'sche Funktion als Element von L%(R) auf die
2

Lange 1 normiert ist.

2.9 Satz (Hilbert-Basis der Haar'schen Funktionen)

Die Familie der Haar'schen Funktionen (j km)xm)i zxz ist €eine Hilbert-Basis des Hilbert-
Raumes L4(R).

Beweis. i) Zwei Haar'sche Funktionen j « m zu festem Skalierungsparameter k aber unter-
schiedlichem Trandlationsparameter m, haben digunkten Tréger bis auf evtl. Randpunkte,
sind also orthogonal zu einander. FUr zwei Haar'sche Funktionen zu unterschiedlichem Skalie-
rungsparameter mist eine der beiden konstant auf dem Trager der anderen, also sind sie auch
wieder orthogonal. Also bilden die Haar'schen Funktionen ein Orthogonal-System. Nach
Wahl des Normierungsfaktors sind sie dann sogar ein Orthonormal-System.

ii) Zum Beweis der Vollstandigkeit ist eine beliebige Funktionj T L?(R) zu approximieren.
Wir nehmen zuné&chst an, dal3j kompakten Trager hat, aso o.E.
j T L%[0,1]).
Wir zeigen: Die gestauchten Haar'schen-Funktionen (j .« m) zu den Indizes
(-k,m), kT N,0£m< 2",

also zu negativen Skalierungsparametern, approximieren zusammen mit der konstanten
Funktion

j o011 L%([0,1])
die vorgegebene Funktionj .

Jede quadrat-integrierbare Funktion aus dem Raum L?( [0, 1] ) 14 sich tiber dem kompakten
Intervall [0, 1] durch Treppenfunktionen, d.h. stiickweise konstante Funktionen, bzgl. der
L2-Norm approximieren. Hierbei kann man sich auf dyadische Treppenfunktionen beschran-
ken, sie sind konstant jewells auf den dyadischen Intervallen
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_ém m+1lQ
_k’m . 82k 1 2k H

Wir bezeichnen mit Vi, kT N, den endlich-dimensionalen Vektorraum der dyadischen Trep-

I mi N undO£ m< 2%,

penfunktionen zu den Konstanzintervallen der Lange 2% = 2—1k
licm, 0 £ m < 2%,
Die Vektorraume bilden eine aufsteigende Folge
Vol Vil .1 Vil Vgl ...
Esgilt die Dimensionsformel
dmVo=1,dimV =2, .., dimVy=2"

Anderseits gilt fur die Vektorraume der trandlatierten Haar'schen Funktionen zum Skalenfak-
tor k

W =span<j 4m OEm< 2> k1 N,undW.,;:=Cj o
die Dimensionsformel
dimW, =2 kT N.
Offensichtlich gilt
W.sy | Vo, kKT N.

Damit folgt die Gleichheit von Vektorraumen
k-1
é‘l W, =V,

aus der Abzahlung ihrer Dimensionen

kel 5 2“-1 ,
dlmélw_i =1+ 2 =1+ 51 =2=dimV_, .

i=0 -

Dasich jede Funktion aus L%([0, 1]) durch Elemente aus den \Vektorraumen V. approximie-
ren |83, 1813 sie sich auch durch Elemente aus den Vektorraumen W. approximieren. Damit
ist die erste Behauptung bewiesen.

ii1) Nun beweisen wir die Vollsténdigkeit fur den allgemeinen Fall. Bekanntlich kann jede
quadrat-integrierbare Funktion aus L(R) durch quadrat-integrierbare Funktionen mit kom-
paktem Trager approximiert werden ([For1983], 810, Satz 3). Es genligt also, eine Funktion
mit kompaktem Trager, 0.E. mit Tréger in [0, 1], zu approximieren. Nach Tell ii) &3t siesich
durch die Haar'schen Funktionen und die konstante Funktion

jor1
approximieren. Daher bleibt zu zeigen, daBj o im Raum L2(R) durch die Haar'schen Funktio-

nen approximiert werden kann. Hierfir verwenden wir die gestreckten Haar'schen Funktionen
j km zu positivem Skalierungsparameter kT N. Wir definieren fir kT N die Funktionen
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'I'—k tf [0,2(
10 sonst

d,:R%® C,g,(t):=

Fir ihre L?-Norm gilt

2k
o, = ‘aei9 =5

2

sie bilden also eine Nullfolge. Durch Induktion Uber k zeigt man

—ékij +
22"
weil
1

\/FJ k+1,0

Hieraus folgt im Grenzwert K ® ¥ die Behauptung, QED.

dk = + dk+l'

Dieim Beweis von Satz 2.9 durchgefihrte Approximation der konstanten Funktion durch
Funktionen, die symmetrisch zur x-Achse sind, zeigt da die Approximation bzgl. der L%

Norm der Anschauung widersprechen kann.
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3 Fourier-Reihen

Wir verstehen in diesem Kapitel unter einer periodischen integrierbaren Funktion eine Funk-
tion

f:R3%.® C
mit der Periode 2p, d.h.
f(x+2p) =f(x)furalexl R,

deren Einschrankung auf das abgeschlossenen Intervall [ -p, p ] integrierbar ist im Sinne von
L ebesgue. Periodische Funktionen

f:R%® C
mit der Periode 2p entsprechen bijektiv den Funktionen
f : RI2pZ %® C
auf dem Kreis
S @R/2pZ .

Das Hauptresultat dieses Kapitelsist die gleichméaldige Approximation einer periodischen,
stetigen Funktion mit geeigneten Differenzierbarkeitseigenschaften durch ihre Fourier-Reihe.
Aus diesem Ergebnis folgt eine Reihe bekannter Aussagen, unter anderem der Welerstral3sche
Approximationssatz.

3.1 Definition (Trigonometrisches Polynom)
Ein trigonometrisches Polynom N-ten Grades, N T N, ist eine Funktion der Gestalt
N
p, i R%® C,p,(x):= g c,e" mit komplexen Koeffizientenc,T C.
n=-N
Spezielle trigonometrische Polynome sind die trigonometrischen Monome

e (x)=€e",nl Z.

3.2 Bemerkung (Orthonormal-System der trigonometrischen
Monome)

Die trigonometrischen Monome bilden ein Orthonormal-System des Hilbert-Raumes
dt o

L2&- p, p], — =,
é?pp] 2pg

d.h. desRaumes L%([ -p, p] ) der quadratintegrablen Funktionen mit dem Skalarprodukt

AN
1.6)=5; g0
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3.3 Definition (Fourier-Reihe)

Die Fourier-Reihe einer periodischen integrierbaren Funktion f ist die formale Reihe

F[f]1:= & c,[f]e,

ni Z

trigonometrischer Polynome mit den Fourier-Koeffizienten
1° — A
cn[f]::<f,en>=2—01 f(t)e (t),nl Z.
p

Man nennt die endlichen Summen

FJf1:= aclfle,NT N

[nEN

die N-ten Partialsummen der Fourier-Reihe.

3.4 Lemma (Verhalten bzgl. Translation und Differentiation)

Es sel f eine periodische integrierbare Funktion und

FIfl==4 c.[f]e,

niz
ihre Fourier-Reihe.

1) Wir bezeichnen mit f, die mit dem Translationsoperator t, um den festen Wert a verschobe-
ne Funktion, d.h.

f,=t,(fF):R® C, t (f)(x):=f(x- a).
Fur ihre Fourier-K oeffizienten gilt:
c.[f.]=e.(@c, [f] (Phasenfaktor der Fourier-K oeffizienten).

1) Wenn f sogar stetig-differenzierbar ist, so gilt fur die Fourier-Koeffizienten der Ableitung
fn

c,[f '1=ixn>c,[f] (Multiplikation der Fourier-K oeffizienten).

Beweis. ad i) Wir wenden auf die Berechnung der Fourier-Koeffizienten die Substitutions-
formel der Integration flr Parametertransformation an:

pta ina p
c,[f. ]— (t)e'm dt——(‘j(t a)e™ dt—z—lp Of (t) e dt—e2 g e™ dt
p+a -p

mit der Substitution
t=t-a

ad ii) Der Beweis beruht auf der partiellen Integration

ol ]——6 te™ dt=—_- L [f(t)e'nt ’ +i2—x|[r)‘p5(t)e'i”t dt , QED.
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Das Hauptresultat dieses Kapitelsist Satz 3.9 Uber die Konvergenz der Fourier-Reiheim Falle
einer stetigen, stlickwei se stetig-differenzierbaren Funktion.

3.5 Definition (Stlckweise stetige Differenzierbarkeit)
Eine Funktion
f1® C

auf einem abgeschlossenen Interval | 1 R heil}t stiickwei se stetig-differenzierbar, wenn es eine
endliche Zerlegung von | in abgeschlossene Intervalle

Iy, k= 1,...n

gibt, diejeweils nur die Randpunkte gemeinsam haben, so dal3 gilt: Im Innern jedes Intervalles
ist die Einschrankung von f stetig-differenzierbar, und an jedem Randpunkt X eines Interval -
les existieren die halbseitigen Grenzwerte

der Funktion f,(X,) :=limf(x) und f_(X,) = Ii_mf(x)

und ihrer Ableitungen f', (X,) := Ii_mM und ' (X,) = IimM.
X Xg X - X, X- Xg X = Xq

Grundlegende Bedeutung fur die Theorie der Fourier-Reihen hat die unendliche Reihe aller
trigonometrischen Monome. Wir approximieren sie durch ihre endlichen Partialsummen.

3.6 Definition (Dirichlet-Kern)

Der N-te Dirichlet-Kern ist die N-te Partialsumme der trigonometrischen Monome
D, = éen:RW4® C.

[nEN

3.7 Lemma (Dirichlet-Kern)
Fur den Dirichlet-Kern gilt

. 1
sn(N+3>)x
( 2)

D, (x) = X1 R.

. X
sin—
2

Die Funktion ist gerade, sie hat die Periode 2p, und es gilt
1 p
— (P, () dt=1.
2p

Beweis. Der Bewels beruht auf der Formel fir die endliche geometrische Reihe
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und der Euler-Formel

e* =cosx+isinx,x1 R.

Esqilt
2N i (2N+1)x i (N+1)x - iNX
o SNk @ Sink € -1 e - €
DN (X) = a e|nx —e iNX a e|nx —e iNX — - =
InEN n=0 e" -1 e” -1

Wir erweitern den Bruch mit e 2 und erhalten

€ e™ e

, , . 1
v g N0 Sn[(N+ ) X]

iX X X
e '1 eIE- e"E Sn)z(

Die Ubrigen Aussagen des Lemmas sind leicht nachzurechnen, QED.

Der folgende Satz 3.8 ist der Schllssel im Konvergenzbeweis von Satz 3.9.

3.8 Satz (Riemann-Lebesgue Lemma)
Essei || R ein abgeschlossenes Intervall und

gl LX)
eine integrierbare Funktion. Dann gilt

lim Ag(t) € dt =0.
‘X‘®¥|Og()

Beweis. i) Jede Funktiong 1 L*( 1) &Rt sich bzgl. der L*-Norm durch stetig-differenzierbare

Funktionen mit kompaktem Trager im offenen Kern ? approximieren ([For1983], §10, Co-
rollar zu Satz 3). Man reduziert daher die Behauptung des Satzes auf den Fall eines kompak-
ten Intervalls

I=[ab]

und einer stetig-differenzierbaren Funktion g mit Trager in T :
i) Wir berechnen mit partieller Integration firr jedesfestex R

b 4 Aixt b

N\ X ee |:| 1 N\ X 1
O gt dt=g"—g(t)g - — e g(t) dt.
. 8iX o X,

Wegen des Faktors i folgt die Behauptung
i X
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lim ¢g(t) € dt =0, QED.
|

|x|® ¥

3.9 Satz (Gleichméafige Konvergenz der Fourier-Reihe unter
Differenzierbarkeits-Voraussetzungen)

Wenn die periodische Funktion
fTR® C

stetig und stiickwel se stetig-differenzierbar ist, so konvergiert ihre Fourier-Reihe gleichméaldig
und absolut und hat die gegebene Funktion als Grenzwert.

Beweis. ad i) Wir zeigen zunéchst die punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe
2 ; 1 p\ - int
a cn[f]en mltcn[f]:—()itf(t) e
nT Z 2p_ p

gegen die Funktion. Hierzu stellen wir die N-te Partialsumme als die "Faltung" mit dem N-ten
Dirichlet-Kern dar:

o i o 1 p\ - int inx 1 p\ o _int Ainx
FN[f](x)::acn[f]e'”x=a(Z—Of(t)e dt) e zz—daf(t)e ™) dt =

[nEN [nEN -p -p [nEN
E a?(t) a ei”(x't)gdt -1 Ep (x - t)f (1) dt
2p (p)é wen g 25

Wir behandeln zunéchst die Konvergenz im Nullpunkt x = 0. Nach evtl. Abziehen einer Kon-
stante durfen wir

f(0)=0

annehmen. Nach Voraussetzung ist f stetig im Nullpunkt, und es existieren dort die halbseiti-
gen Ableitungen

f',(O)undf' (0).
Daher 183 sich f ebenso wie die Sinus-Funktion in einer Umgebung des Nullpunktes durch
lineare Funktionen approximieren. Wegen
f(0)=sin(0)=0
ist die Funktion

.

.t
sin—
2

9(t) ==

in einer Umgebung des Nullpunktes beschrankt, insbesondere also integrierbar. Im Komple-
ment der Nullumgebung ist die Funktion
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1

.t
sin—
2

stetig-differenzierbar, also g(t) ebenfallsintegrierbar. Satz 3.8 und Lemma 3.7, angewendet
mit

sin[ (N +%)t]=|mexp[i(N +%)t],

liefern
lim & (® D dt = lim D sin (N+1) ]t =0
lim § () Dy (Y dt = lim o~ sn[(N+2) t] ot =
-p -pSiN—
2
Insgesamt haben wir damit gezeigt
1

pd(t)DN(t)dtzozf(O).

3

F[f1(0) = lim P

Zum Beweis der punktweisen Konvergenz an einer beliebigen festen Stelle x wenden wir auf
die trandatierte Funktion fx die Aussage von Lemma 3.4, Tell i) an. Esfolgt mit der bereits
bewiesenen Konvergenz im Nullpunkt:

_ _ _ o _ o inx _
f00=f,@=limRlf.J©=1im & c,[f..]= mae calf]=lim F[f] ).
ad ii) Wir zeigen, dal3 die formale Fourier-Reihe absolut und gleichmaidig konvergiert. Dann

folgt nach Tell i) die Behauptung, da sie punktweise gegen f konvergiert.

Zunéchst zeigen wir, dald die Familie der Fourier-K oeffizienten der Funktion f summierbar ist,
d.h. daf3 die Partialsummen

alclf].nT N,

[nEN
konvergieren: Daf'T L?([-p, p]) folgt aus der Besselschen Ungleichung im Hilbert-Raum
ngf- p, pl, %9 (Korollar 1.9) die quadratische Summierbarkeit
e Po

alal £ff ] <¥

n zZ

der Fourier-K oeffizienten von f'
1° —
g, =(f", >:2— G (e, (t)dt
-p

bzgl. des Orthonormal-Systems der trigonometrischen Monome
e 00 =€),
Nach Lemma3.4, Teil ii) gilt
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g, =inc,[f] furalenl Z.
Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz (Satz 1.2) folgt die absolute Sumierbarkeit

2

alclfl=8 ey,
n zZ n zZ

1
gnﬁ‘E\/é|gn|2é

nz nl z

(ne])7=4

n z

Aus der Summierbarkeit der Fourier-K oeffizienten folgt die absolute und gleichméaldige Kon-
vergenz der Fourier-Reihe

a c.[f]e, . QED.

nz

3.10 Korollar (Weierstrald'scher Approximationssatz, periodi-
scher Fall)

Jede stetige periodische Funktion
ffR® C
|&3t sich gleichmaldig durch trigonometrische Polynome approximieren.

Beweis. Zunachst approximieren wir f gleichmaldig durch stetige, stlickwei se-lineare Funktio-
nen:

Wegen der Kompaktheit des Intervalles| -p, p ] ist die stetige Funktion f gleichmaliig stetig.
Zu vorgegebenem e > 0 finden wir eine Intervall-Lange d > O, so dal3 f auf allen Teilinterval-
len der Lange d um hdchstens den Betrag e schwankt. Wir zerlegen [ -p, p ] in endlich viele
Tellintervalle der Lange £ d und approximieren f auf jedem Tellintervall durch die Gerade
durch die Funktionswerte am linken und rechten Rand. Die resultierende Funktion g ist stetig
und stlickwei se-stetig differenzierbar.

Nach Satz 3.9 konvergiert die Fourier-Reihe von g gleichmaliig gegen g. Also &3t sich auch f
gleichmaliig durch trigonometrische Polynome approximieren, QED.

3.11 Korollar (Hilbert-Basis der trigonometrischen Monome)
Die Familie der trigonometrischen Monome
L0 =€),,
ist eine Hilbert-Basis des Hilbert-Raumes
dt o
L2 - M Yy T
g‘f‘ PP 2pg
d.h. desRaumes L%([ -p, p ] )mit dem Skalarprodukt
1.9)= 5 3030
f,9)=—— g (t)g(t) dt.
2p g

Beweis. Es bleibt die Vollstandigkeit des Orthonormal-Systems der trigononometrischen Mo-
nome zu zeigen.
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Jede stetige periodische Funktion 183t sich nach Korollar 3.10 gleichméaf3ig durch trigonome-
trische Polynome approximieren. Die Approximation gilt dann insbesondere im L-Sinne. Da
sich andererseits jede Funktion aus
dt o
L2&- p, pl, —2
€ PP 2pg
im L2-Sinne durch stetige Funktionen approximieren &Rt ([For1983], §10, Satz 3), ist das

Orthonormal-System der trigonometrischen Monome vollstandig, also eine Hilbert-Basis,
QED.

3.12 Korollar (Weierstral3'scher Approximationssatz)
Uber einem kompakten Intervall | I R I8t sich jede stetige Funktion

f.1® C
gleichmé&f3ig durch Polynome approximieren.

Beweis. Wir nehmen 0.E. an | =[ -p, 0] und setzen die gegebene Funktion zu einer periodi-
schen Funktion der Periode 2p

FFR® C

fort: Zundchst spiegeln wir die Funktion f an der Geraden t = 0, dann setzen wir sie mit der
Periode 2p fort. Die stetige periodische Funktion F 1813t sich nach Korollar 3.10 gleichméaldig
durch trigonometrische Polynome approximieren. Jedes dieser trigonometrischen Polynome
lal3t sich auf dem kompakten Intervall [ -p, p ] gleichméidig durch die Partialsummen seiner
Taylor-Reihe, aso durch Polynome approximieren, QED.

3.13 Korollar (Hilbert-Basis der Legendre-Polynome)

Die Familie der normierten L egendre-Polynome

e/ 0 n
2n +1 3— Dn[(XZ - 1)n]: ’ Dn = d -,
2 2'n @iy dx

ist eine Hilbert-Basis des Hilbert-Raumes L*([-1, 1]).

Beweis. Zur Normierung und der Orthogonalitét vgl. Beispiel 2.6 und Bemerkung 2.7. Zum
Beweis der Vollstandigkeit approximieren wir eine gegebene integrierbare Funktion zunachst
im L2-Sinne durch stetige Funktionen. Nach Korollar 3.12 | 4% sich jede stetige Funktion tiber
dem kompakten Intervall

['1! 1]

gleichmé&l3ig durch Polynome approximieren. Der von den Polynomen eines Grades £ n aufge-
spannte Teilraum von L%([-1, 1]) stimmt aus Dimensionsgriinden mit dem von den ersten n+1
L egendre Polynomen aufgespannten Teilraum tberein. Insgesamt |&3% sich jede integrierbare
Funktion im L2-Sinne durch die L egendre-Polynome approximieren, QED.

3.14 Bemerkung (Faltung, Distribution)
i) Im Bewels von Satz 3.9 tritt der Ausdruck
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1°
2_p_CpPN(X' t) f (1) dit

auf. Man nennt die hierdurch an der Stellex T R definierte Funktion die Faltung
Dn+«f:® C

der Funktion Dy mit der Funktion f. Damit 183 sich die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe
kompakt schreiben als Faltung mit dem N-ten Dirichlet-Kern

Fulf]=Dy*
ii) WUfte man bereits, dald der Dirichlet-Kern a's Distribution auf geeigneten Testfunktionen,
zu denen f gehdrt, gegen die Delta-Distribution dy konvergiert

IlmiD v (X) =d,(x)

Ne¥ 2p

und dal3 Summation und Integration vertauschen, so erhielte man sofort
F[f](x)= limF S (%) (%Jm b S(X - t)Hf(t) dt = Ojo(x -t f(t)dt=f(x).

Der wesentliche Teil des Beweises von Satz 3.9 ist die Rechtfertigung dieser Heuristik. Wir
werden in Kapitel 5 eine Einflhrung in die Theorie der Distributionen geben.

Im Beweis von Satz 3.9 wurde aus der Existenz der Ableitung die Summierbarkeit der Fou-
rier-K oeffizienten abgel eitet. Diese Aussage ist der Spezialfall eines allgemeinen Zusammen-
hanges zwischen dem Grad der Differenzierbarkeit einer Funktion und der Summierbarkeit
ihrer Fourier-K oeffizienten.

3.15 Satz (Differenzierbarkeit und Konvergenzverhalten)
Die periodische integrierbare Funktion
fR® C
sei k-mal stetig-differenzierbar. Dann gibt es eine Konstante M, so dal? alle Fourier-K oeffi-
zienten von f die Abschétzung erfillen

M A
|cn[f]|£W,nl zZ.

Beweis. Durch Induktion Gber k. Fir k = 0 folgt die Behauptung Uber die Beschranktheit der
Fourier-K oeffizienten ¢, [ f],nT Z, aus der Abschétzung

lelf]l=5

(‘j(t)e'”t dt£—df(t)|dt—

Im Induktionsschritt k — k+1 wendet man die Induktionsvoraussetzung auf die k-te Ableitung
vonf ' an. Esgilt nach Lemma 3.4
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aso

[cilf]]£

c.[f']=inc[f],

el f ]l ™

1 el

nl Z, QED.
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4 Fourier-Integrale

In diesem Kapitel erweitern wir die Klasse der betrachteten Funktionen, indem wir auf die
Voraussetzung der Periodizitét verzichten. Fir integrierbare Funktionen fuhren wir in Verall-
gemeinerung der Fourier-Reihe das Fourier-Integral ein. Wahrend in der Fourier-Reihe nur ein
diskrete Folge von Frequenzen auftritt, wird bei einem Fourier-Integral Uber das Kontinuum
aller rellen Frequenzen integriert.

Ausgehend von der Definition des Fourier-Integrals fur integrierbare Funktionen konstruieren
wir die Fourier-Transformation auf dem Hilbert-Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen.
Der Hauptsatz dieses Kapitelsist die Umkehrformel der Fourier-Transformation (Satz 4.15).

4.1 Definition (Exponentialfunktion und Skalierung)
Wir bezeichnen fiir festesal R mit

e. R® C,eft) =
die Exponentiafunktion. Sie stellt die Aufnahme eines Phasenfaktors dar.

Wir bezeichnen fur festesal R* mit
t
qaf : R® C’(qaf)(t) = f(a)

die um den Faktor a skalierte Funktion. Sie stellt fur a> 1 eine Streckung und fir a< 1 eine
Stauchung dar.

4.2 Definition (Fourier-Transformation)

Wir definieren die Fourier-Transformation einer integrierbaren Funktion
f1 =1 (R)

asdie Funktion

f:R® C,f(w) ::%pd(t)mdt:%pd(t) e it

Manchmal falt man die Variablet R asdie Zeit auf. Dann beschreibt f(t) ein Signal und
die Fourier-Transformation f (1) das zugehdrige Frequenzspektrum.

4.3 Bemerkung (Fourier-Transformation und komplexe Konju-
gation)
Esqilt
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und fur eine relle Funktion f

f(w)=f(-w).

4.4 Beispiel (Fourier-Transformation der Normalverteilung)

Die standardisierte Normalverteilung ist die Funktion

t2
f:R¥%® R,f(t)::ie_?

J2p

Es handelt sich um eine Wahrscheinlichkeitsdichte wegen der Normierung

1 2

Fp 9e 2dt =1.

Fur die Berechnung dieses nicht-trivialen Integrals siehe [For1976], §20.8.

Die standardisierte Normalverteilung geht bei Fourier Transformation in sich Uber, d.h.
f=f.

Zum Beweis berechnen wir

t2

g(w):= e 2e™dt .
R

Wir setzen
t2

h(t,w):=e 2e™ |
Fir die partielle Ableitung

ih(t, W)=-ite 2™
w

gilt die Abschétzung
‘lh(t,w) ‘:=| t|e't22 .
Tw
Also ist die Ableitung ebenfalls integrierbar. Nach dem Satz tiber die Differenzierbarkeit eines
Integrals nach einem Parameter ([For1983], 811, Satz 2) folgt

ohlt, w)dt = @—ﬂh%tv’vw) dt=-igyte 2e™ dt.
R

R R

g (w):=—-

Zur Berechnung des letzten Integrals verwenden wir partielle Integration
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R 2 6 R
ge 2eMdt=@g e 2™ - iwge 2™ g,
R 8 0r

Der Grenzilbergang R® ¥ liefert fur die gesuchte Funktion g die lineare Differentialglei-
chung

g'(w):=- wg(w) .
Separation der Variablen liefert

aso

Aufgrund der Normierung gilt

also

4.5 Lemma (Stetigkeit der Fourier-Transformation)

Die Fourier-Transformation einer integrierbaren Funktion ist eine stetige, beschrankte Funkti-
on: Fur

f1 L(R)
gilt
~ 1 -
f(w) [£—=|f|.furalewl R.
|(w)| @” | fur alew
Esqilt

m(ﬁ!)lm¥f(w)=0.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus dem Satz Uber die stetige Parameterabhangigkeit des Integrals
([For1983], 8§11, Satz 1), die Beschranktheit aus der Gleichung

e |=1.

Die Aussage Uber das Grenzwertverhalten im Unendlichen folgt aus Satz 3.8, QED.
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Wie folgendes Beispiel zeigt, ist die Fourier-Transformierte einer integrierbaren Funktion i.a
nicht mehr integrierbar. Vielmehr hangt das Abklingverhalten bzgl. der Frequenzen im Un-
endlichen von den Differenzierbarkeitseigenschaften des Ausgangssignals ab.

4.6 Beispiel (Nicht integrierbare Fourier-Transformation)
Die charakteristische Funktion des kompakten Intervalls[-1, 1]

f:R® Rf(t)—:(lj -1
i sonst

hat die Fourier-Transformation

f:RW® R,f(w):\%gnw .

w

Diese Funktion ist nicht integrierbar.

Beweis. Wir berechnen

; 1 1 e™U _ 0 \Fsinw
- hY - jwt dt— hY t - 1wt dt: < S - Siwt Wt - | =
)= Loz Ligemaz LE -1 jou gnyo [Eam

Dal3 die Funktion f nicht-integrierbar ist, liegt an der Divergenz der harmonischen Reihe

él,QED.

n3l

In Analogie zu Lemma 3.4, Tell i), untersuchen wir das Verhalten der Fourier-Transformation
bei Trandlation.

4.7 Lemma (Translation und Dilatation bei Fourier-Transfor-
mation)

Fur die Fourier-Transformation einer integrierbaren Funktion
fT LY(R)
gilt:
Beziiglich der Trandationt, mit festemal R

Beziiglich der Skalierung mit festemal R*
(0.f) =] a|q,.f .

Beweis. ad i) Der Beweis beruht auf der Substitution s=t —abel der Integration
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(1Y @)= e a= 2 ge-ae a= L g ere as=e (iw

D
I

—h
N—

“(u):f@'atf() & it = \/i_d(t)e'i(“‘a)‘dt:(taf)(w).

ad ii) Der Bewels beruht auf der Substitution s= t bei der Integration
a

(af) (0)= \/_pd O i dt—|—\/_|c‘)‘(s)e'i“sa ds=| a|(q,.f)(w), QED.

. Sag

Das folgende Lemmawird im Bewels von Satz 4.15 verwendet.

4.8 Lemma

Fur zwei integrierbare Funktionen
f,ol L}(R)

gilt die Formel
& (1) 8(t) dt = ¢ (1) g(t) dt .

Beweis. Man wendet den Satz von Fubini an auf die integrierbare Funktion zweier Verander-
licher

f(x) g(y) ™, QED.

Der Weg von der Fourier-Transformation fur integrierbare Funktionen zur Fourier-Transfor-
mation quadrat-integrierbarer Funktionen fuhrt Gber die Teilklasse der schnell abfallenden
(temperierten) Funktionen. Einerseits fuhrt Fourier-Transformation nicht heraus aus dieser
Teilklasse, andererseitsist die Klasse grol3 genug, um alle quadrat-integrierbaren Funktionen
ZU approximieren.

Auf dem Raum der temperierten Funktionen fiihren wir eine Topologie ein. Da die Funktio-

nen differenzierbar sind, sollte die Topologie nicht nur die Funktionen, sondern auch die Gro-
Reihrer Ableitungen messen. Dal3 die Funktionen schnell abfallen, bedeutet, dal? jede Funkti-
on und jede ihrer Ableitungen im Unendlichen schneller abféllt als jedes Polynom. Daher de-

finieren wir die Topologie durch eine Folge von Semi-Normen: Die Semi-Norm || |~ mif
das Wachstum der k-ten Ableitungen im Vergleich zu dem Monom n-ten Grades.

4.9 Definition (Temperierte Funktionen)

Auf der Menge der beliebig oft differenzierbaren Funktionen fihren wir eine Folge von Semi-
Normen ein: Fir f T C¥(R) sal
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[ 1, = s (14 €] P19 omkT N

Der Vektorraum S = S(R) der temperierten Funktionen (oder Schwartz-Raum) ist die Menge

{f1 C*(R):||f |, <¥furalen, ki N}

der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die selbst und deren jede Ableitung schneller
abfallen alsjede inverse Potenz, versehen mit der Addition und der Multiplikation mit kom-
plexen Skalaren.

Auf S fuhren wir folgenden Konvergenzbegriff ein: Eine Folge (f,) ; , VOn temperierten
Funktionen konvergiert gegen Null

f, ¥3:® 0,
wenn fur alle Semi-Normen gilt:

lim|f, | ,=0,nkT N.

n® ¥

4.10 Bemerkung

1) Wegen der binomischen Formel

$ amg ,
(1+|tD)"=a gngt

n=0

sind die Abschézungen von

sﬁug|(1+|t|)”>¢(")(t)|fUrjed%Paarn,kT N

gleichwertig zu entsprechenden Abschétzungen von

sup
R

t" 6 4(t) |< ¥ fir jedesPaar n, kT N,

i) Der Schwarz-Raum ist vollstandig. Die Topologie |&3t sich durch auch die abzahlbare Fa-
milie von Normen beschreiben (Fréchet-Raum)

| f],:=sup sup| (1+[t] )" (t)], pT N.
kEp

ti R

4.11 Lemma (Produkt und Differentiation temperierter Funktio-
nen)

i) Beliebige Ableitungen und Produkte temperierter Funktionen sind wieder temperiert.

i) Das Produkt einer temperierten Funktion mit einer Funktion, fur die jede Ableitung hoch-
stens polynomial wachst, ist wieder temperiert.
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4.12 Bemerkung

Temperierte Funktionen sind integrierbar, d.h.
s L.

Zum Beweis verwendet man die Abschétzung

1
——dt£ 1 *f
(oo ey el (el [T

Olf () [t = F1+[ ) f(D)| Ot dt<¥.
R R R

1+ 1)

In Analogie zu Lemma 3.4, Tell ii), untersuchen wir das Verhalten der Fourier-
Transformation bel Differentiation. Geméaf3 dem folgenden Satz 4.13 werden Differentiation
und Multiplikation jeweils ineinander Ubergefihrt.

4.13 Satz (Fourier-Transformation temperierter Funktionen)
Gegeben sai eine temperierte Funktion
f1s
und ein Polynom P(t) einer Veranderlichen. Wir bezeichnen mit
d

dx
den Differentialoperator.

Dann ergeben sich die Fourier-Transformationen der Ableitungen von f durch Multiplika-
tion aus der Fourier-Transformation von f:

(D)1 )~ (w) = Piw)f ()

Die Fourier-Transformation von f gehort wieder zu S. Die Ableitungen der Fourier-
Transformation von f sind die Fourier-Transformationen von Multiplikationen von f:

Pii D)f = (Px ) .

Man hat also zwel kommutative Diagramme

¢ |
f Y4® f' f %@ - itd
£ 3/3 S SE R d R
f922® iwd f % iwf

Beweis. Es gentigt, die Behauptung fir ein Monom
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P(t) = t¢

und hier nur fur den Fall k = 1 zu beweisen. Die Behauptung durch Einsetzen der Definition
und partielle Integration bzw. Differentiation nach einem Parameter:

(f')“(W)=%pRc‘j'(t)e'W dt :%p Fye™]”, - %pg(t)(- iw)e ™ dt = iwf (w)

und
df | iwt _ | _i - jwt
|d—W(w) \/_d Rt f(t) e Fd(t)—e dt = @g(t)(lt)e dt

e = (P )M (W)

=—Qtf(t) e
\/% 9 (t)
Zum Beweis, dai’ die Fourier-Transformation wieder temperiert ist, sind die Suprema

Sup
W R

0" 7 ()|, n kT N,

abzuschétzen. Wir setzen fiir vorgegebenesk T N
i () :=tf(t).

Dann gilt nach der bereits bewiesenen zweiten Formel angewendet auf f:
(o) =i £9w),

aso fiir vorgegebenesni N
\unf<k>‘:|u"f .

Welter gilt nach der bereits bewiesenen ersten Formel angewendet auf | :

(w)" 7@)= ) (w).

aso

[un 7 |=]6 ).

Nach Lemma 4.5 ist die Fourier-Transformation (j ©) beschrankt, daj ™ als temperierte
Funktion integrierbar ist. Also gilt

NN E (k) i-(n)
sml‘JE|u f (W)|£\/2_p||j . <¥, QED.

4.14 Lemma (Stetigkeit der Fourier-Transformation)

Die Fourier-Transformation
F:'s® s,f > f

ist eine stetige lineare Abbildung auf dem Raum der temperierten Funktionen.
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Beweis. Nach Satz 4.13 ist die Abbildung wohldefiniert. Zum Bewels der Stetigkeit gentigt es,
den Fall einer Nullfolge (f,); , Von temperierten Funktionen zu betrachten. Mit

ja@=t (1)
folgt analog zu Satz 4.13, Tell i) die Abschétzung

sup | 0" £, (w) | =sup | § <”>)(w)|£ () [t
ES:[JEU (n)(t)|(1 |t|) ) (1+?-t|)

Wegen

und der Leibniz-Formel

P 00)=4 &% teg, 0
j=0 Jﬂ

konvergieren nach Voraussetzung die Suprema
sup| a" {1 (w)
w R

gegen Null, also konvergiert

f, ¥3.® 0, QED.

Die Aussage von Lemma4.14 |43t sich wesentlich verscharfen.

4.15 Satz (Umkehrformel der Fourier-Transformation)

Die Fourier-Transformation
FIS® S,j =],
ist ein Homoomorphismus. Die Umkehrabbildung hat die Gestalt

Flis® s, Fi(y)t) :%p &y (W) .
Beweis. Die Abbildung
G:S® S,G(y)(t):%pfy(w)eiw‘dw

ist wohldefiniert, analog zu Bemerkung 4.12.
1) Wir zeigen zunéchst die Gleichheit
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id=GoF.

Seij1 s vorgegebenund | :=F(j ) gesetzt. Die Gleichheit der Funktionswerte an der
Stellex =0

J (@O=(6 oF)( )(0)
bedeutet

,— (0)=%p@dwr(w)

Wir beweisen diese Aussage als die Gleichheit zweier Grenzwerte. Wir approximieren die
Dirac-Distribution durch einen Grenzwert von Integralen: Sel

2

1 X
m(x) = Fpe ?
die standardisierte Normalverteilung. Nach Lemma 4.8 gilt mit der Dilatation
Ou al R:*,
die Gleichung

J W) (am)" (w) dw = ¢§ (W) (gm(w) dw.
Fir die linke Seite dieser Gleichung folgt nach Lemma 4.8 und wegen m=m (Beispiel 4.4)
3 W) (g, W) dw= g (w) a(q_.7) (W) dw= (a,j )(y) Aty) dy = a4 )W) mw) dw

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz ([For1983], 89, Satz 2) ergibt sich der
Grenzwert der linken Seite as

lim faj )(w) m(w) dw = im(aj J(w) mw) dw=] (0) Griw) dw=] (0).

Wiederum mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt sich der Grenzwert der
rechten Seite als

. - - . 1 .
lim A (W m)(w) dw= ¢ (W) lim W) dw= — ¢ (W) dw
im OF () (6, M) (W) dw= G (W) i (4, m(w) dw= -5 ()
Die Gleichheit beider Grenzwerte bedeutet
) 1
0)=—¢y (W) dw.
j (0) @9( )

Aus Lemma 4.7, angewendet auf die Fourier-Transformation einer Translation, folgt hieraus
fiir beliebiges festes Argument x I R die Behauptung:

j()=(t] )(@z%pdt.xj ) (w) dw = %pcé“ (W) dw= (6 oF) (j )(X).
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ii) Die Gleichheit bei umgekehrter Kompositionreihenfolge
id=FoG
folgt - zunachst wieder fur x = 0 - aus der Tatsache
(FoG)( )(0) = (GoF)(a1j )),
und der bereits bewiesenen Aussage
(GoF)(@1])(0) =(a1j)(0) =] (0).
Hieraus folgt wie oben durch Translation der Fall eines beliebigen Argumentesx T R.

iii) Die Stetigkeit von F wurde in Satz 4.14 gezeigt; analog folgt die Stetigkeit von G, QED.

Obiger Satz 4.15 erlaubt nun die Fortsetzung der Fourier-Transformation zu einem isometri-
schen 1somorphismus des Hilbert-Raumes L2. Wir verwenden an dieser Stelle nur die Aussage
Uber die Umkehrfunktion. Die Stetigkeit der Fourier-Transformation bzgl. der Schwarz-Topo-
logie werden wir erst Kapitel 6 bel der Definition temperierter Distributionen und ihrer Fou-
rier-Transformation benutzen.

4.16 Korollar (Fourier-Transformation als Isometrie)

Die temperierten Funktionen bilden einen dichten Teilraum des Hilbert-Raumes L?, auf dem
die Fourier-Transformation eine Isometrie ist: Fir zwei temperierte Funktionen

f.gl s
gilt:
<f,g>=<f,§>.

Beweis. Die beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger, also eine Telil-
menge von S, liegen bereits dicht in L2 ([For1983] §10, Corollar zu Satz 3). Mit Satz 4.15 und
Bemerkung 4.3 folgt

<f,9>= () a(t) dt = (1) g%p(‘)f(w)ew dw et
R R R (%)

~oe] wt 4.0 . —r S o
= Of (W) &—=— cp(t) e ™ dtxdw= ) dw= ¢§ (t) §dw= <f,§>, QED.
9%@9”3 BW Rd(w)q. (g )(w) W g()g W 9>,Q

4.17 Satz (Fourier-Transformation als L-Isomorphismus)

Die Fourier-Transformation 183 sich zu einem isometrischen |somorphismus
F:L°® L?

von Hilbert-Raumen fortsetzen.

Beweis. Zunachst ist die Abbildung auf dem dichten Teilraum der temperierten Funktioen
wohldefiniert
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F:S® L?

und bildet diesen Tellraum nach Korollar 4.16 isometrisch auf sich ab. Als Hilbert-Raum
ist L2 vollstandig, so daf? eine eindeutige stetige Fortsetzung

F:L?°® L?

existiert. Dieseist ebenfalls eine Isometrie, QED.
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5 Distributionen

Distributionen sind eine Erweiterung des Begriffes der Funktion. Die erste Erweiterung dieser
Artist die von Dirac eingefiihrte Delta-Distribution. Sie selbst ist keine Funktion, kann aber in
einem geeigneten Sinne a's Grenzwert von Funktionen aufgefaldt werden. Wahrend Funktio-
nen im einfachsten Fall reelle Zahlen als Argument haben, leben Distributionen auf einer ho-
heren Ebene: Ihr Definitionsbereich enthélt als Argumente ganze Funktionen, sogenannte
Testfunktionen. Man nennt Distributionen daher auch Funktionale. Jede integrierbare Funkti-
on &t sich as Distribution auffassen, indem man sie a's Integraloperator auf die Klasse der
Testfunktionen anwendet.

Die Bedeutung der Distributionen fuir die Analysis liegt darin, dafl3 man Distributionen belie-
big oft differenzieren kann und sie generell gute Eigenschaften bzgl. der Grenzwertbildung
zeigen. Fur Distributionen mit temperierten Funktionen a's Testfunktionen |&t sich die Fou-
rier-Transformierte definieren. Ein etwas kleinerer Definitionsbereich fur Distributionen sind
ist der Raum D aler der Testfunktionen mit kompaktem Trager. In Analogie zum Schwarz-
Raum S fuhren wir auch auf D eine Topologie ein, die ihn zu einem vollstdndigen topol ogi-
schen Vektorraum macht.

5.1 Definition (Testfunktionen)

Der Vektorraum D = D(R) der Testfunktionen ist die Menge CC¥ (R) der beliebig oft differen-

zierbaren Funktionen mit kompaktem Trager, versehen mit der Addition und der Multiplikati-
on mit komplexen Skalaren. Auf D fuhren wir folgenden Konvergenzbegriff ein: Eine Folge
( )~ Vvon Testfunktionen konvergiert gegen eine Testfunktion j

12 @]
wenn eine kompakte Menge K | R existiert mit
supp(j )1 K furalenT N,
so daiR fur jedeskT N die Folge der k-ten Ableitungen
i ®nlN,
gleichmaliig konvergiert auf K gegen die k-te Ableitung
j 0,

5.2 Definition (Dirac-Distribution)

Das lineare Funktional
d :p® C,dJ[j |:=j @

mit einer festen Stelleal R heil’t Dirac-Distribution (oder Delta-Distribution) an der Stelle
a
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5.3 Definition (Regulare Distributionen)

Jede lokal-integrierbare Funktion f definiert ein lineares Funktional auf den Testfunktionen:

T,:D® C T[] = ®j (®)ct.

5.4 Satz (Approximation der Dirac-Distribution)
Fir jede integrierbare Funktion f T LY(R) mit

g dt=1

approximieren die reguléren Distributionen

T, :D® C,
die von den skalierten Funktionen
f, :=1qaf, a>0,
a
erzeugt werden, bzgl. des Grenziibergangsa® 0 die Dirac-Distribution dy, d.h. fur jede Test-
funktionj 1 D gilt:
limT, [§ J=dy[i ]=j (0).
Beweis. Wir berechnen fur festesa> 0 mit der Substitutiont = ax

701205 8% (at=g ()i (ax)ox

R

Nach dem Satz von der mgjorisierten Konvergenz ([For1983], 89, Satz 2) darf man Integrati-
on und Limeshildung vertauschen und erhalt

limT, [} ]=1im ¢§ (x)j (ax)dx = & (x)limj (ax) dx = ¢ (x)j (0)ax =j (0), QED.

5.5 Definition (Distribution)

Eine Distribution ist eine lineares Funktional auf dem Raum der Testfunktionen

T:D® C,

das stetig ist bzgl. der Topologie von D. Wir bezeichnen mit D' den komplexen Vektorraum
der Distributionen.

5.6 Bemerkung

1) Die Dirac-Distribution ist eine Distribution im Sinne von Definition 5.5.

i) Jede regulére Distribution T, ist eine Distribution im Sinne von Definition 5.5. Zum Be-
weis beachte man, dal3 nur Uber ein festes Kompaktum integriert werden mufd und hier die
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Konvergenz der Testfunktionen sogar gleichméRig ist. Durch den Ubergang zur Distribution
erh&@t man eine kanonische Abbildung

L* 3@ D', f - T,,

vermoge derer sich jede L?Funktion auch als Distribution auffassen &3t. Der Kern dieser
Abbildung sind digjenigen quadrat-integrierbaren Funktionen, die fast Uberall Null sind.

iii) Die Dirac-Distribution ist nicht regular.

Viele aus der Analysis bekannte Operationen Ubertrdgt man auf Distributionen, indem man sie
auf ihre Argumente anwendet - also auf die Testfunktionen.

5.7 Definition (Multiplikation mit Funktionen)
Das Produkt einer Distribution
T:D® C
mit einer beliebig oft differenzierbaren Funktion g1 C¥ ist definiert as die Distribution
gxT:D® C,(gxT)[j |=T[gj ].
Das Produkt ist wohldefiniert, da fur jede Testfunktion j T D auch das Produkt
94
wieder kompakten Trager hat.

5.8 Definition (Translation und Dilation einer Distribution)

Fir eine Distribution TT D definiert man die Trandation um die Streckeal R alsdieDis-
tribution

t,T:D%®C,(t,T)[j ]=T [t ]
und die Dilation um den Faktor al R* alsdie Distribution
q.T:0%:@ C,(q,T)[j |=T||apa,j |=|a]T|a i |.

5.9 Definition (Ableitung einer Distribution)
Die Ableitung einer Distribution T T D' ist definiert als das Funktional
T:D® C, T'[j I:=-T[j ‘1.
Offensichtlich ist die Ableitung wieder ein stetiges Funktional, also eine Distribution.

Das negative Vorzeichen in Definition 5.9 ist motiviert durch die Ableitung von reguléren Di-
stributionen T; mit einer stetig-differenzierbaren Funktion f. Durch partielle Integration erhalt
man unter Berlicksichtigung der Tatsache, dal3 Testfunktionen kompakten Trager haben:
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(M) l=-Tli']=- gwi'®d=[-f®i ®]% +JF '©i ©d=

T.li .

alsoin diesem Fal

5.10 Beispiel (Ableitung der Heaviside-Distribution)
Die Heaviside'sche Sprungfunktion ist definiert als

i0 t<O
H:R® C, H(t):={ .
il t30

Sie hat — aufgefaldt als regulére Distribution Ty — als Ableitung die Dirac-Distribution dbp.
Beweis. Seij 1 D eine Testfunktion. Dann gilt

Tl 1=- Tuli']=- HOi@®d=- gi't)ydt=-[i ) ]% =i ©)=d[i ], QED.

5.11 Definition (Konvergenz von Distributionen)
Eine Folge von Distributionen T,T D*, nT N, konvergiert gegen eine Distribution TT D,

T, Y#4® T,

wenn sie auf allen Testfunktionen konvergiert, d.h. wenn fir jede Testfunktionj T D gilt:

limT,[i ]=T[j |

In diesem Sinne konvergieren die in Satz 5.4 betrachteten Funktionen —aufgefaldt als Distribu-
tionen — gegen die Dirac-Distribution.

5.12 Beispiel
Der Grenzwert
o . .4
a d,, = 1im g d,,
N

Ni z N®¥ -

existiert als Grenzwert von Distributionen.

Zum Beweis beachte man, dal3 eine Aussage Uber Testfunktionen zu zeigen ist. Diese haben
nach Definition kompakten Tréger, so dal3 sich beide unendlichen Reihen auf eine endliche
Summe reduzieren. Wir werden diese Distribution noch einmal in Satz 6.9 berechnen.
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6 Fourier-Transformation temperierter Distributionen

In diesem Kapitel Ubertragen wir die Fourier-Transformation, die wir bisher fir Funktionen
aus den Klassen L und L? kennen, auf die gréRere Klasse der Distributionen. Allerdings wer-
den wir nicht den allgemeinsten Fall, sondern nur den Fall temperierter Distributionen be-
trachten. Als Hauptsatz dieses Kapitels berechnen wir den Grenzwert der Dirichlet-Kerne und
folgern daraus mit der Fourier-Transformation temperierter Distributionen die Poisson-
Formel.

6.1 Satz (Testfunktionen und temperierte Funktionen)
Die Inklusion
D® S

der Testfunktionen in die Klasse der temperierten Funktionen

ist stetig, d.h.

| o Y® | impliziertj  3#® ] ,
und hat dichtes Bild, d.h. zu jeder temperierten Funktion j 1 S existiert eine Folge von
Testfunktionen

(j n)nTN’j nT D,
mit
JY® ] .

Beweis. ad i) Fur die Stetigkeit ist zu zeigen, dal3 eine Nullfolge von Testfunktionen in D auch
eine Nullfolgein Sist, d.h. bzgl. der Familie der Semi-Normen

[, =sup] (2+] ] S'19(1)], k0T N
’ tI R

gegen Null konvergiert.

Nach V oraussetzung haben alle Testfunktionen einer gegebenen Nullfolge ihren Tréger in ei-
nem festen Kompaktum. Die gleichméaldige Konvergenz gegen Null aller Ableitungen auf die-
sem Kompaktum impliziert die Konvergenz gegen Null in jeder Semi-Norm.

ad ii) Um zu zeigen, dal? D eine dichte Teilmenge von $ ist, wahlen wir eine C¥-Funktion
j :R¥%® Cmitj |[-1,1 °1undsupp ()1 [-2 2]
und bezeichnen mit
aui  NT N*,
die um den Faktor N gestreckte Funktion
Oy :R%® Cmit qyj |[- N,N] 1 undsupp (anj )T [-2N, 2N 1.

Zu einer gegebenen temperierten Funktion f T S bilden wir die Folge
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(fN =f >q,] )NT N
von Testfunktionen mit kompaktem Trager. Aus der Leibniz-Formel

. & aKo .
D (f- fu) =D, [ (1- qj )% |=& %Di(l- Ouj ) Dy if

i=o &l

erhalten wir unter Berticksichtigung von
D,(1- ayj ) =7 ADi ) 1% 1,und

supp(1- qyj )1 R-[- N,N]
die gesuchten Grenzwerte

lim|f-fy ., =0.knl N, QED.
6.2 Bemerkung

Diein Definition 5.1 angegebene Topologie von D ist echt feiner als die von S induzierte Un-
terraumtopol ogie. Insbesondere ist D bzgl. der Unterraum-Topol ogie nicht vollsténdig.

6.3 Definition (Temperierte Distribution)

Eine Distribution T T D* heif}t temperiert, wenn sie auch beziiglich der gréberen von S auf D
induzierten Topologie stetig ist.

6.4 Satz (Temperierte Distribution)

Jede temperierte Distribution T 183t sich eindeutig zu einer stetigen linearen Abbildung Tiemp
auf S fortsetzen.

D — S

T \ T
C

Hierdurch entsprechen die temperierten Distributionen genau den stetigen linearen Funktio-
nalen auf dem Vektorraum der temperierten Funktionen.

Beweis. Eine temperierte Distribution ist stetig bzgl. jeder der in der Definition von S auftre-
tenden Semi-Normen. Alslineare Abbildung ist siein jeder dieser Semi-Normen gleichmaliig
stetig. DaD nach Satz 6.1 ein dichter Tellraum von S ist, kann man T stetig nach S fortsetzen,
und diese Fortsetzung ist eindeutig bestimmt, QED.

6.5 Bemerkung (Temperierte Distributionen)
1) Die Dirac-Distribution ist temperiert.

i1) Jedes Polynom P definiert durch Integration geméal3 Bemerkung 5.6 eine regulére Distribu-
tion Tp. Diese Distribution ist temperiert.
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6.6 Definition (Fourier-Transformation temperierter Distributio-
nen)

Die Fourier-Transformation einer temperierten Distribution
T:S® C
ist definiert als die Komposition
T:=F[T]:=ToF:s %® C,

d.h. fiir eine temperierte Funktionj 1 S ist definiert:

(FITD[ 1=7[F[j ]].

Wegen der Stetigkeit der Fourier-Transformation temperierter Funktionen (Satz 4.14)
F:S %#® S

ist die Fourier-Transformation einer temperierten Distribution wieder eine temperierte Distri-
bution.

6.7 Lemma (Fourier-Transformation der Dirac-Distribution)

i) Die Fourier-Transformation der Funktion g, - aufgefal®t als regulére Distribution - ist die
Dirac-Distribution, genauer: Esgilt

(eia) "= \/% da
als Aussage Uber temperierte Distributionen.

ii) Die Fourier-Transformation der Dirac-Distribution ist die Exponentialfunktion

.1
(da) _Tpe—ia'

Beweis. ad i) Nach der Umkehrformel, Satz 4.15, gilt fur eine temperierte Funktion j

(r) [ 1= ()l 1= 7 (w)dw=+2p (a)=v2p d[j ]
R
ad ii) Nach Definition gilt fiir eine temperierte Funktionj T S
AT - - 1 o 1 .
d =d =f(@=—=qg (t)e. (t)dt=—T , QED.
(a) [J] a[]] J() \/Z_pRO()Ia() @e_ia[J]Q
Wir beweisen als eine weitere Anwendung des Permanenz-Prinzips, dal3 sich unter Fourier-

Transformation Tranglation und Skalierung bei temperierten Distributionen genauso verhalten
wie bei Funktionen.
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6.8 Lemma (Translation und Dilatation bei Fourier-Transforma-
tion temperierter Distributionen)

Essal T1 S'einetemperierte Distribution. Dann gilt
(t.T) =e,T und (q,T) =|a|q.T.

Beweis. Der Beweis besteht in der Anwendung von Lemma 4.7 auf die Definition 5.8, QED.

6.9 Satz (Konvergenz der Dirichlet-Kerne)
Diein Definition 3.6 eingefuhrten Dirichlet Kerne Dy, N TN, konvergieren als Distribution:

.1 _ o
r|v|®r22_pDN —I?Zdzpn.

Beweis. Sei j 1 D eine vorgegebene Testfunktion. Wir fiihren die Behauptung auf den peri-
odischen Fall zuriick: Wir definieren die periodische C*-Funktion

F:R%® C,F(t)=8j(t+2pn).

nl Z
Die Funktion ist wohldefiniert, daj kompakten Trager hat. Wir setzen zur Abkirzung (vgl.
Beispiel 5.12)

T:= é d2pn )

ni z
Einerseits gilt

Tlj ]=a dyli [=&i(20n)=F(0).

n z n z
Andererseits gilt

2p(k+1)

Ioil-A L i@a-a 1A @ i0a-A LA @z
2 n=—n 2P g n=-N 4Pz n=N<PWz g
& 17 9 | N J
::a 2_p ka (t+2kp)dt—n_aNZ—pS‘}-:-'”‘F(t)dt:nchn[F].

Mit Satz 3.9 folgt:

RQEBD[J]:éQJF]:FUU:TU ], QED.

6.10 Folgerung (Poisson Formel)
Esgilt folgende Aussage a's Gleichheit temperierter Distributionen

21l 249-84
g‘@niz (%] nlz zn
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Beweis. Wir stellen die linke Seite der Gleichung von Satz 6.9

ié ein = é d2pn

2p nl z nl z
als Fourier-Transformation temperierter Distributionen dar: Nach Lemma 6.7, Tell ii) gilt
1 -
—e,=d_,.
V2p
Wir erhalten

>

1 o~
d— =— ad a . QED
ev nIZ N2 n z nl z 2P

6.11 Beispiel (Transformationsformel der Theta-Funktion)

Wir wenden die Poisson-Formel auf eine bestimmte temperierte Funktion an, ndmlich auf die
Gauss-Funktion

f: R3® C,f(t)=e®

mit festem, aber beliebigem Parameter a> 0. Mit Folgerung 6.10 erhalten wir:

Téf n) =3 f(2pn).

nz

Fir die Gauss-Kurve

9: R¥%® R, g(t):=e 2

gilt nach Beispiel 4.4

Esist

f= qbgmitb:i.

J2a

Esfolgt nach Lemma4.7
f= bg,.0= bg_.g=bqg_.f.
Wir erhalten

10'\ bO
——qf(n) =—— q f(b’n) = q f(2pn),
2pniaz() rg( )maz(p)

d.h.
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1 o % o o
a e 4a = a e p
2\/@ n z nlz
Mit
t :=4pa>0

folgt fur die Theta-Funktion

die Transformationsformel

d.h.

nl zZ
2
1 o -2 )
Tae t=ae'’t",
tnTZ nz

1

Jt

—Q(%):zQ(t),t >0.
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7 Faltung

In diesem Abschnitt definieren wir die Faltung zweier Funktionen und erweitern die Definiti-
on auf die Faltung einer Distribution mit einer Funktion. Wir beweisen den Faltungssatz Uber
die Fourier-Transformation einer Faltung. Das Hauptresultat dieses Kapitelsist das Abtast-
Theorem von Shannon fur frequenzbeschrankte Signale.

7.1 Bemerkung (Integrierbarkeit im Produktraum)

Fur zwei integrierbare Funktionen
f,gl L'
ist die Funktion zweier Veranderlicher
R*® C,(x,y) = f(x) g(y)
integrierbar, ebenso die Funktion
R*® C,(x,y)—=f(x)g(y- x).

Nach dem Satz von Fubini ([For1983], 8 7, Satz 7) ist - bis auf eine Nullmenge - fir jedes fe-
sey | R dieEinschrankung

R® C,x—f(x)g(y- x)

integrierbar, und das Integral definiert eine integrierbare Funktion

R® C,y= (J(x)g(y- x)dx.

Aufgrund von Bemerkung 7.1 kann man die Faltung mit einer L*-Funktion definieren:

7.2 Definition (Faltung)

Eine integrierbare Funktion
gl L'

definiert eine C-lineare Abbildung, die Faltung mit g,
L'® L' f > f*gmit(f * g)(w):= § (1) g(w- t)dt.
R

Offensichtlich ist das Faltungsprodukt kommutativ, d.h. es gilt
frxg=g*f .
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Der Vektorraum L* bildet bzgl. Addition und Faltung von Funktionen eine kommutative
C-Algebra ohne 1-Element. Die Fourier-Transformation tberfihrt die Faltung in ein Produkt.
Da das Produkt zweier integrierbarer Funktionen nicht notwendig wieder integrierbar sein
mul3, setzen wir bei der Umkehrung beide Faktoren als temperiert voraus.

7.3 Satz (Fourier-Transformation der Faltung von Funktionen)

i) FUr die Fourier-Transformation der Faltung zweier integrierbarer Funktionen
f,gl L}(R)

gilt die Formel

(f*9) =v2pi-g.
i) Umgekehrt gilt fir zwei temperierte Funktionen

f,gl s

die Formel

Vap (fxg) = f*g

Beweis. ad i) Die angegebene Formel folgt durch explizites Einsetzen der Definition, die Sub-
stitution

t-y=s

und die Anwendung des Satzes von Fubini:

(F*g) (w) = o(f* Jtye™ dt = J—mf(y)g(t y) €™ dt dy

o DO dscy = )y 9 ¢ 5= V2p ) o

Die Faltung zweler integrierbarer Funktionen ist wieder integrierbar, ihre Fourier-
Transformierte ist stetig nach Lemma 4.5. Daher macht Teil i) eine Aussage Uber die Gleich-
heit zweier stetiger, aber nicht notwendig integrierbarer Funktionen.

ad ii) Das Produkt zweier temperierter Funktionen ist wieder temperiert, also insbesondere
integrierbar. Daher ist die Fourier-Transformierte wohldefiniert. Wir fihren den Beweis auf
die Aussage von Tell i) zurtick, indem wir als Korollar des Umkehrsatzes 4.15 die Formel
verwenden

h(x)=h(-x) = (q.h) ().
Nach Teil i) gilt
F+a) =vapf>a=v2p (f xg)"

Die Fourier-Transformation temperierter Funktionen ist ein |somorphismus nach Satz 4.15,
also gilt auch
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f*§=+2p (f>g)", QED.

7.4 Definition (Faltung einer Distribution)

Essal T1 D'eineDistributionund g1 D eine Testfunktion. Dann definieren wir as die Fal-
tung von T mit g die Funktion

(T*g):R3%® C mit (T*g)(x ):=T[t,g],
wobei

1,9:R%® C,(t,09)(y)=g(x-y).

7.5 Bemerkung (Faltung einer Distribution)
i) Diein Definition 7.4 eingefthrte Faltung
(T*g):R3%® C

ist eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Sie heil3t die Regularisierung der Distributi-
on T durch die Funktion g.

i) Analog zu Definition 7.4 kann man die Faltung einer temperierten Distribution mit einer
temperierten Funktion definieren.

iii) Im Falle von Distributionen mit kompaktem Trager wie der Dirac-Distribution, kann man
auch Faltungen mit Funktionen aus den gréReren Funktionenklassen C* oder der Klasse C der
stetigen Funktionen definieren.

Definition 7.4 verallgemeinert die in Definition 7.2 eingefihrte Faltung integrierbarer Funk-
tionen. Esgilt:

7.6 Lemma (Faltung einer reguléaren Distribution)

Im Falle einer regul&ren Distribution
T=T,

mit einer lokal-integrierbaren Funktion f gilt fur die Faltung mit einer Testfunktion g die
Gleichheit von Funktionen

T, *g=f*g.

Beweis. Esgilt
(F * g) (W) := ¢§ (1) g(w- t) ct,
R
andererseitsist

(T, *g) (W) =T, [t, ] = (t) g (w- t) dit, QED.
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7.7 Lemma (Faltung einer Distribution)

EssdenT1 S'einetemperierte Distribution und gi S eine temperierte Funktion. Dann gilt
fir die Anwendung auf eine Testfunktionj 1 S

(T*a)[i 1=T[(a.9)*j ]

Bewels.
(T*g)[i J=gr[tg]¥ dti=¢F,lat-y) ][5 @) de=¢y,[att- )i (1) ]dt

Wir verwenden - ohne Bewels - as Folgerung aus der Stetigkeit der Distribution, dal3 wir die
Integration und die Anwendung der Distribution vertauschen dirfen. Wir erhalten

&, Latt- )i (0 ]dt=T, &n(t- )5 () chg=T, 63(a.0)y - 0% (O dtg=T[(a.,0)*] ]
R er u er u

7.8 Beispiel (Faltung der Dirac-Distribution)

Die Regularisierung der Dirac-Distribution mit einer Testfunktiong1 S ist die trandlatierte
Testfunktion:

d,*g=t_g.
Insbesondere wirkt die Dirac-Distribution im Nullpunkt d, a's Einheit beztiglich des Fal-
tungsproduktes.

Beweis. Esgilt

(d.*g)(t)=d,[t,g]=g(t-a)=(t.9)(t), QED.

Der Faltungssatz 7.3 183 sich auf die Faltung einer Distribution erweitern.

7.9 Satz (Fourier-Transformation der Faltung mit einer Distribu-
tion)
Essal T1 S'einetemperierte Distributionund g1 S eine temperierte Funktion. Dann gilt

1

T*g) =v2p T4 und (Tog) =——T+g.
(T*9) p T>§ und (T>g) N

Beweis. adi) Seij 1 S einetemperierte Testfunktion. Wir berechnen die linke Seite mit
Lemma 7.7

(To) [i =(r*a)[7 ]=T[(a.9)*T ]
Fur die rechte Seite gilt mit der Faltungsformel fur Funktionen, Satz 7.3,

Joo (0)[i 1= T{vap g |=T|Vap (@4 ) |=T[(a.0)*T ].
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Die Formel des zweiten Teilsfolgt wie im Beweis von Satz 7.3 aus dem ersten Teil, QED.

Die Bedeutung des folgenden Theorems 7.10 liegt darin, dal3 es die Rekonstruktion einer
Funktion aus einem diskreten Satz von Funktionswerten erlaubt - unter der V oraussetzung,
dai’ die Fourier-Transformation der Funktion nur Frequenzen aus einem beschrankten Inter-
vall enthalt.

7.10 Satz (Abtast-Theorem von Shannon)
Gegeben sai eine stetige, quadratintegrierbare Funktion

fT L'CL?
mit endlicher Bandbreite, d.h. die Fouriertransformation f T L2 habe kompakten Tréger, o.E.
suppf 1 [ p. p].

Dann ist die Funktion bereits durch die Folge ( f (n) )ni z ihrer Funktionswerte bestimmt, es
gilt punktweise

_ g ¢(Snp(t-n)) -
flt)=q fln)—————%*,t1 R.
(t) a (n) ot 1)
Beweis. Wir bezeichnen mit
c:R%® [0,1]

die charakteristische Funktion des Intervalles[ -p, p ] im Frequenzbereich. Hier gilt nach Vor-
aussetzung

f=fx.
Wegen der Integrierbarkeit von f ist die Fourier-Transformierte f stetig (Lemma 4.5). Wegen
f(-p)=f (p)=0
koénnen wir die Einschrankung
f1l-p.p]

zu einer periodischen stetigen Funktion F auf R fortsetzen. Sie hat nach Korollar 3.11 die Fou-
rier-Reihe

F(x) = é c,[F]e™

mit Fourier-K oeffizienten

_1

C“[F]_Z_p_

p
OF(w) e™ dw.
p

Nach dem Umkehrsatz 4.15 gilt
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f(t) = \/_ o‘(t) e dw—%p z‘j‘A(t) e™ dw = \/_ OE(t) e™ dw.

Diese Gleichheit der Funktionswerte gilt zundchst bis auf eine Nullmenge. Da beide Seiten
jedoch stetige Funktionen sind, stimmen sie punktweise Uberein, insbesondere gilt

cn[F]:if (-n),ni Z

J2p

Auf die Gleichung

f=fx= réf( n) e, 2 -Faf(n)(e L XC)

Pz 9 Pz

wenden wir die Fourier-Transformation an. Einerseits gilt

f(t)y=f(-1).
Andererseits fassen wir die beiden Funktionen
eipundc

nach Bemerkung 5.6 als temperierte Funktionen auf und berechnen nach Satz 7.3, Tell i),
Lemma6.7 und Lemma7.8:

(e-inxC)A =

1 .
—— €. *
V2p
Ubertragt man Beispiel 4.6 auf das Intervall [ -p, p ], so gilt:

8(x) =+2p INPX).
pX
Insgesamt erhalten wir

af()\/_w,

fC0=rpa p(t+n)

aso

fh=4 1) *TRE), geD.

7.11 Bemerkung (Abtastdistanz)

Falls die Fourier-Transformierte ihren Trager im Intervall

[-W, W], WT N,
hat, gilt analog zu Satz 7.10
p ,sin(W- pn)
ft)=q f _—
() = n|z (W) W pn
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Bel einem grofReren Frequenzbereich mul3 also die Abtastdistanz um den Faktor a := VBV ver-

ringert werden.

Beweis. Wir reduzieren die Behauptung durch Skalierung auf Satz 7.10. Wir betrachten die
skalierte Funktion

g:=a (qa_lf).

Ihre Fourier-Transformation lautet nach Lemma4.7

A

@=a§(qaf)=qaf

und hat kompakten Trager
supp gl [- p.p].
Wir wenden Satz 7.10 auf die Funktion g an der StellesT R an und erhalten
o sn(p(s- n
fas=4 fa n)%
bzw. mit
t:i=as
die Behauptung

f)=3 fla n)s"‘(w\’\‘_—m , QED.

nz

Als direkte Folgerung aus der Poisson-Formel und der Faltungsformel &3t sich elne anschau-
liche Darstellung des Abtastvorganges in Satz 7.10 geben.

7.12 Bemerkung (Abtastung)

Zu einer gegebenen Signalfunktion f nennt man die temperierte Distribution
for=fxg d,
nz

die Abtastung (Sampling) von f. Durch Fourier-Transformation erh&lt man mit der Faltungs-
formel (Satz 7.9) unter etwas allgemeineren V oraussetzungen, der Poisson-Formel (Folgerung
6.10) und Lemma 7.8

lo:,

o

f* ad,-
nl Z

.
n
I

S‘H
o]

:f*éden:éthnf’

nz niz

o0

Q

d.h.

fo(w) = & f(w- 2pn).

n z
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Fallsf bandbeschrankt im Intervall [ -p, p] ist, gilt
f=f x.
Hieraus folgt, da die Funktion ¢ geradeist,

f= L foxg,

V2p

d.h. man kann die bandbeschrankte Funktion f ausihrer Abtastung fs gewinnen.
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8 Kontinuierliche Wavelet-Transformation

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Wavelet-Theorie. Die Wavelet-Transformation kann
in Analogie zur Fourier-Trnasformation gesehen werden. In beiden Fallen werden 1-
dimensionale zeitliche Signale f(t) in ihr Frequenzspektrum zerlegt. Diese Zerlegung ge-
schieht ohne Informationsverlust, so dal3 sich das Ausgangssignal aus seinem Frequenzspek-
trum wieder zurtickgewinnen 1&(3.

Die Fourier-Transformation liefert die Frequenzanalyse f (w) ohne Information Uber den ge-
nauen Zeitpunkt, zu dem die einzelnen Frequenzen auftreten. Dennoch enthdlt die Fourier-
Transformierte die volle Information, denn mit Hilfe der inversen Fourier-Transformation
kann man das Signal gemal? dem Umkehrsatz ja wieder rekonstruieren.

Eine Wavelet-Transformation liefert die Information besser voneinander abgegrenzt: Man er-
halt sowohl die Frequenzanalyse als auch die Zeitpunkte des Auftretens der einzelnen Fre-
guenzen. Folgendes Beispidl illustriert den Sachverhalt: Der Komponist bringt die Musik in
Form einer Wavelet-Transformation (Partitur) auf das 2-dimensionalen Notenpapier, das Or-
chester macht daraus in einer inversen Wavelet-Transformation horbare Musik.

Zwischen beiden Arten der Signaltransformation steht die von D. Gabor eingefiihrte "gefen-
sterte”" Fourier-Transformation, die zu jedem Zeitpunkt nur ein kleines Zeitfenster des Signals
betrachtet und fur diesen Ausschnitt eine Fourier-Anayse durchfihrt. Unter einem Zeitfenster
verstehen wir dabei eine auf der Zeitachse definierte Funktion, die nur in einer kleinen Umge-
bung von t = 0 von Null verschieden ist.

Nach der Definition der Wavelet-Transformation stellt die Umkehrformd fur die Wavel et-
Transformation (Satz 8.11) das Hauptresultat dieses Kapitels dar.

8.1 Algorithmus (Gefensterte Fourier-Transformation)
Input. Signal f, Zeitfenster y .

Output. Familie von Fourier-Tranformierten fy 1, 2U zeitverschobenen Zeitfenstern

toy, bl R.

Fir jeden Zeitpunkt b1 R

Bilde Fourier-Transformation des Zeitfensters bei b

£, W) ;:%p(j (t) %y (t- b)se ™ dt

Abbildung 2 Gefensterte Fourier-Transformation

8.2 Algorithmus (Wavelet-Transformation)
Input. Signal f, Zeitfenster y .
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Output. Familie von Wavelet-Tranformierten von f zu skalierten und zeitverschobenen Zeit-
fenstern

1 R
—tb(qay), (ab)l R*xR.
Jd

Fir jeden Zeitpunkt b1 R und Skalenparameter al R*

Bilde Wavelet-Transformation

wlt] @by ﬁd(t) (t,0.y ) (t)

Abbildung 3 Wavel et-Transformation

8.3 Bemerkung (Gefensterte Fourier-Transformation versus
Wavelet-Transformation)

Bei der gefensterten Fourier-Transformation erfaldt jede Abtastfunktion
ty(t- b)xe ™
ein Fenster der festen Grof3e

sSupp'y

um den Zeitpunkt b und Uberstreicht dieses Fester mit harmonischen Schwingungen der va-
riablen Frequenzen w.

Bei der Wavelet-Transformation erfafdt jede Abtastfunktion
1 —ad- bo
t> —

V=1t y&-bd
\/m(tbqay)(t)_\/myg a g

en Fenster der variablen Grofe

1
— supp(y )
a

um den Zeitpunkt b und Uberstreicht dieses Fenster mit einer Schwingung des skalierten Wa-
velets ("kleine Welle") q,y .

8.4 Schreibweise (Wavelet)

Fur die Komposition der Operationen Translation, Skalierung und Normierung bei einer
Funktion

y :R¥%® C

fuhren wir die Schreibweise
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1

a::—t a¥
Yo, \/m bdaY

ein. Esgilt dso
1 a- bg
Y. () =—y &—2.
la|" é a g

Der Faktor . stellt sicher,daldy undy,, dieselbe L?-Norm haben.

1]

8.5 Definition (Wavelet und Wavelet-Transformation)
Ein Wavelet ist eine quadrat-integrierbare Funktion

y1 L?
deren Fourier-Transformation y sogar logarithmisch quadrat-integrierbar ist, d.h.
LYW
= v

Die Wavelet-Transformation einer quadrat-integrierbaren Funktion f T L% mit dem Wavelet y
ist die Funktion

0<c,:=2p dw<¥ (Zuléssigkeitsbedingung).

Wy[f]:R*xR® C, w,[f ](a, b)::%d(t)ybya(t) dt.

Die Wavelet-Transformation einer Funktion sollte in Analogie zur Fourier-Transformation in
Definition 4.2 gesehen werden. Ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Transforma-
tionen ist die Tatsache, dal3 die Wavelet-Transformierte eine Funktion zweier Veranderlicher
ist.

8.6 Lemma (Wavelet-Transformation als Faltung)

Fir jeden festen Skalenfaktor al R* ist die Wavelet-Transformation beziiglich der zeitlichen
Tranglation eine Faltung:

w[t](ab)= (f*a.y o).

1
Jlale,

Ihre Fourier-Transformation bzgl. des Argumentes b hat die Gestalt

(w1 @w= 2L (w) (- aw).
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Als Fourier-Transformation der L*-Funktion f y " gt fir jedesfesteal R* die Funktion
br>w,[f ](a b)

stetig und erfillt
lim w,[f](a b)=0.

b® +/- ¥
Beweis. ad i)
1 1

w, [ f ](ab)=rd(t)?b,a(t)dt=Wd(t)?(%)dt -

R

L 50la.y)o-a=—2"(t+q.y )0

\/|a|cy R \/|a|cy

ad ii) Nach Satz 7.3 folgt aus Tell 1)

(wl11) @w= 212 (a7 Jow)= (22127 (w )y (- aw).

Die letzte Aussage folgt aus Lemma 4.5, QED.

8.7 Beispiel (Haar Wavelet)
Die Haar'sche-Funktion (Definition 2.8)

{1 0£t<y2
y :Rw®[-11],y(t)={-1 12£t<1
¥O sonst

ist quadrat-integrierbar. Sie hat die Fourier-Transformation

. . i Y aWe . ave ., sin(x)
R3¥%4® C, =— 2 — = — —mit = ,
y 4® C,y (w) 2IOe Sing =since = mi sinc(x) .
und esgilt
[T W[
2p w2l <y
5w

Alsoist die Haar'sche Funktion ein reglles Wavelet.

Beweis. Bezeichnet ¢ = c( ;) die charakteristische Funktion des Intervalles[-1, 1], so gilt

y = qétlc - q1t3C,

4 4

also mit Lemma4.7

N T I L S
yw=Zale-e)e]mw="le*-e 18
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Esist
3 W 3w
_iﬂ il" 4 _ 4 w W
[e -e ¢ ]_e ‘We e2=e 22isn—,
g2
und nach Beispiel 4.6 gilt
A(V_V): gsincv_v
4 p 4
Die Abschétzung
¥ |A 2
W)
2pQ 7 dw<¥.
5wl

folgt aus der Abschatzung des Integranden

WP |sn* W)
W fTw |

der sowohl fur w® 0 aso auch fir w® ¥ integrierbar ist, QED.

8.8 Bemerkung (Wavelet)

Die Fourier-Transformierte eines Waveletsy 1 L' ist stetig (Lemma 4.5); also gilt wegen der
logarithmischen Quadrat-1ntegrierbarkeit

0=y (0)=¢y (),

d.h. der Mittelwert des Wavelets verschwindet.

8.9 Lemma (Erzeugung von Wavelets)

Wenn die k-te Ableitung, k 3 1, einer quadrat-integrierbaren Funktion j existiert und wieder-
um quadrat-integrierbar ist, d.h.

072,
soist sieein Wavelet
y =i .
Beweis. Fur die Fourier-Transformation gilt nach Satz 4.13
y (W) := (iw)“[ (w).

Esfolgt - dadie Fourier-Transformation nach Satz 4.17 eine Isometrieist -
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IO 4 sl T d |2k|1( D e gjw LWL gy

= W R Wl W Wit Wl
o W [ dw+ Gwl |7 [ aws=[ [+ 79 2=]0 7+ ] 9.2 Qep.
w1
8.10 Beispiel (Wavelet Mexikaner-Hut)
Die Funktion
d26€L0 2 ) 2 .1
'R%® R,y (t):=- g—C% 27=gl- t*)e 2 mitg=—"~p 4,
y :R¥%® Ry (t) Tar Eg( Je 2 mitg Nl

heil% Mexikaner-Hut. Sieist durch den Faktor g so normiert, dal3

V]l =1

I hre Fourier-Transformation berechnet sich nach Satz 4.13 und Beispiel 4.4 als

W
y(w)=gw’e 2

mit der Zulé&ssigkeitsbedingung

A 2 ¥ ¥
3700 =g g e =25 o e ow=20 O o
R R 0 0

w|
¥ ¥
7 ~ ~ Ve VVZ\
e er""zu ¥ ) e “u
256 T oy e dw=g'E e T =
e t 0 e b

Also ist der Mexikaner-Hut ein reelles Wavel et.

Beim Bewels der |sometrie-Eigenschaft und der Umkehrformel fur die Wavelet-
Transfomation benétigen wir, dal? das Wavelet die Zulassigkeitsbedingung erfillt.

8.11 Satz (Wavelet-Transformation als Isometrie)
Fir ein Wavelety 1 L%(R) ist die Wavelet-Transformation

dadbo
a’ g

W, : L2(R) %:® LZ%*X R,

eine lsometrie.
Beweis. Wir setzen Zur Abkurzung fur die beiden Hilbert-Raume

dadbg
’ a2 g

X:=L*(Ryund Y := L’&R* x R
e
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Wir berechnen die Norm des Bildes, indem wir auf die zweite Veranderliche die Fourier-
Transformation anwenden und ausnutzen, dal3 diese eine Isometrieist (Satz 4.17). Aul3erdem
wenden wir Lemma 8.6 an und die Gleichheit (Bemerkung 4.3)

y (-aw)=y (aw).
Wir erhalten

[w [F]]° Oédw[f] ab)|? db— Oca _

"(aw)] 2dw—
pa

_06% |‘y (- aw)‘ | dW— (g‘

2 we
0

ngR |t| [}

A~ 2
Iy(-t)ldt(\)
it g

f(w) |2dW:

_2p

Cy

f(w)| aw=|f] *=[ ], QeD.

;UO,

8.12 Satz (Umkehrformel der Wavelet-Transformation)
Fur die Wavelet-Transformation

dadbo
a’ z

W, i L*(R) %@ L2§R* X R

mit einem Wavelety T L?(R) gilt die Umkehrformel

Ow[f]a,b) ba()d":lOlb firalef1 L%(R).

V R*xR

Beweis. Der folgende Beweis beruht auf der Formel von Calderon. Wir setzen

HO‘J—OMU]aWymmdmm

Dann gilt

o dwlile) @)oo= drby)leoy

|2 | a
Anwendung des Faltungssatzes 7.3 und der Formel aus Bemerkung 4.3

y (- at)=y(at)
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liefert
F(t)—f(t)2p5a|( v M, 1y)(t)| A f(t)2p5a|y(at>y(at)| ER
(t)2p dy( t)|2|d—a|—f(t)2pg%dW:f(t).

y R
Dadie Fourier-Transformation ein Isomorphismusist (Satz 4.17), folgt

F=f, QED.
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9 Gibbsches Phanomen
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10 Schnelle Fourier-Transformation
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11 Fouriertheorie und Quantencomputing
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12 Bildkompression
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13 Wavelet-Frame

Die Wavelet-Transformation transformiert eine Funktion einer Veranderlichen f(t) in eine
Funktion zweier Veranderlichen Wy [ f ] (a, b). Ausdieser [&d sich nach Satz 8.12 das Aus-
gangssignal zuriickgewinnen. Somit enthalt die Wavelet-Transformierte viel redundante In-
formation. In diesem Kapitel geht es darum, diese Redundanz zu verringern. Wir werden in
(Satz 13.10) ein Resultat von der Art des Abtast-Theorem von Shannon beweisen: Unter ge-
eigneten V oraussetzungen enthélt bereits eine diskrete Folge

(ab)T R*xR
von Skalierungsparametern a und zugehorigen Translationen b die vollsténdige Information
eines beliebigen Signals.

13.1 Definition (Skalierungs- und Translationsparametern)

1) Wir wéhlen einen festen Zoom-Faktor

a>1
und betrachten al's Folge von Skalierungsparametern die Potenzen

ac=a ki z

AuRerdem wahlen wir eine feste Translations-Distanz

b>0
und betrachten zu jedem festen Skalierungsparameter a, kT Z, die Folge von Trandationen

bxm :=mxb xa, mi Z.

deren Lange ein Vielfachesvon

b xa

ist. Durch die Abhangigkeit von a wird sichergestellt, dal3 die Translationsschritte zu ver-
schiedenen Skalierungen ineinander enthalten sind.

&
,,,,,,,, . .
a=g=2
. ....... ,. ..................... @ . ......
g=1
............................... PP S P P
a,;=05

Abbildung 4 Gitter zum Wavelet-Sampling mit a=2, b=1
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i) Fur ein Wavelet y setzen wir unter Verwendung von Schreibweise 8.4 zur Abkirzung

Yy k,m =Yy Bic B ! (k, m)T Zz,

aso
1 1 &t- mba, 0
Yim(t)=—\t, q ¥y JO)=—=Y L I=
(==t acy Jo=Zy 0052
1 -
t- mb), (k,m)1 z2.
Ty (@ mo) o)

Nach der Umkehrformel (Satz 8.11) kann man jede Funktion aus ihrer Wavelet-Transforma-
tion rekonstruieren.

13.2 Bemerkung (Anforderung an die diskrete Wavelet-
Transformation)

1) Welche Voraussetzungen miissen ein Wavelet y , der Zoom-Faktor aund die Trandations-
Distanz b erfiillen, damit die Wavelet-Transformation einer beliebigen Funktion f 1 L? bereits
durch die Folge ihrer Wavelet-K oeffizienten

(W[ f J(an b)) )2

festgelegt ist? Wann 1803 sich in diesem Falle das Ausgangssignal stetig aus seinen Wavel et-
K oeffizienten rekonstuieren?

i) Um diese Frage zu formalisieren, fassen wir die Wavelet-Transformation mity alsein
Skalarprodukt im Hilbert-Raum L(R) auf:

w1 ](a,b):%(‘j(t)yb,a(t)dt:%d,yua>

und betrachten fur einen festen Zoom-Faktor a und e ne feste Trand ations-Distanz b die hier-
durch definierte lineare Abbildung

T:L%(R) %@ CZ T(f):=(<f.y,, >)

mni z?"

Dann heilen diein Teil i) formulierten Fragen: Unter welchen Voraussetzungen liegt das Bild
dieser Abbildung im Hilbert-Raum 1%(Z?), wann ist T eine stetige Abbildung zwischen Hil-
bert-Raumen und wann ist die Abbildung injektiv mit stetiger Umkehrung?

13.3 Beispiel (Haar Wavelet)

Nach Satz 2.9 ist die aus dem Haar'schen Wavelet y mit Zoom-Faktor a= 2 und Translations-
Distanz b = 1 abgeleitete Folge

(y m,n )(m njj z%?’
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eine Hilbert-Basis des Hilbertraumes L2(R). Insbesondere gilt fiir allef T L*(R)

f= A<f,¥mn>Ymn-

(m,n)i z?2
Nach der Parseval'schen Gleichung (Korollar 1.9)
[t1°= & [<tyn>|
(mn))i z 2

ist die Abbildung
T:L2(R) %4® 12(22), T(F) = (<f,y ., >)

(m,n)i z2

ein isometrischer 1somorphismus von Hilbert-Raumen, insbesondere also stetig mit stetiger
Umkehrabildung.

Dieses Beispiel wird im folgenden verallgemeinert. Zuachst wird die Parseval'sche Gleichung
fUr eine Hilbert-Basis zu einer Abschatzung fir einen Frame verallgemeinert.

13.4 Definition (Frame)

Eine Folge (xi)ii | von Elementen eines Hilbert-Raumes X heif3t ein Frame von X, wenn es
Konstanten

O0<AEB
gibt, so daR fir allex1 X gilt:
Alx| £, |<xx > £B]x]".

Man nennt A und B ein Paar von Frame-Konstanten. Falls man A = B wahlen kann, so heift
der Frame str aff.

13.5 Bemerkung (Frame)

1) Jeder Frame eines Hilbert-Raumes X ist ein Erzeugendensystem, d.h. fir einen Frame (Xi);i |
gilt

span<x;:il 1>=X.

Zum Beweis genuigt es zu zeigen, dal? der Orthogonalraum nur aus dem Nullvektor besteht,
d.h.

(y,x; y=0furaleil I'p y=0,
Diese Aussage folgt aus der linken Seite der Frame-Abschétzung wegen 0 < A:
Aly|* £, |<y.x >|", QED.

i) Jede Hilbert-Basis (x;)i7 | ist en straffer Frame mit Frame-K onstanten
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A=B=1
wegen der Parseval-Gleichung (Korollar 1.9)

[P =& [<xx >

Wir erinnern an die Berechnung der Norm in einem Hilbert-Raum, insbesondere fir be-
schrankte, symmetrische Operatoren.

13.6 Lemma (Norm in einem Hilbert-Raum)

i) In einem Hilbert-Raum X kann man die Norm eines Elementesx I X berechnen as

[ x[|=sup {x,v) |

lyl=
i) Fur eine lineare stetige Abbildung zwischen zwel Hilbert-Raumen
EX®Y

existiert die Operator-Norm

[ ]=sup ][ £ 0 || <3

Ix|=1
und berechnet sich als

|f= sup [<f(x),y>].

IxI=L yl=t
Wenn f zusétzlich symmetrisch ist, d.h.
<f(x),y>=<x,f(y)>furalexT X,y1 Y,
so gilt bereits

| | =sup| <f(x),x>|.

Ix=2

Beweis. ad ii) vgl. [Heul986], Satz 29.5.

13.7 Satz (Frame-Operator)

Ein Frame (x;)ii | in eénem Hilbert-Raum X mit Frame-Konstanten A und B definiert eine li-
neareAbbildung

T:X 3® 12(1), T(X) = (< x, %, >)., .
1) Diese Abbildung ist stetig und injektiv mit Norm
(s ||£\/§ :
Die Umkehrabbildung
T T(X) 38® X
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ist ebenfalls stetig mit Norm

] 1
7o
ii) Bezeichnet

T:12(1) 3%e® X,
den adjungierten Operator und wahlt man speziell
1

[T

B:=||T||2undA::

so hat der Frame-Operator

s::L(T*oT):x Wa® X
A+B

des Frames folgende Eigenschaften:

Fur jedesx 1 X berechnet sich

28 (%%

SR

Fur den Abstand von der Identitét gilt:

B-A

lid-s|e2" 2
A+B

Der Frame-Operator eines straffen Framesist die Identitét
1 ,
S:X(T*oT):ldX.

Beweis. ad i) Die Frame-Bedingung

[T ” =& <x.x >[*£B] x| <¥

i
zeigt, dal3 T wohldefiniert und durch VB beschrankt ist. Fur x 2 0 fol gt aus
0<A|x|"£[T()|"
da3T(x) ! 0. Alsoist dielineare Abbildung T injektiv. Die Umkehrabbildung auf dem Bild
T 1:T(X) 3@ X

erfullt fur alley =T(x) T T(X):

[T " =] T e | = P e | Teo [P =5 v [

alsoist T durch 1 beschrankt.

JA
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ad ii) Als stetiger Operator hat T einen adjungierten Operator T*, der durch die Eigenschaft
<T(X),y>=<x,T*(y)> furalexT X,y1 1%1)

charakterisiert ist ((HS1971], Definition 22.1). Der adjungierte Operator ist ebenfalls stetig
mit gleicher Norm. O. E. sei | = N. Fiir beliebigesx T X ist die Folge

® S o)
CSy ::a<X’Xi>Xi+
e i=0 ANi N

eine Cauchy-Folge: Fir M 3 N ist nach Lemma 13.6

2

M
|'sy - sul” =sup|<sy-sy,2>| " =sup| @ <x,x, ><x;,z>| £
|z|=1 IzJ=2 | i=N+1

M M M
al<xx>"spdl<x,z>|" £4|<xx >|" 8.
i=N+1 1771 i=n+1 i=N-+1
DadieReihe
al<x.x>["£8[x|"
it N
konvergiert, 183 sich der Reihenrest
§ 2
al<x.x >
it N+1

beliebig klein abschétzen. Da der Hilbert-Raum vollstandig ist, wird durch die unendliche
Reihe

2 é(x,x)x.
A"'BiTN v

en Element von X definiert.

Andererseitsist fir jedes Element el X

A+B

<S(x),e>=<T(x), T(e) >=( (<x,x, >),(<ex, >) )=

o o
a<X,Xi ><e,xi >:a<X,Xi > <xi,e>,
N N

aso

2
S(X)_mﬁ,<x’xi>xi'

Insbesondere gilt

<S(x),x>:ié<x,xi><xi,x>:ié|<x,xi >|?
A+BiTN A+BiTN

Mit den Frame-Bedingungen folgt hieraus
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2A 2 2B 2
A )t <0 £52 x|
und
2B 6 2 . 2A 0§
¢ A+Bg”X” £ <(id- S)(x),x> Egiﬁan ||

also mit Lemma 13.6:

. B- A
id-s|£- ", QED.

13.8 Definition (Wavelet-Frame)

Ein Tupel (y, a b) mit einem Wavelety 1 L%(R), einem Zoom-Faktor a> 1 und einer Trans-
lations-Distanz b > 0 heil3 Wavel et-Frame, wenn die erzeugte Folge

(y m,n )(m nji z2

quadrat-integrierbarer Funktionen einen Frame im Hilbert-Raum L*(R) bildet. Ist dieser Frame
straff, so spricht man von einem straffen Wavelet-Frame.

Man kann zeigen, daf eine beliebige quadrat-integrierbare Funktiony 1 L%(R) bereits dann
ein Wavelet ist, d.h. zusétzlich logarithmisch quadrat-integrierbar ist, wenn das Tupel (y, a, b)
die Frame-Bedingung von Definition 13.4 erflllt ((LMR1998], Lemma 2.1.3). Denn dann gilt
mit jedem Paar von Frame-Konstanten (A, B):

Insbesondere definiert das Haar-Wavelet y einen straffen Wavelet-Frame (y, 2, 1), der zuge-
horige Frame ist sogar eine Hilbert-Basis.

13.9 Lemma (Straffer Frame und Hilbert-Basis)
Fir ein normiertes Wavelety T L%(R), d.h.

ly =1,

erzeugt jeder straffer Wavelet-Frame (y , a, b) mit Frame-Konstanten A = B = 1 eine Hilbert-
Basisvon L4(R).

Beweis. Jedes Element des Frames

0y T LAR) (M)l 22,

1y
=t
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hat dieselbe L2-Norm wiey , also sind auch alle Elemente des Frames auf die Lange 1 nor-
miert. Zum Nachweis der Orthogonalitdt berechnen wir flr ein gegebenes Frame-Mitglied

] =Ymn

2

<)Y >

[ 1728 <i Y > =<0 >+ 8 o

| 2

”J ”2 + é(kyl)l(m’n) <j Y 2
Die Aussage

. 2
<Y >|

-
0= (i) (m)

liefert die Orthogonalitét des Frames. Die Frame-Bedingung folgt aus der Parseval'schen
Gleichung

| 2

<t,¥Ymn>

2 o
|| f || = a- (m,n)T Z2
und damit ist der Frame auch vollstandig, d.h. fir allef T L4(R) gilt

f :é(myn)@22<f’ym,n >y m,n? QED

Der folgende Satz 13.10 zeigt, unter welchen Voraussetzungen ein Wavelet y bei eéinem ge-
eigneten Zoom-Parameter a fir verschiedene Trandlations-Distanzen b einen Wavelet-Frame
(v, a b) bildet.

13.10 Satz (Wavelet-Frame)
Gegeben sai ein Wavelet y und ein Zoom-Faktor a> 1. Wir setzen voraus.

o<m(y,a):= inf aly(amw)l M(y , a)'Slfp aly@wl| <¥.

‘ F[l ‘W“ 1a m zZ

1) Es gebe Konstanten K, a > 0, so dal3
b(s):= sup & |V (a,w)[%Y (a,w+s)]

Wi [1.8] i z
gleichmaRiginsi R die Abschétzung

a

a1 07+
b £K
(s) 81+s i

erfullt. Dann existiert eine Schranke bma > 0, so dal? fur alle Trang ations-Distanzen
0<b < bma
das Tupel (y, a, b) ein Wavelet-Frame it.

i) Im Fallea= 2 (Verdopplung) ist (v, 2, b) ein Wavelet-Frame, wenn die Translations-
Distanz b die Abschétzung
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N

o

mly,2)>2 E%lg@_p( 21+1)%p, & Z—k')o( 21+1)%

eb g € 20

0

mit

&y wy 2 (2mw+s))|< ¥

ni N

b,(s):=sup §

wi [1.2] i z

erfullt. In diesem Fall gelten fir jedes Paar von Frame-Konstanten (A, B) die Abschétzungen

L3V
E%aé (21+1)%b,& 20 (5 41)%? ig A
e

g & b og Y
0

2p
b

Qo

(y,2)-2

: (D>§)> (o8

0

£y
27

N

P
b

Qo

BE

(v.2)+28 B.ZP(2+1)%0,8 2IO(2|+1)@
b 29

e éb g e

I
o

@)(‘D)g) M-
oo oo

Beweis. ad i)

1. Wir berechnen fiir eine gegebene Funktion f T L? unter Benutzung der |sometrie-
Eigenschaft der Fourier-Transformation (Satz 4.17)

:<f1ym,n>x<ym,n’f >=

<f’ym,n >|2 :| <:I:\’y\m,n >|2
S )Y 0 ¥) AY Y mn(W) (W) dw
R R
Nach Lemma4.7 gilt
Y mn(W) =42, """ % (a,w)

und

Y mn(Y) =42, € 57 (a,y).
Wir erhalten

"=

| <F.Y e >
f - ~ 7 i - W, O
a, OV @) gbf (a,w) f (W) €™ dwdy =
R R (%]
N £ oy ~ 7 inba, z O
a, of(y)y(amy)ga (a,(y- 2))F(y- 2) €™ dz2dy
R R (%]
Wir verwenden Satz 6.9 - nach Anwendung der Skalierung g .,,r =ba,, -

S _inrz _ .
ae ——Aad@k.
r
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Also

al<f.yn.>|"=4a, d(y)y (amy)ga“ (@, (y- 2) f(y- 2) €™ dz%dy:
4]

nl z ni Z

)Y (ay) B8 ¥ (any- pk);(y_ﬁk)%dy_

gk. z ba,

Insgesamt erhalten wir

o 2D o o = A 2 ~ = 2
al<fy..>"=Pa 8y any)y(any-gpk)f(y)f(y-ﬁk)dy.
R

(m,n)i 22 b Kl zmi z

2. Der Summand fir k =0ist
A~ 2
& 8y @y [fo|y.
ml Z R
Wir schétzen ihn ab durch

& §Y (@ |*|f v oy = oa|y(amy>| f)|dye

m Z R

owpga 1V @) —|f(y)| dy=M(y,a)|f |

RrY [1a8] €nmi z

bzw.

801 @y |f ] o g, gé [y (amy)|2§|f(y)|2dy:m(y,a)||f I

ml ZR I[l

3. Die tbrigen Summanden fur k * 0 werden betragsméal3ig abgeschétzt, indem wir die Un-
gleichung von Cauchy-Schwarz zunéchst auf das Integral und dann auf die Summation Uber
den Index m anwenden:

ki z* miz

& &Y @y @y 2ofmfy- Z:mk)dy £

a éc‘?(aﬂy)y(aﬂy-—k)f(yﬁ(y 2P k)‘dy—

kizx miz

a é#?(amy)y(amy-—k)‘ |f(y)|‘y(amy)y(amy-—

kKl zx mi z

f(y Ne k)‘dyﬁ

Y @)Y (@, y-—k)‘|f(y)| dy— x

D > (D

a &ao
R

Kl z* mi Z

m
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82

l\

dz—
o é

ao

m ZR

Dabei haben wir im zweiten Integral bei festem (k, m) die Substitution

z=y- —bz: k

vorgenommen. Bei der &ul3eren Summation tber den Index k schétzen wir jeden Summanden
ab

é@y*(amy)y(amy-—k)‘|f(y)| dy =
oa y*(amy)y“(amy-—k)‘|f(y>| dEQsPR & y(amy)y(amy-—k)‘|f(y>| dy £

2p, 06 2
b& Lkt
e
und analog

N = 2
oY @)y (amy+—k)‘|f(y>| o|y£bae Iok—||f I*.

m ZR
Zusammen also
é 1
a4 Lagya my)y(amy-—k)‘|f(y)| dy- x
Kzx @mzgr
3]
10
Xo | . -
aOY(amZ)Y(aZ+—k)Hf(z)‘ @r? e
m ZR

1

11]° & a‘1%( k)b(2pk)—

[WAd

Nach Voraussetzung konvergiert die Reihe

1

& B2 k)b(zpk)— =C(b).

K z*
4, Wegen
Itj@rrgC(b) =0.
existiert eine Konstante bz > 0 mit



Waved et-Frame

m(y, a)- C(b) >0 fur ale0<b < bya.

Fir jede dieser Trandation-Distanzen bist (y, a, b) ein Wavelet-Frame mit

2IO(m(y a)- Cb))[f|°E & [<fyn.>| £5° p (M(y,a)+C(b) )] f]”.

(m,n)i z2

ad ii) Wir schétzen die in obigem Bewels, Tell 3 auftretende Summe
—| & 2 i, (OM NG (oM 2P\ ¢ A 2P
=la agvy @y)y @%y-—=kfy)f(y- —2"k)
Kz mzg b b
schérfer ab: Jeder Summationsindex k T Z* 183t sich eindeutig zerlegen in ein Produkt
k=2"j mitnT Nundungerademji Z.

Bei der Summation

84.= 8 48&.

Kl z*mil z ju eni Nmi Z

substituieren wir

m=n-+|
und erhalten die Abschétzung
N\ A0+ ~ n 2 (0} ol
s=| & aage 'y)yé;‘%@‘%'y-—pj9—f(y)f(y 2oy |e
jungeradeni N It Z R e € b b
N = A+ ~ n 2p .60 7 2P .. _
3 80 ay@'y)yy&By- L%y (y- L2lj)|dy=
jungerade Il Z g | nl N e € b a9 b
3 e‘ilc‘)éw*(z““y)y“éi”éi'y-TIO -{f(y)f(y-—z J)‘dy_
jungerade Il Z R [ N e ﬂﬂ
1
N = AN+ ~ n 2 OZ £
a é%éy(z Wy @@y Li2 [fm)|
jungerade Il Z R Ani N e
1 U
. 2p .66/2|= 20 .l
ay 'y)y?za%'y-—pﬁ f(y-2Potj)llaye
n N b [2§1] b E
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Wieder schétzen wir bei der duReren Summation tiber j T Z jeden Summanden einzeln ab:

a 4ay(2“*'y)y§3383'y —J— ‘|f(y)|dy‘—

n N

\ ~ n+ ~ n O
AT @y &Ry 22 2% o[ ave
RN Z|nN e ¢ b
N\ ~ n+ ~ n 2 O 2
g 8 |87 @"'wy @@w- P fw] ayen,E P01’
RWI[L2) iz | N e e b
und analog

a 4ay 2"'y)y 83 83 y+@199

(4 n N b

) [y Eblg—JOHf ”.

Zusammen erhalten wir
l 1

o 2 2 2
st 3 E% p b, & pJ—~ If1° —Zaglq— (2i+1)° bg’ bp(21+1)—— [

j ungerade

Alsoist (y, 2, b) ein Wavelet-Frame fir alle Translations-Distanzen b mit
1

m(y,2)>2§ 8%19—(2I+1) 0, & 2p(2I+1)
=0 g é b 20

In diesem Fall erfillen die Wavelet-K onstanten (A, B) die oben genannten Abschétzungen,
QED.

Das Haar'sche Wavelet hat kompakten Trager, aber esist nicht differenzierbar. Wir benutzen
Satz 13.10 zur Konstruktion eines weiteren Wavelets, des Meyer-Wavelets, mit entgegenge-
setzten Eigenschaften: Das Meyer-Wavelet ist zwar differenzierbar, aber es hat keinen kom-
pzzakten Trager. In beiden Falen erzeugt der Wavelet-Frame (y, 2, 1) eine Hilbert-Basis von
LY(R).
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13.11 Definition (Meyer-Wavelet)

Das Meyer-Wavelet y T L? ist Uiber seine Fourier-Transformierte y T L? definiert: Mit der
Hilfsfunktion

i 0 XEO
N:R%® [0,1], n(x):={10x3- 15x* +6x° O0E£X£1
{ 1 1£x
definieren wir
. . 1 ™
‘R3%® C, y(w):=———e?[w(w) +w(- w)],
y 4 y (W) N [w(w) +w(- w)]
mit
i P 2p 4p
sin n—-l —EWE—
i [ ( )] 3 3
W(W):=|c:os[p (—- 1] 4—§EW£8—§
: sonst
i
und definieren

y :R%:® Cy (t):=)§ ( t),

Uber die inverse Fourier-Transformiertevon y .

Day kompakten Support hat
~i . 8 2 ...2 8
su I [-=p,- =p]E[=p,=p],
ppy I [ 3p 3IO] [3IO 3p]

ist y logarithmisch-quadratintegrierbar, alsoy ein Wavelet.

13.12 Bemerkung (Meyer-Wavelet)

Entscheidend bel der Wahl der Hilfsfunktion n in Definition 13.11 ist, dal3 sie 2-mal stetig
differenzierbar ist mit

Randverhaltenn (x) =0furx £0und n (x) = 1fir 1 £ x

und Symmetrie bzgl. des Punktes gé‘ , %9

2

n(x)=1-n(1-x).
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13.13 Satz (Meyer-Wavelet)

Das Meyer-Wavelety 1 L?ist beliebig oft differenzierbar. Das Tupel (y, 2, 1) ist ein Wave-
|let-Frame, der sogar eine Hilbert-Basis von L? ist.

Beweis. i) Dadie Funktion
y1 L2

kompakten Trager hat, ist ihre Fourier-Transformation beliebig oft differenzierbar. Ihre Ab-
leitungen kénnen analog zu Satz 4.13 berechnet werden.

i) Um Satz 13.10, Teil ii) anzuwenden, zeigen wir

my.2)=mly,2)= 8 |yl w)| =

m Z
Sei |w| [12] vorgegeben, 0. E. w 1 [L2].Danngibt&s

entweder genau eink T Z mit

2p<2 W< 4p 2k+lw@
3
In diesem Fale gilt
i2"W:i2"+lw,
2p 4p
aso
2_1 & 2ep k ol ép a3 iu o1
alvi = Gn? P& o 18+ cow P35 w- 19 7= —
al b w) ng & &2p ai g2 ¢ap diyg 20
oder esgibt eingenaueink T Z mit
2k :@
3
In diesem Falle gilt
o ~fAm 2
& [9mw)|" =
m Z
ep ®3 2p 2ep ®e3 4p a0 ep 3 8p .gu0_
Binz P& 2P ng——- 14+ 052 n 1
" G s I B 5 Sap 3 Hp
i(;sm 0+sn2P +cosPo= -
2pe 2 2g 2|O

iii) Mit den Bezeichnungen von Satz 13.10 gilt
b,(2p(20+1))=0,1T N:

Denn fir jedeswi [1, 2] gilt
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y (2w )=0 oder y (2" ™w+2"epx2I +1) )=0 firrl,nT N,m1 Z.

Nach Satz 13.10, Teil ii), ist (y, 2, 1) ein Wavelet-Frame mit den Frame-K onstanten

1EAEBEE,
b b
asoA=B=1.
Iv) Das Meyer-Wavelet ist normiert:
Iy 1" =191"=
2 o irRaE ¥+ 2y coePn®3 g 1 Hgy =
0,0, & &’ A w0 82" 6ap” i
3 3 3 3

o & 'Y o 8
(505 S8 (e
—Cl+¢gpos” z—nlz),dz £
¢ OO g gt
Wegen der Symmetrie
n(x)+n(1-x):Ld.h.ngex+19:1-ngel-xg,
¢ 29 €2 g
gilt
1 1
< 2 < 2 TR
002 P n(2)Vdz = cpo P n(z)Ydz + cpos2 &P -nae—l-zgqfldz:
?82”&1 ?:82()H ?Szgi &2 o
1 1
2 ep ()u E ep ()u 1
~pos? 2 n(z)sdz + csin®x-n(z)-dz ==
O g g™ T O g N T
Esfolgt
2 A2 23
= =—x-=1
[y 7=1y 1" =35
Nach Lemma 13.9 definiert der Wavelet-Frame (y, 2, 1) eine Hilbert-Basis, QED.

13.14 Satz (Rekonstruktion aus den Wavelet-Koeffizienten)
Esseien (y, a b) ein Wavelet-Frame mit Frame-Operator

SL*® L?
undf1 L?ein Signal.
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1) Wenn der Frame eine Hilbert-Basisist, so gilt
f :\/g(é)\l\é/[f ](am’bm,n )xym,n'
i) Im Falle eines straffen Frames mit Frame-Konstanten A = B gilt

f= (D) o -

i) Im Falle allgemeiner Frame-Konstanten 0 < A £ B gilt

BE2CH 1) (a00,)5 ),

~(A+B)S,
Dabei kann S* durch die Partialsummen der geometrischen Reihe

st=3 (id-s)*
KN
approximiert werden, deren Konvergenzgeschwindigkeit vom Verhaltnis
B- A
<
B+A

abhangt.

Beweis. Alle Aussagen folgen aus Satz 13.7, Teil ii). Zum Beweisvon Tell iii) verwenden wir
die Darstellung
2Jc, o

A+B) a W/[f ](am bmn)xymn.

s(f)= (B8]
Man zeigt ([Heul986], Satz 12.4), dal? aus der Abschétzung

| B-A

die Konvergenz der Neumann'schen Reihe

F=3 (id-s)*

KI'N

<1

in der Operator-Norm folgt. Dann gilt:
¥ ¥
(id-S)F=g (id-S)*=F-id und F(id- S)=§ (id- S)* =F- id,
k=1 k=1
also
F-SF=F-idundF-FS=F-id,
d.h.
SF=idund FS=id.
Esfolgt
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F=s'

und

f=(ss)(r)= (iﬁ) & wlf1(an b,,)S" o). QED.

13.15 Bemerkung (Mexikaner-Hut)

Der Mexikaner-Hut y aus Beispiel 8.10 definiert einen Wavelet-Frame (y, 2, p) mit den Wa-
velet-K onstanten

A » 3.223 und B » 3.596, also » 0.0547 .

B+A
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14 Multi-Skalen-Analyse

Die Multi-Skalen-Analyse zerlegt ein Signal in seine Bestandteile wachsender Detailgofie.
Jede Skala hat eine feste Genauigkeit, durch Verdopplung des Skalierungsparamter erhdt man
Details doppelter Genauigkeit. Mathematisch gesehen stellt sich der gesamte Prozef3 als eine
sukzessive Projektion des Ausgangssignals auf abgeschl ossene Unterréaume des Hilbert-
Raumes dar.

In diesem Kapitel beziehen wir alle aus einer Funktion
j1L?
durch Skalierung und Translation abgel eiteten Funktionen
jeml L2 (k,m)T 22,
mit
K
jk,m(t)::%(tmqud )(t)=\/;—ki Eet' ;’Q gz \/;—kj (2%t- m)

auf den festen Zoom-Parameter a= 2 (Verdopplung) und die feste Trandations-Distanz b = 1.
Basis der Multiskalen-Analyseist eine Skalierungsfunktion j , die beziglich der Verdopplung
selbstéhnlich ist.

14.1 Beispiel (Skalierungsfunktion)
Die einfachste Skalierungsfunktion ist die charakteristische Funktion

j :C[o,l]T L2,
Sie erfillt die " Skalierungsglei chung”
j =hgj -1,o+h1j 11

mit

ol

denn

j -1,0 :\/E C[o,l/z] undj -11 :\/EC[I/Z,l]'
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\4
v
\4

05 1 05 1 05 1

j J -1,0 J 1,1

Abbildung 5 Skalierungsfunktion

14.2 Definition (Skalierungsfunktion)
Eine Funktion
jTLe
heifl3t Skalierungsfunktion, wenn sie mit geeigneten Koeffizienten h T C,k1 Z, eine Glei-
chung

i =& hni 1. (Skalierungsgleichung)

mi Z
erfullt, d.h. wenn fur allex 1 R gilt
i (0)=v2xq h,j (2x-m).

mi Z
Die Skalierungsfunktion j heif3t orthonormal, wenn die Folge ihrer Trand ationen
(t mj )mT z

ein Orthonormal-System im Raum L? ist.

Offensichtlich ist die Skalierungsfunktion von Beispiel 14.1 orthonormal.

14.3 Lemma (Orthogonalitatsrelation)
Essei j T L? eine orthonormale Skalierungsfunktion.
i) Die Skalierungskoeffizienten

h,TC,mi z,

aus der Skalierungsgleichung erfiillen die Orthogonalitétsrel ationen
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a oy Ao, =4, firjedes ni Z.

mi Z

i) Wenn j zusétzlich kompakten Tréger hat, so sind nur endlich viele Skalierungskoeffizien-
ten

h_,mi Z,
von Null verschieden.
Beweis. ad i) Nach Voraussetzung gilt

dO,n :<J 1t-nj >:<\/§Xé hmtmqij ’\/EXé hst-ntEq}j >:

mi Z 2 2 dz 2 2

é 2)<hmtmqu ’hstﬁqgj >: é hmﬁj+2n2<tmqu ’th}J > é hmhm+2n .

m,sl Z 2 2 2 2 m,jl Z 2 2 2 2 mi z

ad ii) Zusammen mit
(t mj )mT z
bilden auch die skalierten Funktionen

(j -1m = Zﬂmqu )mTZ

2 2

ein Orthonormal-System. Aus der Skalierungsgleichung

j :é. hmJ -1,m

mi Z
folgt fir jedesk1 Z

G )= & N (i camed 1) =N

mi Z
Im Falle eines kompakten Tragers suppj sind fur grof3e Werte von | k | die Trager digunkt
suppj Csuppj ., = A
also

hk = O, QED.

14.4 Bemerkung (Unterraum-Struktur zu einer Skalierungs-
funktion)

Flr eine gegebene Skalierungsfunktionj faldt man den Unterraum

Vo =spanc (j o :mi Z)1 L

als den Raum der Signale mit Details der MindestgroRe 2° =1 auf, der in den Raum

Vy=span (j oy, imi Z)1 L
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der Signale mit Details der MindestgroRe 27+ = % eingebettet ist. Die Orthogonal projektion

Vai® Vo

projiziert auf den niederfrequenten Teilraum der Signale mit Details doppelter Mindestgrofie.
Das orthogonale Komplement

W,:=V, 1V,

ist der Raum der Signale, welche die Details der genauen GroRe 2°* :% erfassen. Wir iterie-

ren das Verfahren, die niederfrequenten Anteile herauszuprojizieren, und setzen fir beliebiges
kT z:

Vi =spang (j y,iml Z)1 L
der Unterraum der Signale mit Details der Mindestgréfze 2 und
W, =V, 1V,,,

der Unterraum der Signale mit Details der genauen Grol3e 21 Das Ergebnisist eine aufstei-
gende Folge von Unterraumen von Signalen:

Ol .1 V,1 V1 V1 V. 1 V,I.llL?
Hinzunahmefeinerer Details zu hoheren Frequenzen 3%.®

2%, Reduktion auf grobere Detailszu niedrigeren Frequenzen

Wir zeigen, dal3 diese Unterraum-Struktur bereits unter einer schwachen Zusatzvoraussetzung
an die Skalierungsfunktion eine separable Ausschdpfung des gesamten Hilbert-Raumes liefert.

14.5 Satz (Multi-Skalen-Analyse)

Eine orthonormal e Skalierungsfunktion
jTLeclimity(0)ro0
erzeugt eine Multi-Skalen-Analyse, d.h. die aufsteigende Folge
Ol .1 V,1 V1 VIV, I V,I.lL?

von abgeschlossenen Unterraumen des Hilbert-Raumes L?

V, =spanc(j o, mi )kl Z,
Ist eine separable Ausschopfung:
0=V, und L>=]J V,.

ki z ki z
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Beweis. i) Die Skalierungsgleichung liefert
V1 V,,
und durch weitere Skalierung folgt
Vier 1 Vi firdlekl z.

i) Zum Beweis der Ausschopfungseigenschaft ist zu zeigen, dal3 der Orthogonalraum von

L?=J V,

Kz
nur die Null enthélt.
Wir bezeichnen mit
P :L*%#®V, ki Z,
die Orthogonal projektion und betrachten ein beliebiges Element f 1 L? mit
P(f)=0 furaleki Z.

Zu vorgegebenem e > 0 wahlen wir eine Funktion g1 L2, deren Fourier-Transforma-
tion g kompakten Tréger hat

suppdl [ R, R R R,

und die Fourier-Transformation von f approximiert

f- @||<e
Dann gilt auch
[f-gf<e
Esfolgt
R(9)=Rg)- R(f)=R(g-f)
und

IR(0)| =] P(g-f)|E]g-f|<e.

Fir jedeski N ist die Folge

eine Hilbert-Basis von Vy, aso gilt

[P@] =8 [(8jm)

|2
m Z mi Z

Unter Verwendung von

M em(W)=425 em2 v (25w
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gemal3 Lemma4.7 berechnen wir

R

(87 e )=V2° 58w (2w )em*™ dw=
-R

2klR L
V2p x| > Og( )7 24w )e™ ™ dw.

Fir den Grenziibergang
k® -¥

e
¢

betrachten wir die Hilbert-Raume L2¢ [ -2Kp, 27 p ]ﬂ

C k-1
¢ |20
e Y

im2Xw
(e )mT z

nach Satz 3.11 eine Hilbert-Basis sind. Das feste Integrationsintervall
[- R.R]

in denen jeweils die Folgen

Q -l ol O

der trigonometrischen Monome

ist fUr grof3e Werte von -k enthalten in den Intervallen
[- 2"‘p,2"‘pJ.
Damit ist
(6T m )
bis auf den Faktor @ der m-te Fourier-K oeffizient der Funktion

%

-~

65, .1 2‘9[ 2 p.2 ]
Fp

Esgilt also fur grof3e Werte von -k

-|-_ & O

&..

8(85 )| =204 0 T [

ml Z

und insgesamt

Wegen
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ist nach Lemma4.5 die Fourier-Transformierte | stetig. Da g auf3erdem kompakten Trager
hat, folgt im Grenziibergang

limgxq,.[ =§57(0),

aso
. ~ =2 ~ = 2
e lim| R (g)[ = lim2p| 6>, | =2p| &]" 47 (0)]
und
lol* =18 e——"—.
2p|7(0)]|’
Aus der Abschétzung
ITIE[T-9f+lglE e+ |—
2p|7(0))]
folgt die Behauptung
f=0.
lii) Es sai eine Funktion
f1 (Vi
(A

vorgegeben. Zu vorgegebenem e > 0 wahlen wir al's Approximation von f eine stetige Funkti-
onfeT L?mit kompaktem Trager

suppfel [- R,R],RI R,
und

Hf-fe<e.

Esfolgt fur alek z

[t]= ()] =] (Rlf)- R(£2))+R(te)
[R(f)- R(te)]+ k(fe) (52)].

dafir die Orthogonal projektion Py gilt

£

| R ]=1.

Wir berechnen

[eue )

m mz|.R
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R

8 0 *(x)| dx il x)| o £

mzZ_Rr "R

117 & 2 g (2% m)| "o =

I z ‘R
ok
[te]*&  oli (2)Pdz=]te|" & ¢li (2)|"dz
2¥R-m mzy.

mit Intervallen
lew =|- 27¥R- m 2 R- m],
die fur grof3es k bzgl. m paarweise digunkt sind:
a oli(z)]7dze i (z)]*dz.

mT ya Ik,m U|k’m
Dadie Lange der Intervalleim Grenzwert k® ¥ verschwindet, folgt aus dem Satz von der
majorisierten Konvergenz
lima @i (z)|"dz=0,

ke o

k,m

also insgesamt

lim| R ()" =0
und
If|£e.
Dae> 0 beliebig ist, folgt
f=0, QED.

Die Multi-Skalen-Analyse hat die wichtige Eigenschaft, dal3 sie Gber ihre Skalierungsfunktion
ein Wavelet liefert. Und dieses Wavelet y erzeugt sogar einen Wavelet-Frame (v, 2, 1), der
eine Hilbert-Basisist.
14.6 Satz (Wavelets einer Multi-Skalen-Analyse)
Essei j T L>C L' mit

r(o)ro
eine orthonormale Skalierungsfunktion mit Skalierungsgleichung

j :é hm>q -1m*

mi Z
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Definiert man die folgenden Koeffizienten

0.:=(-D"heml C, mi Z,
so gilt:
i) Die Funktion

y = é gm>q —1,mT L2

mi Z
ist ein Wavelet.
ii) Bzgl. der zuj gehdrigen Multi-Skalen-Analyseist fiir jedesk 1 Z die Familie

& =t Gy
N
eine Hilbert-Basis des Orthogonal raumes
W, =V, 1 V,,.

Insbesondere ist das Tupel (y, 2, 1) ein Wavelet-Frame, der sogar eine Hilbert-Basis von L?
liefert.

Beweis. Die Funktion

y ::é gm>q -1,mT L2

m Z
ist wohldefiniert, weil die Folge (j _,,,).; ; €n Orthonormal-System ist und die Koeffizienten
(Om)mi z quadrat-summierbar sind nach Lemma 14.3

ale.l"=a|h, | =1<¥.

ml Z mi Z
Es gentigt, die Hilbert-Basis Eigenschaft fur k = 0 zu zeigen. Nach Definition gilt y T V_,.
Zunéchst steht y auf allen Tranglationen

tm ,mi Z,
der Skalierungsfunktion senkrecht steht: Wir berechnen - unter Verwendung von

tmj -1k :j -1,2m+k

<y!tmj >: é gkﬁs<J -1,k’tmj -1,s>: é. ngS<J -l,k’j -1,2m+s>: é gkﬁsdk,2m+s:

k.dz kg z k.d zZ
é (- 1)S i 2m-shs = é he 2(m+s)HZS - é . 2(m+s)- 1thos =
dz dz dz

o T T o T
a h1+2| h-2(m+|) - a h-2(m+5)
1Tz

dz

=l

1+2s = O -

Also gilt

yT W=V, 1 V..
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DieFolge (t,y )., istein Orthogonalsystem:

<tmy’tny >: é gkél<] —1,2m+k’tmj -1,2n+l >: é gk§|d2m+k,2n+l =

kI z kI z

a (' 1)kﬁl-k(' 1)kh1 2(m- n)- k a h hk 2(m- n)- k do,m-n'

Kz ki z

Die Folge (t Y )mT , istvollstandig im Unterraum W - oder gleichwertig: Die Folge

(tmy)mTZ E (th )mTZ
ist vollstandig im Unterraum
V,=V,Aw,.

Hierfur ist nur die Darstellbarkeit der Funktion | .1 o zu zeigen. Wie verwenden die Parseval-
sche Gleichung (Korollar 1.9):

E|lz| J 100 my |2+|<j-1,0’tmj >|2:

2 2

é é. ék<J -l,O’j -1,2m+k > é H <J -1,0’j -1,2m+k > =
mi Kz Kz
2 2
o o o T o 2 2 o 2
a. a gkd0,2m+k + a. hkdO,2m+k = a. | h1+2m | +| h-Zm | = a | hm | =
m Z |kl z ki Z ml Z ml Z
nach Lemma 14.3. Andererseits gilt
i o] =1.

Nach Satz 14.5 schopfen die Raume (V, ),;, und damit auch die Réume (W, )., den gesam-
ten Hilbert-Raum L aus.

Die Zul&ssigkeitsbedingung folgt aus dem bereitsin Kapitel 12 erwahnten allgemeinen Sach-
verhalt ((LMR1998], Lemma 2.1.3), dal3 ein fester Frame (y , @ b) mit Frame-Konstante A die

Zulassigkeitbedingung
y(w)|*
c, =2p (‘JidW:ZXAxbﬂna <¥
R

erflllt. Daher ist (y, 2, 1) ein Wavelet-Frame, der sogar eine Hilbert-Basis von L? liefert,
QED.

14.7 Bemerkung (Wavelets einer Multi-Skalen-Analyse)

Die orthonormal e Skalierungsfunktion aus Beispiel 14.1 definiert Gber ihre Multi-Skalen-
Analyse das Haar-Wavelet. Es gibt jedoch Wavelets, die nicht Gber eine Multiskalenanalyse
gewonnen werden kénnen, vgl. [LMR1998], Kapitel 2.2.
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Nach Satz 14.6 erhdlt man ein Wavelet, wenn man von einer orthonormalen Skalierungsfunk-
tion ausgeht, die eine schwache Zusatzvoraussetzung erfillt. Das aus der Folge ihrer Skalie-
rungs-K oeffizienten (h, ), konstruierte Wavelet liefert einen Frame, der sogar eine Hilbert-

Basisist. Welche Voraussetzungen muf3 umgekehrt eine Folge von K oeffizienten
(hk )kT z
erfullen, damit sie als Skalierungs-K oeffizienten eine solche Skalierungsfunktion definieren?

Wir betrachten die Frage im Frequenzraum und formulieren eine notwendige Bedingung:

14.8 Lemma (Skalierung im Frequenzraum)

1) Eine Funktion

jTLe
erfullt genau dann die Skalierungsgleichung
i =& hal am
ml Z

wenn fir ihre Fourier-Tranformierte | gilt
~ W, .., 6 W
w)=H(— —
F(W)=HE)T ()
mit der trigonometrischen Reihe
1o - ikw
—a h,e™,
\/EmTZ

dem Fourier-Filter der Skalierungs-Koeffizienten (h,,)

H(w):=

mz:*

ii) Eine Skalierungsfunktion j T L? ist genau dann orthonormal, wenn fiir ihre Fourier-Trans-
formation gilt

E°1|f(W+k2p)|2:2—1F) fir fast allewl R.

Kl Z
Fur eine orthonormale Skalierungsfunktion
jTrc?miti(o)ro
gilt bereits

17 (0) :%p und | (k2p)=0 firk? 0.

iii) Das Fourier-Filter einer orthonormalen Skalierungsfunktion
jTlc?mitj (0)0
erfullt die Orthogonalitéatsbedingung
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[ H(w)|*+|H(w+p)|*=1wi R.
Insbesondere gilt H(0) =1und H(p) =0, d.h.
ah,=v2ud §(-1)"h_=0.

mi Z mi Z
Beweis. ad i) Zum Bewels wenden wir auf die Darstellung

j =V2xQ h,t,q

mi Z 2 2
die Fourier-Transformation und die Formeln von Lemma 4.7 an:

P (W)=v2x & h,e's" 5 &0
2mTZ e2g

Die umgekehrte Richtung folgt aus der Tatsache, dal’ die Fourier-Transformation ein |somor-
phismusist.

ad ii) Fur eine orthonormale Skalierungsfunktionj gilt

. . -~ -~ “~ 2 - imw p\ = - imw
o = (it ) =(T e )= 7 W)[ e ™dw= & [T (w+k2p)| e ™dw.
R -pkZ

Die periodische Funktion

R%® C,wi> Q |I" (w+k2p)|*

ki z
hat also den m-ten Fourier-K oeffizienten
dy
2p

Aus Satz 3.11 folgt die Behauptung

E°1|f(W+k2p)|2:2—1F) fir fast allewl R.

ki z

In der umgekehrten Richtung erh&lt man aus der Berechnung der Fourier-Koeffizienten die
Orthonormalitét.

Nun sei
j T L*C L? orthonormal mit | (0)? 0.
Wir wahlen eine Funktiong1 L2 gt 0, mit
suppdl [-1,1].
Analog zum Beweis von Satz 14.5 gilt fUr grole Werte von -k

[Pa]*=|Ra|*=& | (8] n)| =20] 8T

ml Z

Nach Satz Satz 14.5 gilt
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lim|Ral”=lal"=]a]"

andererseits
_ . -2 - ~
lim 2p| g=a,.7" | =2p|7 (0)|°] §]".
Esfolgt
. 1
0)]*==—.
(o) =5

Dadie Fourier-Transformierte | stetig ist, gilt die Gleichung

Q| 2 _ 1
ali wrk2p)[ ===
sz| | 2p

fur alle Argumentew R, insbesondere also fiir w = 0. Hieraus folgt
i (k2p)=0furk? o.

ad ii1) Aus der Skalierungsgleichung im Fourier-Raum folgt nach Teil i) unter der V orausset-
zung

r(o)o
die Gleichung
H(0) = 1.

Zum Beweis der Orthogonalitétsbedingung des Fourier-Filters berechnen wir nach Tell i)
und i)

2

2
1 - W 0 ~ W 0
—=a | (w+2kp)|"=8 |HES +kp = {J C-+kp 2| =
2P iz Kz é 2 1] e 2 1)
W ..2 W ..2 W ..2 W ..2
a ng—+2kp9 {fge—+2kp2 +a ng—+p+2kp9 {]ﬂée—+p+2kpg
wz| €2 @ é 2 g Wz 2 o é 2 @
2 2 2 2
kW O] o |~aew 0 ew O] o |~a&Ww
He— x|l a|l¢5t2kp=| +|He+px a |f ¢ +p+t2kp = =
€29 wz| €2 a é 2 g wz| €
. 2
‘ngLVg Lo pEw, e L
€29 2p é2 gl 2p
aso
..2 ..2
‘H@‘e"—"g +[HEY +p 9 =1firalewl R, QED.
e2g e 2 %)

Der folgende Satz formuliert hinreichende Bedingungen daflr, dal3 eine Koeffizientenfolge als
Folge von Skalierungskoeffizienten von einer Skalierungsfunktion stammt.
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14.9 Satz (Konstruktion von Skalierungsfunktionen)
Gegeben sai ein Fourier-Filter

Hi L{H(w)::ié h, e™ mit

V2 iz
Orthogonalitétsbedingung
| H(w)|*+| H(w+p)|* =1furdlewl R
Normierung
H() =1
Holderstetigkeit im Nullpunkt, d.h.
esgibt C, e>0mit | H(0) - H(w) [<C|w|° furadlewl R

und "Cohen-Bedingung", d.h.

ohne Nullstelle im Intervall § - E,E‘,J_
& 2'2H
Dann konvergieren die Funktionen (] ).,
- 1 A ®eW o
] m(W)-—Tpg Hggjﬂc[zmpzmp](w)

im Hilbert-Raum L? gegen eine Funktion | , deren inverse Fourier-Transformationj T L2 eine
orthonormale Skalierungsfunktion ist.

Beweis. [LMR1998], Satz 2.4.7.

Wir studieren nun Fourier-Filter H, welche die Voraussetzungen von Satz 14.9 erfillen. Dabel
beschréanken wir uns auf trigonometrische Polynome mit reellen Skalierungskoeffizienten:

N
HT L2, H(w) ::ié h,e™ h T Rfirk=0,.,N.

k=0

Die Beschrankung auf Polynome bewirkt, dal3 die resultierenden Skalierungsfunktionen kom-
pakten Tréager haben. Da die Skalierungskoeffizienten reell sind, ist die Funktion

q:=|H|"T L

wegen

ein gerades trigonometrisches Polynom
a(w)=a(-w)

mit
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9°0,q(0)=1undgw)+q(w+p)=1

Die Fourier-Reihe eines geraden trigonometrischen Polynoms mit rellen Fourier-
Koeffizienten enthélt nur cos-Terme. Wegen der Periodizitatsbedingung enthalt die Fourier-
Entwicklung von q zudem nur ungerade K oeffizienten. Also gehort g zur Menge der trigono-
metrischen Reihen

K::: [02p]f30f(w):—+aakcos(2k l)waakzlu.
1 2 o1 kel va)

Diese Menge ist konvex, ihre endlich-dimensionalen Teilmengen trigonometrischer Polynome

k=1 k31

Ky:=f f1 12[0,2p]: f30f(w):§+aakcos(2k Hw, aak_—% NT N,
|

sind konvexe und beschrankte Teilmengen von R". Damit lassen sie sich als konvexe Kombi-
nation ihrer Extremal punkte darstellen:

14.10 Satz (Extremalpunkt)
Fur jede konvexe und beschrankte Menge

N N
Kyi=i 1 [02p]f30f(w)—§+aakcos(2k Hw, aakzég NT N,
|

k=1 k=1

ist die Funktion
QNT KN’qN(W) ::1'

ein Extremal punkt von Ky.

Beweis. Vgl. [LMR1998], Lemma 2.4.21. Man konstruiert gy as Durchschnitt von N-1 Stiitz-
Hyperflachen und der durch die Gleichung

N

Q —
aa =
k=

N

iy

definierten Hyperflache. Dieses System von N linear-unabhangigen linearen Gleichungen in
N Veranderlichen hat eine eindeutig bestimmte L 6sung.

14.11 Beispiel (Daubechies-Wavelets im Uberblick)

Die Extremal punkte aus Satz 14.10 liefern eine Folge von Wavelets, die Daubechies-
Waveletsy n, N 3 2. Ihre Bedeutung liegt darin, dal3 sie kompakten Trager haben und mit
wachsendem N immer bessere Differenzierbarkeitseigenschaften. Aul3erdem liefert jedesy
liber den Wavelet-Frame (y v, 2, 1) eine Hilbert-Basis von L>.

Wir gehen aus von dem Extremal punkt fir N = 2.
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cpintdt
q,1 K, g,(w):=1- g—
Cpin’tdt
0
Esist
(‘finStdt =- Ecosw+ icos3w+g,
. 4 12 3
also
p
. 4
eindtdt=—
& 3
und
1 9 1
W)==+—C0S W - —COS 3W.
G.(w) 2 16 16

Fur das Fourier-Filter machen wir den Ansatz

h.e™™ mith, T R,k=0,12,3.

Qo

H,(w)=

=
1l

0

Die Gleichung
a=[H|"

liefert Uber einen Koeffizientenvergleich das folgende System von vier quadratischen Glei-
chungen:

h,>+h’+h+h’ =1

9
h.h,+h,h, +h,h, =—
o T 1ML T HsM, =2 e

h,h, +h;h, =0

1
h,h, =- —.
°0 16
Es hat die eindeutige L 6sung

3-4/3 n _3+43 n _1+4/3

a2 a2t a2

Das Fourier-Filter H ist as trigonometrische Polynom Hélder-stetig und hat - wie sein Qua-
drat g - keine Nullstelle im Intervall

h _1-43 h

u

H

N o

P
)

D> (D~
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Nach Satz 14.9 konvergieren die Funktionen (J )

mi Z
- 1 A 2eW o
j m(W)-—Tp(j:)l HE 57 ~Clampmpl(W)

gegen die Fourier-Transformation einer orthonormalen Skalierungsfunktion j . Das zugehtri-
ge Wavelet y 5, heildt 2-tes Daubechies-Wavelet. Sein Wavelet-Frame (y o, 2, 1) ist eine Hil-
bert-Basis von L? aus stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger.

Die allgemeine Konstruktion fiir beliebiges N T N liefert das N-te Daubechies-Wavelet y y,
dessen Frame (y n, 2, 1) ebenfalls eine Hilbert-Basisist. Das N-te Daubechies-Wavelet hat
kompakten Tréger. Seine Differenzierbarkeitsklasse C* wachst linear mit N; bereits fir N =5
isty s stetig differenzierbar.



Schnelle Wavel et-Transformation 107

15 Schnelle Wavelet-Transformation

Unter der schnellen Wavelet-Transformation versteht man Algorithmen zur schnellen Berech-
nung der diskreten Wavelet-Transformation. Die Analyse berechnet die Folge der Wavel et-

K oeffizienten eines gegebenen Signals, die Synthese rekonstruiert aus den Wavel et-

K oeffizienten das Ausgangssignal.

Alle vorgestellten Algorithmen beruhen auf der Multi-Skalen-Anayse und benutzen als we-
sentliche mathematische Operationen Faltungsoperatoren im Hilbert-Raum 1%(Z).

15.1 Bezeichnung (Skalierungsfunktion und Wavelet)

Wielegen in diesem Kapitel eine feste Multi-Skalen-Analyse zugrunde, die von einer ortho-
normalen Skalierungsfunktion

jTL2cl mitj(o)ro
und Skalierungsgleichung
j = é. hmJ -1,m

mi Z
erzeugt wird. Essel y das geméal’ Satz 14.6 erzeugte orthonormale Wavel et
Y =8 O 1wl Lmitg, :=(-)"hnl C,mi Z.
ml Z

Day einen Wavelet-Frame (y, 2, 1) bildet, ist ein beliebiges Signal bereits durch seine Wa-
velet-K oeffizienten bzgl. des Frames festgelegt. Diese Koeffizienten sind die Fourier-K oeffi-
zienten, da der Frame sogar eine Hilbert-Basis von L? ist. Die zu analysierenden Signale wer-
den als Elemente des Grundraumes

1 Vy=spang(j o :mi Z),kT Z,

vorausgesetzt und dort durch ihre Fourier-K oeffizienten
<f’J O,m>, mi Z’

beschrieben. Allgemein bezeichnen wir mit

V, =spanc(j o, mi )kl Z,

den Raum der Signale mit Details der MindestgroRe 2¢ und mit

W, :=spang(y ., :mi Z)1 V, kT Z,

den Raum der Signale mit Details der genauen Grofe 2%, das orthogonale K omplement von V,
in V1.

15.2 Definition (Zerlegungs-Operatoren)

Fur eine summierbare Folge



Schnelle Wavel et-Transformation 108

(). T 1%(2)

von Skalierungskoeffizienten definieren wir auf dem Hilbert-Raum |2 = 1%(Z) die linearen
Operatoren:

"Faltung” mit den Skalierungskoeffizienten
H: 1® 1% H(c),,:=Q hnanc, undH*: 1?® 1%, H*(c), := & h, ., C.
ni z

ni z
und "Faltung" mit den abgel eiteten K oeffizienten

G IP® I, G(c),,=Q 0, C, UndG*: I°® I, G* (), = & Urpm C, -

ni z nl z

15.3 Bemerkung

i) Die beiden Operatoren G und H sind durch die I*-Norm von (hn).i z bzw. (gy) i z be-
schrankt.

ii) Die Paare (H, H*) und (G, G*) sind jeweils zueinander adjungiert:
<H(X),y>=<x, H*(y) >und < G(x), y > =< X, G*(y) >.

iii) Die Operatoren haben im Unterschied zur tblichen Faltung einen Faktor 2 bei der Ver-
schiebung des Index.

Der folgende Algorithmus berechnet die Wavel et-K oeffizienten eines Signals f T V,, aus dem

Grundraum auf einer Anzahl von Skalen mit immer groberen Details beziglich der orthogo-
nalen Zerlegung

K
Vo=V, AQWw, K31
k=1
Er ermittelt die Fourier-K oeffizienten von f
in den Raumen W, der Details der genauen GroRe 2°,2*,... 2¢2

und im Raum V der Details der MindestgroRe 2<.

15.4 Algorithmus (Schnelle Wavelet-Analyse)
Input.

Signal f1 V,, reprasentiert durch seine Fourier-K oeffizienten

Anzahl der gewiinschten SkalenK 3 1
Output.

Fourier-Koeffizienten der Projektion von f auf V¢
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CKm :<f1J K,m>, mT Z!

Wavel et-K oeffizienten aus W von f

dni=<f,yxm>mi Z, k=1,.K.

Algorithmus.
k=1
k£K
d“ =G (Y
c“=H ("
k=k+1

Abbildung 6 Schnelle Wavelet-Analyse

Beweis. Wir definieren
d* = (dm)mi z mit dn = <f,y km >
und ¢ := ()i z Mit K=<, j km>mi Z, ki Z,
und zeigen fur allek 3 1:
& =H () und d“ = G (Y.
Aus der Skalierungsgleichung
Jo0=@ Nl 1

nlz
folgt
j k,m = é hnj k-1,n+2m ?
nl Z
also

Ckm :<f,j k,m> = é Hn <f,j k-l,n+2m> = é En Ck_ln+2m: é Hn_zm Ck_ln — H(Ck'l)m_

nz nz niz
Mit der Definition des Wavel et
_ [} .
yo,o - a g, -1,n

nz
folgt
dkm = <f’y k,m> = é én <f ’j k-l,n+2m> = é én Ck_ln+2m = é én—Zm Ck_ln = G(Ck_l)m’ QED

iz i Z n z

=3
=]
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Der folgende Algorithmus rekonstruiert die Funktion

T Vy=spang(j o :mi Z)1 L2
aus ihren Wavelet-K oeffizienten zu Skalen mit Details verschiedener Grof3e gemal’ der ortho-
gonalen Zerlegung
K
[o]

Vo=V, AW, K31

k=1

15.5 Algorithmus (Schnelle Wavelet-Synthese)
Input.

Fourier-Koeffizienten der Projektion von f auf V¢
cKmi=<f,j km>mil Z
Wavelet-K oeffizienten aus Wy von f
dni=<f,y xm>mi Z k=1,.K.
Output.

Signal f1 V,, reprasentiert durch seine Fourier-K oeffizienten

Algorithmus.

k31

Al = H* () + G* ()

k=k-1

Abbildung 7 Schnelle Wavel et-Synthese
Beweis. Aufgrund der orthogonalen Zerlegungen
V., =V, AW,

und bzgl. der ausgezeichneten Hilbert-Basen dieser Raume gilt

é.<f’j k-1m >J k-1m :é<f,j ki >J k,i+é.<f’yk,i >yk,i

mi Z iz iz

also

é.ck_lmj k-1,m :é. (Ckij ki +d" Y ki )

ml Z 1

| Z
2 k-1 —
aC m] k-l,m_a

o
mi Z iz

é (Cki hjj k-1,j+2i +d" gjj k-1,j+2i )
iz




Schnelle Wavel et-Transformation 111

Durch Koeffizientenvergleich bei
jt2i=m,dh.j=m-2i
folgt
cim=Q (i h, , +d5 g, 5 )=H*(C), +G*(d*), , QED.

15.6 Bemerkung (Komplexitat)
Im Falle

von Signalen f mit nur endlich vielen von Null verschiedenen Fourier-K oeffizienten
(c’m) i , der Anzahl n

und der Verwendung einer festen Skalierungsfunktion mit nur endlich vielen Skalierungs-
koeffizienten der Anzahl N << n

hat die schnelle Wavelet-Analyse die Komplexitdt O(n).
Beweis. [LMR1998], Kapitel 2.3. Entscheidend ist, dal3 sich bei jedem Skalentibergang

ki— k+1

die Anzahl der von Null verschiedenen Koeffizienten (c*m),; , in etwa halbiert.
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