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Kapitel 0

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ,Extremalpunkte von Mengen von Matrizen mit vorgege-
bener Randverteilung® hat folgende Vorgeschichte: Im Sommer 1995 beschéftigten
sich Herr Prof. Dr. E. BEHRENDS und Herr U. VoLL mit dem Problemkreis ,opti-
maler Couplings“. Dabei wird ein Paar (X,Y) von mefbaren Abbildungen

(0.1) X, Y:Q—{1,...,n}

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum € als Coupling bezeichnet, falls Px = p und
Py = v, wobei pp = (p1,..., ftp,) und v = (v1,...,v,) gegebene Wahrscheinlichkeits-
mafe auf {1,...,n} sind. Man kann zeigen, dak dann immer

(0.2) PAX VY>3 | — il

i=1

gilt. (X,Y) wird als optimales Coupling bezeichnet, falls in (0.2) Gleichheit gilt.
Die Aufgabe, ein optimales Coupling zu finden, ist also identisch mit dem Pro-
blem, (X,Y) so zu bestimmen, daf P{X # Y} minimiert wird, das heifit, daf
P{X = Y} maximiert wird. Anders ausgedriickt, geht es darum, ein Mafs M auf
{1,...,n} x {1,...,n} zu finden, so dak die Randverteilungen y und v sind (die

Menge solcher Mafe wird mit D (u, v) bezeichnet) und 22:1 M (i, i) maximiert wird.

Aufgrund der speziellen Gestalt der Menge D(p, v) geniigt es dazu, 22:1 M{i, i) auf

den Extremalpunkten von D(u,v) zu maximieren.

Somit war das Interesse an der Kenntnis der Extremalpunkte von Mengen von
Mafen mit vorgegebener Randverteilung geweckt. Einige Literaturrecherchen erga-
ben, daft das Problem der Charakterisierung solcher Extremalpunktmengen seit der
Arbeit von BIRKHOFF 1946 (siehe [1]) in einer Vielzahl von Arbeiten untersucht
worden ist und es viele geloste und ungeléste Probleme zu diesem Thema gibt.
Von den Untersuchungsmethoden her ist dabei zwischen den Féllen diskreter Ma-
e und den Féllen kontinuierlicher Mafe zu unterscheiden. Wérend seit der Arbeit
von GRZASLEWICZ 1987 (siehe [4]) eine Charakterisierung der Extremalpunkte im
diskreten Fall existiert, ist das Problem im kontinuierlichen Fall noch weitgehend
ungeldst (die von LINDENSTRAUSS gegebene Charakterisierung (siehe [9] und Ab-
schnitt 1.4) erweist sich nicht als sehr hilfreich, wenn man fiir ein vorgegebenes Maf
entscheiden mdéchte, ob es extremal ist oder nicht).

In dieser Arbeit (respektive in Kapitel 2) werden die bekannten Charakterisierungen
im diskreten Fall (traditionell werden dabei Produktmafie mit Matrizen identifiziert)
zusammengestellt und in einigen Féllen verallgemeinert und ergénzt (zum Beispiel
werden auch {iberabzéhlbare diskrete Mafrdume betrachtet). Dabei wird zunéchst



in Abschnitt 2.2 der Satz von LINDENSTRAUSS auf diskrete Mafte angewendet. In
Abschnitt 2.4 werden dann die Charakterisierungen aus [4] zusammengestellt, wo-
bei hier konsequent die Sprache der Graphentheorie verwendet wird (neu sind die
Sétze 2.4.11 und 2.4.27). In Abschnitt 2.6 werden einige Aspekte des anscheinend
sehr schwierigen Problems exponierter Punkte von Mengen von Matrizen mit vor-
gegebener Randverteilung betrachtet.

Am leichtesten ist die Charakterisierung der Extremalpunkte erwartungsgemafs fiir
endliche diskrete Mafie. Dieser Fall wird in Abschnitt 2.5 behandelt. Man kennt in
diesem Fall sogar einen Algorithmus, der die Extremalpunkte erzeugt (siche Ab-
schnitt A.1 fiir eine Implementation).

In Kapitel 3 wird in verschiedenen Féllen die Kardinalitidt der Extremalpunktmen-
gen bestimmt. Schon im endlichen Fall gibt es hier noch viele offene Fragen. Zum
Beispiel scheint es bisher keinen Algorithmus zu geben, der die Anzahl der Extre-
malpunkte berechnet, ohne sie alle explizit zu bestimmen. Fiir den 2 x n-Fall ist es
gelungen, einen solchen Algorithmus zu finden (siehe Definition 3.2.1, Satz 3.2.3 und
Abschnitt A.2). Allerdings muf fiir diesen Algorithmus das sogenannte ,,Knapsack-
Problem® gelost werden, von dem bekannt ist, daff es NP-vollstdndig ist (siche zum

Beispiel [3, S. 247]).

Als Ausblick sei erwdhnt, daf eine Fortfiihrung der Arbeit in verschiedene Rich-
tungen interessant erscheint. Zum einen stellt sich die Frage, wie sich die Theorie
verdndert, wenn die Mafe nicht ldnger reellwertig sind (man kénnte sich vorstellen,
Werte in einem Banachraum zuzulassen, auf dem ein spitzer Kegel eine Ordnungs-
struktur liefert). In der anderen Richtung kann man Produktmafe mit vorgegebener

Randverteilung mit mehr als zwei Komponenten betrachten. Schlietslich bleibt noch
das weite Feld kontinuierlicher Mafe.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. E. BEHRENDS fiir die Betreuung dieser
Arbeit danken, sowie fiir viele hilfreiche Anregungen und Gespriche. Ebenso gilt
mein Dank den Mitgliedern der ,Montagsarbeitsgruppe®, die ebenfalls gute Anre-
gungen fiir meine Arbeit lieferten.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Definition von konvex und extremal

Definition 1.1.1. Eine Teilmenge M eines reellen Vektorraums heifst konver genau
dann, wenn

1.1 ' 1- M.

(1.1) robarogn @ Pt —ay e

Definition 1.1.2. Sei M eine konvexe Menge geméf Definition 1.1.1 und 2 € M.
Man nennt z einen Fztremalpunkt von M genau dann, wenn

(1.2) $1,$\V2/€M 0<‘Z’<1(1: =ari+(l—a)zy = =121 ==2).

Die Menge der Extremalpunkte von M bezeichne mit E(M).

Es ist manchmal niitzlich zu wissen, daf es fiir konvexes M und einen als Konvex-
kombination 2 = az; + (1 — a)zy gegebenen Punkt 2 € M mit zq,22 € M und
a €]0, 1[ immer Punkte Z1, 22 € M gibt, so dafi z = %1‘1 + %zz. Es gilt das folgende
Lemma:

Lemma 1.1.3. Sei M eine konvere Menge und x € M. Dann ist

1 1
(1.3) zr€EM) & xm‘v’EM <J;:§m1+§$2 = m:x1:m2>.

Beweis. Der ,=“-Teil folgt, indem man in (1.2) a = % setzt. Bleibt ,<* zu zeigen.
Angenommen es gibt z1,29 € M und 0 < a < 1,s0dafl # = az1+ (1 —«)z2. Indem
man zur Not die Indizes von z1 und z2 vertauscht, kann man o > 13 annehmen.
Setze

200 — 1 200 — 1
y1=x1 und y, = r+ 11— za.
« «
1

Im Intervall [1,1] ist 22=1 streng monoton steigend (die Ableitung ist —7), und die
Randwerte sind 0 fiir @ = 1 beziehungsweise 1 fiir @ = 1. Also ist 0 < % < 1 fiir
% < a < 1. Da M konvex ist, folgt y2 € M. Nun erhdlt man, wie gewlinscht, = als
Konvexkombination von y; und ys:

1 1 _1 1 /2a—1 1 2) | 200 — 1 ’
§y1+§y2—§x1+5 - (a1 + (1 —a)za)+ |1 - )

[e%

+(1 ) 1 +‘2a—1
= azx —a)ry | —
! 2 2« 2«

>:am1+(1—a)x2:x.
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Nach Voraussetzung ist damit z = y; = ya, das heifst = 1. Daraus folgt dann
auch z = z,. |

Bemerkung 1.1.4. Sind M, M konvexe Mengen und L: M — M eine affine,
bijektive Abbildung, so ist L(E(M)) = E(M).

1.2 Einige Begriffe aus der Graphentheorie

Definition 1.2.1. Ein Graph G = (V, E) ist ein Paar aus einer Menge V = V(G)

von FEcken (Vertices) und einer Menge E = E(G) C (‘2/) von Kanten (Edges).

(‘2/) ist die Menge der zweielementigen Teilmengen von V. Ein gewichteter Graph
G = (V, E,w) besteht aus einem Graph (V, E) zusammen mit einer Gewichtsfunk-
tionw: E — R.

Definition 1.2.2. Ein Graph G' = (V' F’) ist ein Sub- oder Teilgraph eines Gra-
phen G = (V, F) genau dann, wenn V' C V und E’ C FE. In diesem Fall schreibe
G' < G (im Fall gewichteter Graphen G = (V, F,w) und G' = (V' F',w') wird
zusitzlich verlangt, dal w’ = wlg/). Ist U C V, so heikt G|y := (U, EN (g)) der
von U induzierte Teilgraph von G (beziehungsweise G|y := (U, E N (g), ern(g))

im gewichteten Fall).

Definition 1.2.3. Seien G = (V, E), G' = (V', F'), G = (V, E) Graphen, so daR
GL<GV'NV=0,EENE=0.

(a) Definiere G =V :=Gly\p, G- E:=(V,E\ E),G -G :=G— E—V (im Fall
eines gewichteten Graphen G' = (V, E, w) erfolgen die Definitionen genauso,
nur daf dann G — E:=(V,E\ E, wlpp). Fir V = {v} kénnen die Men-
genklammern auch weggelassen werden, das heifst, man schreibt G' — v fiir

G — {v}.
(b) Definiere G+ G’ := (VUV', EUE"),

G+, V':i=(VUV,E), G+.F:=(VU|]eEUF)
ec B!
(im Fall gewichteter Graphen G = (V, E,w) und G' = (V', E', w') definiere
entsprechend G + G’ := (VUV/, EUE' w,),

G+, V' :i=(VUV Ew), G+.FE :=(VU U e, EUE  wy),
ec '

w(e) firee F, )
w'(e) firee B 7

Definition 1.2.4. Sei G = (V, E) ein Graph. Jeder Ecke v € V wird ihr Grad dg(v)
zugeordnet. Es ist dg(v) := #{e € E: v € e}. Wenn es aus dem Zusammenhang
klar ist, welcher Graph gemeint ist, so schreibt man auch d(v) statt dg(v).

Definition 1.2.5. Sei G = (V, F) ein Graph. Ein Kantenzug K ist eine Abbildung
K : A — V, wobei A ein (méglicherweise unendlicher) Abschnitt von 7 ist, und
fir 4,14+ 1 € A ist {v;,v;41} € F. [(K) := #A ist die Linge des Kantenzuges. Tst
A = (io,1%0+1,...,i0+k) endlich und v;; = v;, 4, so heiflt K ein geschlossener Kan-
tenzug, ansonsten ein offener Kantenzug. Ein injektiver Kantenzug heifit ein Weg.
Seien u,v € V. Ein uv-Weg ist ein endlicher Weg W : (ip,io+ 1,...,i0+ k) — V
mit W (ip) = v und W (i + k) = v. Hiufig wird ein Kantenzug K mit seinem Bild
identifiziert (z.B. K = (vo, ..., vx)) oder auch mit dem von seinem Bild induzierten

Teilgraphen (z.B. K = (V(K), F(K))).

wobei wy 1 FEUE' — R, wy (e) := {
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Definition 1.2.6. Sei G = (V, F) ein Graph. Der Abstand zweier Ecken u,v € V
ist definiert durch dg(u, v) = d(u,v) := inf{{(W) : W ist ein uv-Weg}. Die Zusam-

menhangskomponente einer Ecke v € V ist
Zhkg(v) = Zhk(v) := {v € V : d(u,v) < oo}.
Oft wird auch der von Zhk(v) induzierte Teilgraph mit Zhk(v) identifiziert.

Bemerkung 1.2.7. Sei G = (V, E) ein Graph. Durch
v~w & w € Zhk(v)

wird eine Aquivalenzrelation auf V definiert.

Definition 1.2.8. Sei G = (V, E) ein Graph. Die induzierten Graphen der Aqui-
valenzklassen der in Bemerkung 1.2.7 definierten Relation heiften Zusammenhangs-
komponenten von . Die Menge der Zusammenhangskomponenten von G werde mit

Zhk(G) bezeichnet. G heift zusammenhdngend genau dann, wenn # Zhk(G) = 1.

Definition 1.2.9. Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Kreis ist ein geschlossener Kan-
tenzug C' = (vig, ..., Vig4k) Mit[(C) > 3, so dal (v, ..., v 4x) ein Weg ist. Enth&lt
G keinen Kreis, so heilt G kreisfrei. Dann wird G auch als Wald bezeichnet. Ist G

auferdem zusammenhéngend, so heift G ein Baum.

Lemma 1.2.10. Sei G = (V, E) ein Graph. G ist genau dann ein Wald, wenn alle
Zusammenhangskomponenten von GG Bdume sind.

Beweis. ,=“: Gébe es einen Kreis C' in einer Zusammenhangskomponente von G,
so wire C' auch ein Kreis in G, das heifft G wire kein Wald. ,<<*: Hat G einen Kreis
C, so liegen alle zu C' gehdrenden Ecken in der selben Zusammenhangskomponente,
welche also kein Baum sein kann. |

Lemma 1.2.11. Sei G = (V, E) ein Baum. Fiir u,v € V gibt es genau einen
uv-Weg in G.

Beweis. Fiir u = v ist nichts zu zeigen. Sei also u # v. Da G zusammenhingend ist,
gibt es einen uv-Weg. Angenommen es gibt zwei verschiedene uv-Wege

W1:(u1,...,uk), Wg:(t’],...,vl),
mit uy = v1 = u, ur = v; = v (sieche Abbildung 1.1). Sei 7o := min{i: u; ¢ Wa},
i1 :=min{i > ip : u; € Wa}. Dann gibt es 1 < jo < j1 <, so dak (vj,,...,v;,) ein
Ujo—1ui,-Weg ist. Nun ist K := (ujg, ..., Ui, = Vjy,..., 05, = Uso—1, U;,) ein Kreis,
das heifit, G ist kein Baum. |
Definition 1.2.12. Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit genau dann, wenn

V=SUTund V 3 (se€SundteT).
eCE s,t€e ’

1.3 Malfstheoretische Grundlagen

Definition 1.3.1. (I1,&1,m1), (I2, 2, my) seien Makrdume (hier und im folgenden
sind Mafe immer nichtnegativ, ansonsten heifen sie signierte Make). Weiter sei
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Abbildung 1.1: Zum Beweis von Lemma 1.2.11

& = &1® &, die Produkt-o-Algebra von £; und &,. Ein Maf p auf (I; x I, £) heifit
doppelt stochastisch' beziiglich mq, my genau dann, wenn

(14) Al\ggl /,L(Al X Ig) = ml(Al_) und Az\zé'z /,L(Il X AQ) = 7’77,2(142)

Mit D(m1, m2) (gelegentlich auch mit D(= mq, = m3)) bezeichne die Menge aller
doppelt stochastischen Mafe beziiglich m1, my. Man sagt auch, y € D(mq, ma) hat
die Randverteilungen my, ma.

Ein MaR p auf (I x I3, ) heilt doppelt substochastisch® beziiglich mq, ms genau
dann, wenn

(]5) \7’8 /J(Al X [2) S ml(Al_) und Y /,L([l X Az) S 7’77,2(/42).

A€€, A€,
Mit P(< mq,< ma) bezeichne die Menge aller doppelt substochastischen Mafie

beziiglich my, ma.

Bemerkung 1.3.2. Sind Makrdume (I1,&1,m1), (I2,E2, m2) und pu € D(my, my)
gegeben, so gilt wegen (1.4), dak

(1.6) p(l x I2) = my(I1) = ma(T2).
Insbesondere gilt
(]7) D(ml, mz) ;é @ = ml(fl) = mz([z)

Bemerkung 1.3.3. Fiir Makrdume (I1, &1, m1), (I2, €2, ma) sind D(mq, my) und
D(< mq, < may) konvexe Mengen.

Eines der Hauptanliegen der folgenden Kapitel wird sein, die Mengen der Extre-
malpunkte E(D(my, my)) und E(D(< mq, < my)) zu untersuchen.

Definition 1.3.4. Ein Mafraum (I, m) := (I, £, m) heift diskret genau dann, wenn
E=21 'le m(7) < oo, A\zs m(A) = ) ;c 4 m(i), mit der Konvention, dak Summen
iiber iiberabzihlbar viele positive Elemente unendlich sind. Durch

#Hncl :i=#{i€T: m(i) >0}

werde die Kardinalitit der ,nichttrivialen® Punkte in I bezeichnet.

1Obwohl die Bezeichnung ,stochastisch® eigentlich nur fiir Wahrscheinlichkeitsmafe zulissig
ist, soll sie GRZASLEWICZ folgend (siehe [4]) hier und im folgenden in etwas allgemeinerem Sinne
verwendet werden.

?Die Bemerkung der vohergehenden Fufinote gilt hier entsprechend.
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Beispiel 1.3.5. Seien (11, m4), (I2, m2) diskrete Mafrdume, so dak #11, #I» < w,
und mq (I1) = ma(I2) < co. #11, #1I> < w stellt hier keine wirkliche Einschridnkung
dar, da bei endlichem Mafs héchstens abzidhlbar viele Elemente positives Mafs haben
kénnen. In diesem Fall hat man

(1.8) La(my) = {f e R ;315 (i) < oo}

i€Tq

und

(1.9) Li(ms) = f€R™: Y |f(j)Ima(j) < oo

JjEI2

Die Elemente von Li(m;) beziehungsweise Li(m3) sind also reelle Familien, indi-
ziert mit Elementen aus I1 beziehungsweise . Dabei werden, wie {iblich, Familien,
die fast iiberall gleich sind (das heifst sich nur an Stellen i beziehungsweise j mit
m1(i) = 0 beziehungsweise m2(j) = 0 unterscheiden), als dquivalent angesehen.
Entsprechend bekommt man fiir u € D(mq, m2)

(1.10) Li(w) =S F R0 N (i, ) |u(i, §) < oo
(i) €1 X T2

Die Elemente von Lq(p) kann man auffassen als (mdglicherweise unendliche) re-
elle Matrizen mit #11 Zeilen und #7J» Spalten. Dann ergibt sich fiir die durch
F := Li(m1) + L1(m2) definierte Menge:

1.11 F=<Mcl : 3 | N m; ;i = a; +b;
(1.11) 1(#) a€Li(my) beLi(ma) (ij)ehxls 7
mit (i) >0

1.4 Mafitheoretische Charakterisierung der Extre-
malpunkte

Satz 1.4.1 gibt eine erste Charakterisierung der Extremalpunkte. Der Satz und sein
Beweis gehen zuriick auf eine Arbeit von LINDENSTRAUSS (siehe [9]).

Satz 1.4.1. Seien (I1,€1,m1), (I3, €2, my) Mafrdume mit endlichen Maflen my,
mgy und sei yt € D(my, ma).

Dann ist p € E(D(my, my)) genau dann, wenn Li(my)+ Li(mz) = Li(u), das
heift, wenn F :={h € Ly(p) : h(z,y) = f(z) + 9(y), f € L1(m1), g € L1(ma)} in
(L1(p), || [|]1) dicht ist.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritte unterteilt. Es sei £ = &1 ® &,.
Behauptung 1. p ¢ E(D(mq, m2)) genau dann, wenn es ein endliches signiertes Maf

v # 0 auf (I; x I, &) gibt, so daf
s\gg [v|(S) < p(S) und A\evlsl v(Ax ) =0 und

(1-12) (I x B) = 0.

Y v
Beés
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Beweis. ,=“: Angenommen, es gibt pi, g2 € D(my, ma), so dak p # p1, p2 und
n= %Hl + %uz. Dann setze v = %Nl — %uz. p1 und po sind endliche Mafke (we-
gen pi, p2 € D(mq, ma) und Bemerkung 1.3.2). Also ist v ein endliches signiertes
Mafs. Fiir § € &, gilt

(1.13) VI(8) < 3 (S) + LpalS) = u(S).
Ist A € &4, so gilt
(114) I/(A X Ig) = %/11(14 X I2) - %/12(14 X I2) = %ml(A) - %ml(A) =0.

Analog folgt v(I1 x B) =0 fiir B € £,.
»<": Habe also v die in der Behauptung verlangten Eigenschaften. Es gilt

(1.15) f= Yt )+ Y- ).

u# p+v,dav#0. Weiterhin ist g+ v € D(my, ma):

Aus |v| < p folgt g+ v > 0. Sei nun A € £1 und B € ;. Dann gilt
(1.16) (HEv)(A X L) =p(A x I) =mq(A),

' (n£v)(Ih x B) = p(l x B) = ma(B),
und der Beweis von Behauptung 1 ist vollsténdig. A
Behauptung 2. u ¢ E(D(my, m3)) genau dann, wenn es eine Funktion F € Lo, (1)
gibt, so dak F # 0, ||F||cc < 1 und

(1.17) (f(x) +9(y)) F(z,y) dp = 0.

v v
f€Li(ma) geLa(mz2) Jr x1,

| ||cc bezeichnet dabei die essentielle Supremumsnorm.

Beweis. ,<*: Sel F € Lo (1) gegeben, so daf 0 # F, ||Fl|lcc < 1 und (1.17) gilt.
Fiir § € &, definiere

(1.18) U(S):/SF(z,y) dp.
Wegen ||F|lc > 0, folgt v # 0. Da g endlich ist und F € Lo (p), ist [ F dp

definiert und endlich. Also ist v ein signiertes Maf auf (I x I, ). Sei nun A € &1
und B € £5. Dann ist

(1.19) v(A x I) :/1 . la(z)F(z,y)dp=0
und
(1.20) v(li x B) = /] . lp(y)F(z,y)du=0

wegen (1.17). AuBerdem ist fiir S € £,

(1.21) wis= [ IFldu< [ du=p(s),

da ||F|lec < 1. & E(D(m1,my)) folgt nun wegen Behauptung 1.
»=“: Nun sei also u ¢ E(D(m1,m2)). v sei das durch Behauptung 1 gegebene si-

gnierte MaR auf (I; x I3,€). Da |v| = vt + v~ < p ist, folgt vt,v~ < p. Das
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Radon-Nikodym-Theorem (siehe zum Beispiel [13, S. 121ff]) liefert nun eine Funk-
tion F: Iy x Iy — R, F € Li(p), so dak

(1.22) v uS:/qu
S

S5€€
und fiir alle § € £
(1.23) [ IFldn= s < u($) = [ dn
5 5
Daraus folgt || F||co < 1, das heifst insbesondere ist F' € Ly (p).

Seien ¢ : Iy — R, ¢ : I — R Treppenfunktionen (simple functions: Definition
siche zum Beispiel [12, S. 260]). Wegen (1.12) folgt

(1.24) /I . é(z)F(z,y) dp = 0 und / Y(y)F(z,y) dp =0,

I x1;
das heifst
/ (6F)* (2, y) dp = / (¢F)~(z,y)dp und
(1.25) Lixts nixIs
/ (YF)*(z,y) du = / (Y F)~ (z,y) dp.
Iy x12 Iy x1I2

Die folgenden Funktionenlimites bedeuten punktweise Konvergenz. Es seien gegeben
f € Li(m1), g € L1(m3). Dann gibt es Treppenfunktionen ¢}, ¢, : It — R, und
X - Iy — R, so daB

lim gt = f*, limg; =/~ und  limut=g*, lime; =g,

n— 00
Y, 0Sdn <t 0<en <7 0S¢ <yt 0<yr <y

Es folgt

lim (6% —67) = f, lim (6} — 67)F = fF,

n— 00

und

lim (f — ) =g, lim ($F — 4, )F = gF.

n—00 n—00

Dabei gilt auBerdem
(& — ¢a)FI < (1631 + (e DIFI < (FF + f7)IF]

und
(W — v ) FL< (W + v  DIFI< (g7 +g7)IF|.

Da (ft+f7)|F|, (g7 +g7)|F| € Li(u), kann das Lebesguesche Konvergenztheorem
(siehe zum Beispiel [12, S. 267]) angewendet werden, und man bekommt

/ fFdpy= lim (¢F — ¢, )Fdpu=0 und

(1.26) I xI> =0 J X1,

/I , gF dp = lim (¢:—¢;)qu:0
1 X412

n—0o0 leIZ

wegen (1.24). Durch (1.26) ist der Beweis von ,,=% und damit auch der Beweis von
Behauptung 2 vollstindig. A
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Der letzte Schritt im Beweis des Satzes ist die folgende Behauptung 3.
Behauptung 3. p ¢ E(D(m1,m2)) < F C L1(p) ist nicht dicht in Lq(p).

Beweis. Nach dem Darstellungssatz von Riesz, ist Ly (u)* isometrisch isomorph zu
Lo (p).

»="“: Sel F € Lo, (u) die durch Behauptung 2 gegebene Funktion. Das zugehérige
Funktional in L; ()* bezeichne wieder mit F'. Wegen (1.17) gilt fiir dieses Funktional
F,daf F(h) =0 fiir alle h € F. Wire Li(u) gleich dem Abschluf von F, so wiirde
die Stetigkeit von F' implizieren, daf F(h) = 0 fiir alle h € L{(p), das heift F =0
im Widerspruch zu F # 0 in Behauptung 2.

»<“: Angenommen F ist nicht dicht in Li(u). Es gibt also hg € Ly \ F. Nach
Proposition 6 in [12, S. 226] (eine Anwendung des Satzes von Hahn-Banach) gibt
es ein F € Li(p)*, so dak F|r= 0 und ||F|| = 1, also insbesondere F' # 0. Die
zugehérige Funktion F' € Lo () erfiillt (1.17) und wegen Behauptung 2 ist daher
u ¢ E(D(mq, ms)). A

Damit ist Satz 1.4.1 bewlesen. [ |



Kapitel 2

Doppelt stochastische Matrizen

2.1 Definition und erste Eigenschaften

Sind die Mafsrdume in Definition 1.3.1 diskret, so entsprechen die Mengen der dop-
pelt (sub-)stochastischen Mafie gerade den Mengen der doppelt (sub-)stochastischen
(moglicherweise doppelt unendlichen) Matrizen. Wahrend in der Literatur meistens
Randverteilungen auf den natiirlichen Zahlen und deren Teilmengen betrachtet wer-
den, sollen im folgenden diskrete Verteilungen auf beliebigen Mengen zugelassen
werden. Dadurch wird herausgestellt, daf die Ordnungsstruktur der natiirlichen
Zahlen fiir die meisten Ergebnisse ohne Bedeutung ist.

Definition 2.1.1. Seien I, I, K Mengen. Mit Mg (I, I2) := (I1xI> hegeichne
die Menge aller Matrizen, indiziert mit Elementen aus I1 x Iz und Koeffizienten in
K (im folgenden wird praktisch immer K = R oder K = R{ gelten). Die Elemente
von I; beziehungsweise I3 heien Zeilenindizes beziehungsweise Spaltenindizes. Die
Matrizen haben also #1; viele Zeilen und #1I5 viele Spalten. Eine Zeile oder Spalte
werde als Linie bezeichnet.

Matrizen, die in jeder Linie h6chstens eine Eins stehen haben und sonst nur Nullen,
werden als Subpermutationsmatrizen bezeichnet. Die Menge der Subpermutations-
matrizen mit Zeilenindizes aus I; und Spaltenindizes aus I bezeichne man mit
Mp (I, I2).

Matrizen, die in jeder Zeile genau eine Eins stehen haben und sonst nur Nullen,
werden als Permutationsmatrizen bezeichnet. Die Menge der Permutationsmatrizen
mit Zeilenindizes aus Iy und Spaltenindizes aus I bezeichne man mit M, (11, I2).
Gelegentlich wird auch die Bezeichnung M., (1) := M,,(I1, 1) beziehungsweise
My (L) := My(I1, I) benutzt werden.

In Beispielen werden des 6fteren ,Doppeldiagonalmatrizen® auftreten, die jetzt de-
finiert werden sollen.

Definition 2.1.2. Essei I1 = I, = (1,2,...). P € Mg(I1, Iz) heift eine Doppel-
diagonalmatriz der Form ((ag, ai,...), (b1, b2,...)) genau dann, wenn

ap firi=j=1,
a; fir j =i+ 1,
b; firi=7+41,

sonst,

bij =

12
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das heifét

Im folgenden werden die von Null verschiedenen Elemente einer Matrix oft eine
ausgezeichnete Rolle spielen. In der folgenden Definition 2.1.3 werden daher der
Tréger einer Matrix definiert und jeder Matrix ein bipartiter Graph zugeordnet,
der die Verteilung der von Null verschiedenen Elemente in der Matrix beschreibt.

Definition 2.1.3. I3, I; seien Mengen, P € Mg(I4, I2).

(a) Definiere den Triger supp(P) von P durch
(2.1) supp(P) :={(i,j) € hh x Iz : pi,j # 0}.
(b) Fiiri e Iy, j € Iy sei z; := (¢,0) und y; := (j, 1). Der gewichtete Graph
G(P)=(V, B, w)
der Matrix P sei definiert durch
Vi={z;: i€ L} Uy : j€ L},
w: E(G(P)) — R, w{z;,y;} :=pi;.

(c) Definiere die Trigermatriz S(P) =S = (si,j)(i,j)er.x1, durch

(2.3) S5 1= {1 fiir (4,7) € supp(P),

0 sonst.

Bemerkung 2.1.4. Fiir Mengen I, I> und P € Mg(Iy, I5) ist nach den Definitio-
nen 1.2.12 und 2.1.3 (b) der Graph G(P) bipartit.

Manchmal ist es iibersichtlicher, eine Matrix nicht direkt, sondern mittels ihres
Graphen zu definieren. Dafs dies legitim ist, besagt die folgende Bemerkung 2.1.5.

Bemerkung 2.1.5. Sind I, I Mengen, K CIR und B die Menge aller biparti-
ten gewichteten Graphen ({z;: i€ I1}U{y; : j € Iz}, F,w) mit Gewichtsfunktio-
nen w: F — K\ {0}, so ist die durch Definition 2.1.3 (b) gegebene Abbildung

(2.4) G: Mg(l, L) — B, P G(P)

eine Bijektion.

Gemaéf Bemerkung 2.1.5 werde bei gegebenem bipartiten Graphen H die zugehérige
Matrix mit G~1(H) bezeichnet.

Lemma 2.1.6. Seien I, Iy Mengen und P € Mg(I1, I2) eine Doppeldiagonalma-
triz der Form ((ag,ay,...), (b1,b2,...)) nach Definition 2.1.2. Dann ist G(P) ein
Wald.

Beweis. G(P) ist ein Subgraph des Kantenzugs (..., s, y2, 1, Y1, €2, ¥3,...) und
kann daher keinen Kreis haben. |
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Definition 2.1.7. Ein <-Randsystem ist ein 4-Tupel Z = (I, 2,7, s) aus zwei
Mengen I, I und nichtnegativen, reellen Familien » = (7;);er,, s = (sj)jer,. Nen-
ne i1 €l (_} c Ig) einen nichttrivialen Index genau dann, wenn r; > 0 (Sj > 0). Es
seien Iy pp:=4{i€ Iy : r; > 0}, Ippne:={j € Iy : s; > 0} die Mengen der nichttri-
vialen Indizes. Ein <-Randsystem heifse Randsystem genau dann, wenn

E r; = E s5.
i€l jel,

Mit {(r) := #1I1 beziehungsweise [(s) := #I5 bezeichne die Linge von s beziehungs-
weise r. r,s heifen endlich genau dann, wenn ihre Lénge endlich ist. In diesem
Fall nenne auch das <-Randsystem endlzch Fiir ein <-Randsystem 7= (Il, Ig, 7, §)
schreibe Z < Z genau dann, wenn I C I, I Ch,r=rl;,s=s[.

Definition 2.1.8. Sei Z := (I1,I2,r,s) ein <-Randsystem. Dann werde Z eine
Gruppe G zugeornet durch

(2.5) G=G(I):=({ri:ie€L}U{s;:jel,})
(durch (M) werde die von M C R in R erzeugte additive Untergruppe bezeichnet).

Definition 2.1.9. Sei Z := (I1, 1,7, s) ein <-Randsystem nach Definition 2.1.7.
Eine Matrix P € Mgﬁ(*ll’b) heit doppelt stochastisch' beziiglich 7 genau dann,
wenn

2.6 =s; und =1
( ) ,J)€I1X12 Zpk,g J szl i
kel, lely

(das heifit insbesondere sind in jeder Linie héchstens abz&hlbar viele Elemente von
Null verschieden). Die Menge der doppelt stochastischen Matrizen beziiglich Z be-
zeichne mit D(Z) (gelegentlich auch mit D(= Z)).

Definition 2.1.10. Sei Z := (Iy, I, 7, s) ein <-Randsystem. Eine Matrix

Pe Mﬂﬁj(h’ I,)

heit doppelt substochastisch? beziiglich T genau dann, wenn

(2.7 (z "E\V; oI Z Pr,j < s; und Zpi’l <r;.
JIehxe L lels

Die Menge der doppelt substochastischen Matrizen beziiglich Z wird im folgenden
mit P(< Z) bezeichnet.

Beispiel 2.1.11. Seien Iy, I3 Mengen und P € M]KBL(Il,Ig). Dann definiere Z(P)
durch Z(P) := (I1, Iz, 7, s) mit r; := Zjelz pi,; fiir alle i € I1 und s; := Zieh Dij
fiir alle j € I. Dann ist Z(P) genau dann ein Randsystem, wenn alle r;, s; endlich
sind. In diesem Fall ist P € D(Z(P)).

Bemerkung 2.1.12. Fiir ein <-Randsystem Z := (I, I3, r,s) sind die Mengen
D(Z) und D(<L Z) konvex.
Wieder werden es die Extremalpunktmengen E(D(Z)) beziehungsweise E(D(< I))

sein, die im folgenden von besonderem Interesse sind.

Lemma 2.1.13. Sei T := (I, Iz, 7, s) ein <-Randsystem.

1Siehe entsprechende Fufinote zu Definition 1.3.1.
2Siehe entsprechende Fufinote zu Definition 1.3.1.
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(a) Ist P € D(KI), so gilt P ¢ E(D(<ZI)) genau dann, wenn es eine Matriz
E € Mgr(I1, 1) \ {0} gibt, so daff

| Z ez,]| S [0 r{ — Zpi,j]a |26h]| € [0 S5 — Zpid']

jEI, jEI, 1€l 1€l

(2.9) und P+ E>0.

(b) Ist P € D(I), so gilt P ¢ E(D(Z)) genau dann, wenn es eine Matriz
E € Mg(I1,I2) \ {0}

gibt, deren Linien sich alle zu Null summieren und P+ F > 0.

Beweis. (a) ,<*“: Wegen E # 0, ist P+ E # P, und wegen (2.8) und (2.9) ist
P + E € D(<Z). Die Behauptung folgt nun aus 1(P + E) + (P — E) P.
»=>“ Angenommen, es ist P = 1P1 +35 1P, mit P, P, € D(KT), P1, P, 75 P. Setze
F:=P—-P =P, —P. DannglltP-l—E—Pz >0und P—F = P, > 0. Also
miissen wegen Py, Py € D(< Z) (2.8) und (2.9) gelten.

(b) folgt genau wie (a), wenn man dort im Beweis die ,,<“-Zeichen wegldft und
beachtet, dak in diesem Fall (2.8) gerade die Aussage ist, daf sich alle Linien von
E zu Null summieren. |

=)
~—

Lemma 2.1.14. Sei Z := (I1, Iz, r, s) ein <-Randsystem.

(a) Fir PeD(<I)ist PeE(D(LTI)) genau dann, wenn fiir alle Submatrizen Q
von P gilt, daff Q € B(D(< T)). Hierbei ist T := (I, I, 7,3) mit

YV 7= Z qi,j +r; — Zpi,ja j€~ 9‘7 = Z qi,j + Sj— Zpi’j

ieh EIz jEIL iel, iel
und @) € MT[R&*‘(IMI?)'

(b) Fiir P € D(I) ist P € E(D(ZI)) genau dann, wenn fiir alle Submatrizen @ von
P gilt, daf Q € E(D(Z(Q)))-

Beweis. (a) Zu zeigen ist nur ,=*. Sei also P € E(D(< Z)). Angenommen
Q= %Q(l) + %Q@)

mit Q), Q®) € D(< I). Fiir k = 1,2 definiere P*) = (Pz('fcj))(i,j)ellxlg durch

k) P ~ ~
(2.10) S Jat i (i) e hox b,
" pi,j  sonst.

Dann ist P1), P(?) € D(<Z) und P = 1P 4+ 1P, das heift P = P(1) = p(2),
also auch Q) = Q® = Q und damit Q € E(D(L f))

Erneut erhédlt man den Beweis von (b) durch Fortlassen der ,,<*-Zeichen im Beweis
von (a). [ |

Den Zusammenhang der doppelt (sub-)stochastischen Matrizen mit den doppelt
(sub-)stochastischen Mafen beschreibt folgender Satz 2.1.15.
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Satz 2.1.15. 7 := (I, I, r,s) sei ein <-Randsystem, (I, m1) und (I, ma) seien
diskrete Mafe, so daff

(211) (j7j)e\v}1x12 ma (Z) =7r; und mg(j) = Sj.

Die Abbildungen

h:=h=:D(mi,m2)—D(L), (h(p))i; :=p(,j) und

he : D(<mi, <m2)—D(LI), (h<(p))ij = pli,J),

sind affine Isomorphismen.

Beweis. Der Beweis, daf h< und h wohldefiniert, injektiv, surjektiv und linear sind,
macht keinerlei Schwierigkeiten. Daher soll hier nur exemplarisch die Surjektivitit
von h¢ gezeigt werden. Fiir gegebenes P € D(< Z) definiere ein diskretes Mafs u
auf Iy x I durch u(i,j) := pi;- Esist g € D(< mq, < my), denn fiir Ay C I ist

p(Ar x I) = ZZ“’I Zszl<Zm—Zm1 =my(4).

1€A, IETS 1€AIETS i€A, i€A,

Analog folgt p(I1 x Az) = my(Ay) fiir Ay C I. Aus den Definitionen von h< und
p liest man unmittelbar ab, dak h<(u) = P. Die anderen Verifikationen sind noch
einfacher. |

Korollar 2.1.16. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien dieselben wie in

Satz 2.1.15.

(a) B(E(D(m1,m2))) = E(D(Z)) und
he (E(D(< mi, < my))) = E(D(< T)).

(b) > ri=mi(h) und Y s; = ma(ly).

1€l JEI2
(¢) V > pj=plixh)=Y r= Y s;, mit u=h"1(P).
PeD(T) (5,5)elrx 12 ! ( T el jet, 7 (P

(d) ‘R > pij < min{ DY sj} = min{my (I1), m2(I2)}.

PeD(LI) (i,7)€I1x 12 i€l Jj€I2
(e) D(I)#0 = > ri= Y. sj, das heifit, T ist ein Randsystem. |
i€l jeIy

Gemif Satz 2.1.15 und dem ihm folgenden Korollar 2.1.16 werden im folgenden oft
diskrete Mafe mit Matrizen identifiziert und umgekehrt. Aussagen wie pu € D(Z)
oder P € D(my, my) sind in diesem Sinne zu interpretieren.

Wihrend es wegen 0 € D(< Z) klar ist, dak D(< Z) und sogar E(D(< Z)) nicht
leer sind, ist das fiir D(Z) und E(D(Z)) nicht so unmittelbar einsichtig, und es ist
auch nicht fiir alle Randsysteme richtig (siehe Satz 2.1.18). Im folgenden Beispiel
2.1.17 wird ein Standardelement von D(Z) fiir den Fall abzdhlbarer Randsysteme
konstruiert, welches sich sogar als extremal erweisen wird.

Beispiel 2.1.17. Sei 7 := (Iy, I, 7, s) ein Randsystem mit #I; = #I; = w und
Yo=Y s; > 0 (fiir ,= 0 ist D(Z) = {0}). Indem man Abzidhlungen von
i€l jEeI,

Ii, I, wéhlt, kann man ohne Einschrdnkung annehmen, daf I; = I, = N (das
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Standardelement ist damit also von der Wahl der Abz&hlungen abhéngig). Dann
werde das Standardelement P = P(Z) von D(Z) wie folgt definiert:

j=1 i-1
(2.12) pi,j == min {n —> pis s — Zm,a} :
=1 k=1

Dadurch werden alle p; ; rekursiv definiert (kennt man alle py; mit k < i oder [ < j,
so kann man p; ; berechnen).

Behauptung 1. P € D(Z).

Beweis. pi,1 = min{rq,s1} > 0. Fiir j > 1 ist

j—1 j—2
TP — Zpi,z = (m - ZPi,l) —pij-12>0
=1 =1

und fiir ¢ > 1 ist

i—1 i—2
- ZPk,j = (Sj - Zpk,j) —pi—1,k > 0.
k=1 k=1

Also sind alle p; ; > 0.

Nun wird durch vollstdndige Induktion nach ¢ gezeigt, daf 2?:1 pig =ri.Seit € [y
fest. Angenommen, es gibt ein Iy, so daf p; ;, = r; — Zé‘j:—llpm. Dann folgt p;; =0
fiir alle [ > lg und

lo—1 lo—1

szl—zpzl—rz—ZPM-FZPH—TZ

Angenommen, es gibt kein solches ly, das heift, fiir alle I gilt p; ; = s; — Z;;ll Dk,
Dann folgt

(2.13)

00 oo i—1 e} i—1 ) 00 i—1 00

* * %

TR ST 9 SITE) DS S SR DD ot

=1 =1k=1 =1 k=1 k=1 k=1 k=i
Ist ¢ = 1, so ist (2.13) trivialerweise richtig. Fiir ¢ > 1, stimmt ,,(i)“ n (2.13) wegen
der Induktionsvoraussetzung und ,,(_)“ da Z ein Randsystem ist. Da alle p; ; > 0,
folgt aus (2.12), dak Y ;2 piy < r;. Also folgt > ;2 piy = 7.
Analog zeigt man durch vollstéindige Induktion nach j, daR Y ;7 ps,; = s;. A

Behauptung 2. P € E(D(Z)).

Beweis. Angenommen, es wire P ¢ E(D(Z)). Dann gébe es nach Lemma 2.1.13 (b)
eine Matrix £ € Mg(I1,I2) \ {0}, deren Linien sich alle zu Null summieren und
mit P+ £ > 0.

Def. 1. Definiere rekursiv eine Folge von Indizes durch
P = ((ilajl)a (i27j2)7 .. ') g Il X 127
wobei 41 := j1 := 1 und fiir bereits definiertes (i,, jn) sei

(tn +1,7,), falls V Pin,j =0,
i>in

(2_14) (in+lajn+1) _ (lmJn + 1)7 falls V pz Jn — =0,

(in + 1,40 + 1), falls .>‘V.’ pi; = 0.
>
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Wegen (2.12) tritt immer genau eine der Bedingungen in (2.14) ein.
Def. 2. Nenne (in, jn) € P Eckpunkt genau dann, wenn n > 1 und

(Tne1 < ip =ip41  oder  Ju_1 < Jn = Jnt1) -
Die Teilfolge der Eckpunkte von P bezeichne mit
Pr = ((E1, F1), (B2, F»),...).

Beh. 2.1. supp(P) CP.

Beweis. Fiir m,n € N sei T, , :={(4,j) € supp(P): 1 <m,j <n}. Man zeigt
durch vollstdndige Induktion, da fiir alle n € N gilt, T;, ;. C {(¢1,71), -+, (%n, Jn) }-
Ti, 5, =T, € {(L,1)} = {(¢1,41)} per Definition von P. Den Induktionsschritt be-
kommt man, da wegen (2.14) 1}, ., i, C Ti, 5, U{(ing1, jng1)} (im ersten Fall
von (2.14) ist p;,,,,; = 0 fiir j < jny1, im zweiten Fall von (2.14) ist p; j,,, = 0
fiir 4 < tp41, im dritten Fall von (2.14) ist p; ; = 0 fiir ¢ < ip4q und j < Jny1).
Nun folgt Beh. 2.1, denn sind i, die Suprema der in P auftretenden Indizes i,
beziehungsweise j,, (eventuell co), so folgt .>V_. pi,; = 0 beziehungsweise ievN pi; =10

jEN i>j

und supp(P)= U Tmn= UL, CP. A

m, 1 n=1

Nach (2.14) sind die Elemente der Folge P alle verschieden. Wegen P + E > 0, folgt
aus €;; # 0, dak (7, j) € P. Da sich alle Linien von E zu Null addieren, gilt sogar

€i,j ;ﬁ 0 = (Z,j) = (En,Fn) € Pr

sowie ep, , Fn—1 # 0 und €Epq1,Frtl # 0. Insbesondere hat jedes Element von
Pr einen Vorginger und einen Nachfolger. Das steht im Widerspruch dazu, daf
(E1, F1) keinen Vorgénger hat. Die Matrix E kann also keine von Null verschiedenen
Elemente besitzen, das heift, die Annahme P ¢ E(D(Z)) war falsch. A

Satz 2.1.18. Sei Z := (I1, I, 7, s) ein <-Randsystem.

(a) D(<Z) und E(D(L I)) sind nicht leer.

(b) Ist Z ein Randsystem, so gilt

D(I),E(DI)#0 & w-#lne=w-#n

(¢) Fiir diskrete Mafirdume (I, my), (I2, ma) gilt
D(mi,m2),E(D(mi1,m2)) #0 & w-#Lint =w - F#1on.

Beweis. (a) Esist 0 € E(D(<Z)) C D(L I).

(b) Setze a :=#1I1 ¢ und 3 := #1I .

»=>“ Angenommen « # 3. Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit a > 3 > 0
und a > w. Gibt es dann P € D(Z), so ist wegen a = #1I; ¢ auch #supp(P) = a.
Andererseits ist aber # supp(P) < fw < a. Daher kann es kein P € D(Z) geben.

»<=“: Fiir a, 8 < w ist in Beispiel 2.1.17 bereits ein P(Z) € E(D(Z)) konstruiert
worden (es ist klar, daf man den Fall ,,< w* durch Auffiillen mit Nullinien auf den
Fall ,,= w* zuriickfiihren kann). Bleibt der Fall « = 8 > w.
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Behauptung 1. Es gibt Randsysteme (Zj = (I1k, 2.5, ", 5*))kca, so daR fiir alle
ke€a, In<I, I = Ukeall,k’ I, = Ukeah,kv 0 =0 = 0, und fiir alle 0 # k € «
iSt #[Lk = #IZ,k = w SOWie 21'611,k T, = Zjefz,k Sj = OoC.

Beweis. Filir n € N setze

1 1
R,:={iel: —1<ri§—}, Ro:={ieh:1<r},

(2.15) " "
Spi={j€el: n—+1<sjgg}, So:={j€eh:1<s;}.

Nun werden die endlichen Mengen in R. beziehungsweise S. und die unendlichen
Mengen in R. beziehungsweise S, zusammengefaft:

R.:={Ry,: #Ry <0}, S.:={Sy: #S, < oo},

(2.16)
Roo :={Rn: #Rn =0}, Seo :={Sn: #Sn = c0}.

Ist Rn € Roo mit kpn := # Ry > w, so ist R, wegen Kpnpw = KR,n cine disjunkte
Vereinigung von kg, vielen abzéhlbaren Mengen Ry i, k € kRr,» und genauso, wenn
man jeweils R durch S ersetzt. Setze

(2.17) np:=min{n: R, € Rx}, ng:=min{n: S, € S},

Kp:={(n,k): (n,k) # (nr,0), Ry € R, k € kRn},

(2.18) K i={(n,k) i (n,k) # (n5,0), Su € Seo, k € A},

[1’1 = RnR,O U U R,, [2,1 = Sns,O U U STL?
(2.19) R.€Re Sn€Se

Lo=={ieL:r=0}, Lo:={jel:s;=0}

Sei o' :=a\{0,1}. Wegen #Kp = #Ks = a, gibt es Bijektionen Br : o/ — Kg,
Bs : o/ — Kg. Fiir k € o setze Iy := Rpnk), 2 = Sps(r). Wegen (2.15)
ist I} = Ukeafl,k und I, = UkeaIZk klar. Setzt man noch fiir k € a, r* := Pl
sk = 811, so ist klar, dak die (11 x, I2 &, ¥, $*) ke o alle Bedingungen der Behaup-
tung erfiillen. A

Gegeben die Zerlegung aus Behauptung 1, setze fiir k € o\ {0}: P*) := P(Z) und
) fir (i) eI I
dann P = (pi,j)(i,j)ehxfz mit pij = bij ur (17.7) €1k X 2,167_ Der Bewels
' 0 sonst

von (b) wird vollstdndig durch die folgende Behauptung 2.
Behauptung 2. P € E(D(Z)).

Beweis. Wire P ¢ E(D(Z)), so gébe es nach Lemma 2.1.13 (b) 0 # £ € Mg(I1,I2)
mit P+ F € D(Z). Wahle (ig, jo), so dak ¢;,;, # 0. Nach Definition von P
gibt es dann ein k, so dak (ig,jo) € Iix X Iz k. Nun sei E¢) = Elr, oxTo -
Dann summieren sich wegen der Definition von P alle Linien von E*) zu Null,
das heift P(*) + ) ¢ D(Zx), was nach Lemma 2.1.13 (b) im Widerspruch zu
P*) € E(D(Zy)) steht. A

(¢) Folgt aus (b) und Satz 2.1.15. [ ]
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Satz 2.1.19. Sei T := (I, I, 7, s) ein <-Randsystem.

(a) Sei P € D(LI). Dann ist P € E(D(< I)) genau dann, wenn fir alle abzihlba-
ren I, C In, Iz C I die Submatriz Plr, ,x1,, in E(D(< Iy)) liegt. Hierbei
sei Ty := (I, ok, rk, sk_) mit

k. .. , k. o, .
Y orii=r— E Pi,v,s v 5; =85 — E Ppuj-
i€l k j€I2k
vel\Iz peI Iy &

(b) Sei P € D(Z). Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn fir alle abzdhlbaren
Lyx C I, Iy C Iy die Submatriz Ply, ,x1,, in E(D(Iy)) liegt. Dabei sei
diesmal Iy, := I(P[Il’kxfm).

Beweis. (a) ,=“ gilt nach Lemma 2.1.14.
»<“: Zuniichst bemerke, da® alle Zusammenhangskomponenten von G(P) aus héch-
stens abzihlbar vielen Ecken bestehen: Sei v € V(G(P)). Dann ist

Zhk(v) = UzozoDy(v),
mit D, (v) = {u € V(G(P)) : d(u,v) = v}, und da alle u € V(G(P)) héchstens ab-

zdhlbaren Grad haben, sicht man wegen -

Dop(0) C (weV(GP): 3 dun)=1)

induktiv, dafs alle D, (v) abzédhlbar sind. Ist P ¢ E(D(< Z)), so sei 0 # F wieder
die durch Lemma 2.1.13 gegebene Matrix mit P+ F € D(< Z). Wahle (g, jo) mit
€ig,jo 7 0 und setze fiir 2;, € V(G(P)), 7 := Zhkg(p)(7i,),

Il,k = {ZEIl .’I‘Z’EZ}, I2,k = {_]EIQ yJEZ}
Wegen der obigen Bemerkung sind I i, I3 abzéhlbar. Nun setze

E(k) = th,kxlz,k und P(k) = Prh,kxfz,k'

Dann ist nach Definition von 7

ie\Iv’l’k Z ei’y = Z 61'71_/7 jeYz’k Z e;hj = Z EM,j7
vEly vely HeTL i pel
das heikt, es muf P*) + E(¥) ¢ D(< T,) sein. Also ist P*) ¢ E(D(< Zy)).
(b) folgt analog zu (a), wenn man dort im Beweis die ,,<“-Zeichen wegldft und
beachtet, daf in diesem Fall das <-Randsystem Z; aus (a), dem Randsystem Zj

aus (b) entspricht. |

Das Fazit von Satz 2.1.19 ist, daf man sich fiir die Charakterisierung der Extremal-
punkte auf abzéhlbare <-Randsysteme beschrénken kann.

2.2 Anwendung der mafitheoretischen Charakteri-
sierung der Extremalpunkte

Im folgenden soll Satz 1.4.1 auf doppelt stochastische Matrizen angewendet werden.
Im Fall endlicher Mafe mq, ms, lifst sich die Frage, ob eine Matrix P extremal ist,
auf die Frage zuriickfiithren, ob G(P) kreisfrei ist (siche Satz 2.2.6).
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Lemma 2.2.1. Sei Z := (I, I, 7, s) ein Randsystem mit min{# I, #1>} < oo und
P €D(Z) (2u P gehért nach Satz 2.1.15 ein Maf p := h='(P); m1, my seien wie
in Satz 2.1.15). Dann gilt mit den Bezeichnungen von Beispiel 1.3.5

F ist dicht in Ly(p) < F = Li(p).

Beweis. Es ist per Definition F = Li(m1) + L1(m32). Wegen min{#1I, #I:} < oo
ist auch min{dim L;(m;),dim L;(m3y)} < co. Da weiterhin L;(my), Li(mz) beide
abgeschlossen sind, folgt aus Proposition 20.1 in [6], daR auch F abgeschlossen ist,
und das ist gerade die Behauptung. |

Satz 2.2.2. Sei T := (I1, I, r,s) ein endliches Randsystem, P € D(I),
p=h"1(P),
my, my seien wie in Satz 2.1.15 und F := Li(mq) + Li(m2). Dann gilt

F=1Li(p) < G(P) ist ein Wald.

Beweis. ,,=“: Angenommen, G(P) hat einen Kreis K = (24,,Yj,,- .-, Yj., Li,) oder
K = (yj,,®iyy- s ®i,, Yj, ). Nun betrachte M € Li(u) (siehe Beispiel 1.3.5 fiir die
Bezeichnungen) mit

(220) mi1j1 = mizjl = mizh — e = mlnjn = 0, miljn = 1

Wire M € F, so gibe es a € Li(mq) und b € Ly(m3), so dak m; ; = a; + b; fiir al-
le (4,j) € It x Iy mit pu(4,j) > 0. Mit o := a;, € R folgte dann wegen (2.20), dak
bj,=---=b;, = —a und daher a;, =1+ «a, was a;, =« widerspricht. Also ist

M ¢ F.

»<“: G(P) sei also ein Wald, das heifst, alle Zusammenhangskomponenten von G(P)
sind (wegen #I1,#Is < oo endliche) Bdume. Wihle aus jeder Zusammenhangs-
komponente Z von G(P), die mindestens zwei Ecken enthélt, eine Ecke z;,. Da Z
ein Baum ist, gibt es nach Lemma 1.2.11 zu z1, 22 € V(Z) genau einen zq29-Weg
(z1,...,22) in Z. Sei nun M € Ly(p) gegeben. Fiihre folgende rekursive Konstruk-
tion durch: a;, := 0. Fiir gegebenes y; € V(Z) mit d(y;,z;,) = n, sei a; fiir alle
x; € V(Z) mit d(x;,2;,) < n schon definiert. Zu d(y;,z;,) = n gehdrt genau ein
yizi,-Weg (z1,...,2,) der Linge n, z1 = &;,, 2, = ¥j, 2n_1 = &; fiir ein i. Defi-
niere b; :=m; ; — a;. Fiir gegebenes z; € V(Z) mit d(z;, z;,) = n, sei b; fiir alle
y; € V(Z) mit d(y;, x;,) < n schon definiert. Zu d(z;, z;,) = n gehoért genau ein
zix;,-Weg (21,...,2,) der Linge n, 21 = 2;,, 2n = 2;, 2n—1 = y; fiir ein j. Defi-
niere a; := m; ; — b;. Damit sind a;, b; fiir alle (4, j) € supp(P) wohldefiniert (da
die verbindenden Wege jeweils eindeutig sind), und es gilt m; ; = a; + b;, denn so
wurden die a;, b; ja gerade definiert. Bleibt zu zeigen, daf (a;)icr, € L1(m1) sowie
(bj)jer, € L1(m2) gilt, was aber klar ist, da (a;)ier, und (b;);er, endliche Folgen
sind. |

Satz 2.2.2 gilt schon dann, wenn nur eine der Mengen Ij, I endlich ist (siehe
Korollar 2.2.5). Die folgenden Beispiele zeigen jedoch, dak es, wenn Iy, I beide
unendlich sind, vorkommen kann, daf es M € L;(u) \ F gibt, obwohl G(P) ein
Wald ist, und zwar sowohl fiir m;(I1) = my(l2) = oo (siehe Beispiel 2.2.3 (a)) als

auch fiir mq(I1) = ma(I2) < oo (siehe Beispiel 2.2.3 (b)).
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Beispiel 2.2.3. Die Bezeichnungen (mq, ma, a;, b;, ...) seien wie in Satz 2.1.15
und Beispiel 1.3.5.

(a) Betrachte das Randsystem Z := (N,N,r,s) mit » = s = (1,1,...), das heifit
m1(N) = mz(N) = oo. Definiere

B =00 =
b=
-

D=

Dann ist P € D(Z) und G(P) ist ein Wald nach Lemma 2.1.6. Definiere weiter

0 0
1 0
0 0
M = % 0
0 0
1
7
Dann ist
(o) (o) k
D Imiglpi =Y (3) < oo,
i,j=1 k=1

alsoist M € Ly(u). Ist M € F,so gibt es a € L1(mq) und b € L1(m3), so dak
m; ; = a; + b; fiir alle (4, j) € Iy x I, mit p(i, j) > 0. Setzt man o := by € R,
so folgt a1 = —a, ba = a, a2 = 1 — a und so weiter. Das heifit, durch eine
Induktion ergibt sich

b=|a,a,a—1l,a,a—1—

%,...,a,a—Z(%)j,... ,

a= (—a,—a-l—l,—a,—a-l—l-l—%,...,—a,—a+Z(%)i’__.).

i=0
Wegen b € Li(my) ist Z;‘;l |bj|s; < co. Daraus folgt @ = 0 und damit

o0 o0

D lbils; =D bl > D 1 =00,
Jj=1

7j=1 Jj=1
das heiftt, die Annahme M € F fiihrt zum Widerspruch.

(b) Betrachte das Randsystem Z := (N, N, r, s) mit r = s = (73—2 + (’l‘:—l)z)neN’ das
heiftt mq(N) = m(N) < oo. Definiere

o= =
©O|= o=
©O|=

Dann ist P € D(Z) und G(P) ist ein Wald nach Lemma 2.1.6. Definiere weiter
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Dann ist

Z |mz,] |p” < Z

t,j=1

also ist M € Li(u). Wére M € F, so gibe es wiederum a € Li(my) und

b€ Li(mz), so dak Y m;; = a; + b;. Mit o := by € R wiirde folgen
' (i,7)elix 12
mit u(i,5)>0
a; = —a, by = a, ag = 1 — a und so weiter. Das heifsit, durch eine Induktion
erhielte man

b=(o,,a—l,a,a=1-1,...,a,a—n,...),

a=(—a,—a+1l,—a,—a+1+1,...,—a,—a+n,...).

Daraus wiirde

Z|az|n>le al( (21—:-1) )

A4
| —
5 1
o
[l
AN
I
|
|
ol 2
~—
[l
8

folgen, im Widerspruch zu a € Li(my).

Satz 2.2.4. Sei I := (I, Iy, r,s) ein Randsystem, 11, #I, < w; die Endlichkeit
einer der Mengen Iy, Iy beziechungsweise der Mafle mq, ma wird nicht linger vor-
ausgesetzt. Sei wieder P € D(I), my, ma, p := h™Y(P) wie in Satz 2.1.15 und
F := Li(m1) + L1(m2). Dann gilt

F=1ILi(p) & G(P) istein Wald.
Beweis. ,=“: Angenommen G/(P) hat einen Kreis. Dann gibt es eine endliche Sub-

matrix P von P und ein endliches Randqutem I ([1, I, 7,5) <Z, so dak G(P)
einen Kreis hat und P € D(Z). Setze fi:=h~ 1(P). Wegen Lemma 2 2.1 und Satz

2.2.2 gibt es M € Li(R) \F = Ly (ft) \ F (hierbei sind F = Ly(1) + Ly1(Ma), My,
my geméf Satz 2.1.15). Definiert man dann M = (m; ;) (i j)er,x1, Mit

e {mid fiir (2,j) € I x fz,
3J o

0 sonst,

sogilt M = MI7 ;..
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Behauptung 1. M € Li(p) \ F.

Beweis. Wire (M(")) eine Folge in Li(u), die in Li(u) gegen M konvergiert, so
bedeutete dies, dafé

. n
Jim 3T ) = mle = 0.

(i7j)€11XI2

Daher hitte man auch

Jim Z ' Im{") —mi jlpij = 0,
(i,5)efx I
und damit wiirde M(®) := M (®) I7, %7, in L1(j1) gegen M konvergieren, was im Wi-

derspruch zu M € L (ji) \; stiinde. A

Damit ist ,,= bewiesen.
»<=“: Angenommen, G(P) ist ein Wald. Die Idee ist, M € Li(u) durch endliche

Matrizen zu approximieren. Hier ist es wieder giinstig, I, I abzuzﬁhlen, das heifit,
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit anzunehmen, daft Iy = Iy = N. Dann definiere

fiir n € N Matrizen M (") = (mz(.’r;.))(i7j)€[1x12 durch
n) . {mi’j fiir i <nund j <n,

0 sonst.

Wegen Satz 2.2.2 ist M(?) € F fiir alle n € N. Weiterhin folgt aus
Z |m17] |p17.7 < OO,

(imj)E{lxIE

dafs
li (n) _ =1 R —
Jim [ = Ml = Tim Y 7 [y lpi; =0
1,]>n
Damit ist F = Lq(u) gezeigt. [ |

Korollar 2.2.5. SeiZ := (I, I, r, s) ein Randsystem mit min{# I, #1>} < co und
P € D(I). Weiterhin seien p:= h~'(P), mq, my wie in Satz 2.1.15 und
F :=Li(m1) + Li(my).
Dann gilt
F=1ILi(p) < G(P) ist ein Wald.

Beweis. F = Li(n) U&” Fist dichtin Li(u) UB" G(P)ist cin Wald. W
Satz 2.2.6. Sei 7 := (Iy, I3, 7, s) ein Randsystem mit ) .., 7 = ZjEIz 55 < 00,
P € D(Z). Dann gilt

P e E(D(I)) & G(P) istein Wald.

Beweis. Wegen Satz 1.4.1 und Korollar 2.1.16 gilt P € E(D(Z)) genau dann, wenn
F in Lq(p) dicht liegt, und das ist nach Satz 2.2.4 genau dann der Fall, wenn G/(P)
ein Wald ist. |

Das folgende Beispiel 2.2.7 zeigt, daf es im Fall my(I1) = my(I3) = oo passieren
kann, daf G(P) ein Wald ist, obwohl P ¢ E(D(Z)). Im Zusammenspiel mit Satz 2.2.4
zeigt das dann auch, daf sich Satz 1.4.1 nicht auf den Fall mq(I1) = ma(l2) = 00
verallgemeinern 14£t.
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Beispiel 2.2.7. Betrachte die Doppeldiagonalmatrix
(2.21) P = 1

Wegen Lemma 2.1.6 ist G(P) ein Wald. Fiir das Randsystem Z := (N, N, r, s) mit
r=s=(2,2,...)
ist P € D(Z). Jedoch ist P ¢ E(D(Z)), denn mit

1 -1

(2.22) F = % _1 1

gilt
P=YP+E)+1(P-E)
und P+ F € D(Z).
Eine weitere Anwendung von Satz 1.4.1 liefert der folgende Satz 2.2.8. Die folgenden
Ergebnisse dieses Abschnitts stammen wiederum von LINDENSTRAUSS (siehe [9]).

Satz 2.2.8. Sei I := (I, Iz, 7, s) ein endliches Randsystem, P € D(I), mi, ma,
p = h=Y(P) wie in Satz 2.1.15, F := L1(my) + L1(m2). Dann gilt

(2.23) Perpm) e k\gN Azh szgfz (#A =#A=k =

Beweis. Fiir k = 1 ist #£4; = # A5 = 1, das heift
#{(1,J) € Ay x Ay ipi; >0} <1 <2

Fir k > min(#1i, #1), kann #A1 = #A = k nicht erfiillt werden. Demnach ist
eigentlich nur zu zeigen:
P € E(D(Z)) ist dquivalent zu

(ot i<ksmingngn aln aln FAL=#L=E=

#{(i,7) € A1 x Az : pij > 0} < 2k).

Fir min(#11,#1I2) = 1, besteht D(Z) nur aus einem Element, welches auch in
E(D(Z)) liegt, so dak die Aussage des Satzes trivialerweise richtig ist. Ab jetzt sei
daher min(#1, #12) > 2.
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»=>“: Angenommen, es gibt A1 C I1, Ay C Iy mit #A41 = # A3 =k und
1<k < min(#I17 #I2)a

so dak p; ; > 0 fiir mindestens 2k verschiedene Elemente von (i,j) € Ay x Aj.

Dann wéhle eine Menge Ixo C Ay x Ay mit #140 = 2k und ( Y pij; > 0. Man
- i,J)€Tz0
betrachte das lineare Gleichungssystem

(2.25) a; + bj = ni;

in den 2k Unbekannten a;, b; mit (i, j) € Izo und beliebigen festen n; ; € R. Es
besteht also aus 2k Gleichungen, die zu den gegebenen 2k Elementen (i, ) € Io
mit p; ; > 0 gehoren. Das zu (2.25) gehérende homogene lineare Gleichungssystem
hat die nichttriviale Lésung a = (1,...,1), b= (—=1,...,—1), das heift, (2.25) ist
nicht global 18sbar. Es gibt also ein N € Li(u) (vergleiche dazu (1.10)), so daf fiir
die gegebenen 2k Elemente mit p; ; > 0

(2.26) a; + bj = ni;

nicht 18sbar ist. Also ist N ¢ F, das heifit Ly(u) # F. Wegen Lemma 2.2.1 ist also F
nicht dicht in Ly (), das heift, nach Korollar 2.2.5 und Satz 2.2.6 ist P ¢ E(D(Z)).
»<": Vollstdndige Induktion iiber p + ¢ mit p:= #1I1, q := #I5. Fiir p+ ¢ = 2 ist
nichts zu zeigen. Es sei ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit p > ¢. Nun gibt es eine
Zeile mit h6chstens einem positiven Element, daf heift, es gibt (io, jo) € I1 x I3, so
dal p;, ; = 0 fiir alle j # jo (ansonsten wére die Voraussetzung fiir

k= min(#[l, #Ig)

nicht erfiillt). Setze

~ Y - N $j — Pigjo fUr j = jo,
Ii:==nL\{io}, F:=rlj,, §; ::{ d 7 Pioy J=Je

Sj sonst.
Setze P := Pl «1, und I:= (I~1,12, 7, §). Dann ist Pe ’D(f) (wegen der Wahl von
(%0, jo) und der Definition von §), und P erfiillt die Bedingung der Voraussetzung (da
P sie erfiillt). Nach Induktionsannahme ist daher P € E(D(Z)). Nun sei M € L1(u)

gegeben. Sei M := Ml «r,- Da Pe E(D(Z)) ist, folgt aus Korollar 2.2.5 und Satz
2.2.6, dafs M e F. Also gibt es @ € L1(1) und be L1(y) (hierbei seien .7?, my,
My nach Satz 2.1.15 analog zu F, mq, my definiert) mit

(4,5)€ supp(P)
Nun definiere a, b durch

mi i —bi fiiri = i -
ai::{ to:Jo Jo ", b:=h.

a; sonst
Dann gilt a € L1(mq), b € L1(my), sowie

Y m;; = a; +b;.
(j)esupp(P) Y

Daher ist M € F, und da M beliebig war, ist F = Ly(p). Korollar 2.2.5 und Satz
2.2.6 liefern nun P € E(D(Z)). [ |
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Korollar 2.2.9. Sei Z := (I, I, 7, s) ein endliches Randsystem. Ist P € E(D(Z)),

so hat P mindestens eine Linie mit hochstens einem positiven Element.

Beweis. Hétte jede Linie von P mindestens zwel positive Elemente, so hitte jede
quadratische Submatrix von P der Dimension k = min{#I;, #I,} mindestens 2k
positive Elemente, das heift, wegen Satz 2.2.8 wire P ¢ E(D(Z)). [ |

Satz 2.2.10. Sei Z := (I, I, 7, s) ein endliches Randsystem mit
#[1 = #[2 =n < o0

sowier = s = (1,...,1). Dann ist E(D(T)) = My (I1, I).

Beweis. ,,0“ folgt sofort, da {0, 1} die Menge der Extremalpunkte vom Interval [0, 1]
ist.

»C“: Vollstdndige Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei nun n > 1
und P € E(D(Z)). Wegen Korollar 2.2.9 hat P eine Linie, die nur genau eine
Eins enthilt. Also gibt es je eine Zeile und eine Spalte, die genau eine Eins ent-
halten. Streicht man in P diese Zeile und Spalte, so bekommt man eine Matrix
Pe ’D(f), wobei 7 := (fl,fg,F, §) und I, I, #, § jeweils eine um Eins kleinere
Kardinalitit bezichungsweise Linge haben als Iy, I, 7, s. P € E('D(i’)) Gébe es
Il<ax<l, P + 151, P, e 'D(.’Z’) mit P =aP; + (1— a)ﬁg, so kénnte man die in P
gestrichene Zeile und Spalte in 131, P, einfiigen und erhielte P # Py, P, € D(Z) mit
P=aPi+ (1 —a)P,. Aus Pc E('D(i)) folgt mit der Induktionsvoraussetzung, dafs
Pe Mp(fl,fg) und daher P € M, (I3, I3). [ ]

Satz 2.2.10 wurde zuerst von BIRKHOFF bewiesen (siehe [1]).

2.3 Wurzelbaume und e-Doppelbaume

Die Mengen E(D(Z)) und E(D(< 7)) lassen sich ohne Riickgriff auf die Maftheorie
und Satz 1.4.1 durch Eigenschaften von G(P) charakterisieren. Der folgende Satz
2.4.3 stammt von GRZASLEWICZ (siehe [4]) und stellt eine Verallgemeinerung von
Satz 2.2.6 dar. Dazu miissen aber zunichst einige technische Hilfsmittel bereitge-
stellt werden, was in diesem Kapitel geschehen soll.

Definition 2.3.1. Ein Wurzelbaum ist ein Tripel T = (V, E, q), so daf (V, E) ein
Baum ist und ¢ € V (im Fall, daf (V, E,w) ein gewichteter Baum ist, nenne
T = (V,E,q,w) einen gewichteten Wurzelbaum). q heifst die Wurzel des Baumes.
Das n-te Level sei L, = Ln(q) = Ln(q,T) :={v € V : d(v,q) = n}. Fiir v € Ly, de-
finiere N*(v) = NF (v) := {u € L41: {u,v} € E}, und fiir v # ¢ definiere

N=(v) =Ny (v):={u € Lp_1: {u,v} € E}.

Aufserdem sei noch E, = En(q) = En(q,T):={c € E: eEl EEL e = {u,v}}.

Ist 7" = (V', E', q) ein weiterer Wurzelbaum, so schreibe T < T' genau dann, wenn
(V',E") < (V, E) (ensprechend ist fiir 7" = (V', E', q, w'), T" < T genau dann, wenn
(V' E' w') < (V, E,w)).
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Lemma 2.3.2. Sei T = (V, E,q) ein Wurzelbaum.

(a) #N~(v) =1 (das Element von N~ (v) bezeichne mit v~ ).
UGV\{q} ' '

(b) u’;v’ev(u;r’:v = Ntu)nNt(v) =0).

Beweis. (a) Gdbe es ui, up € N~ (v), u1 # ua, so gibe es zwei verschiedene gv-Wege,
namlich (g, ..., u1,v) und (g, ..., u2,v). Nach Lemma 1.2.11 wére also T kein Baum.
(b) Sind u, v aus verschiedenen Levels, so ist nichts zu zeigen. Wéren u,v € L,, und
z € Nt (u) N N*(v), so wiren u,v € N~ (z), was nach (a) nicht sein kann. |

Definition 2.3.3. Sei T = (V, E, q) ein Wurzelbaum, ¢ > 0. Dann heifst eine Ab-
bildung f: £ — RS’ ein e-Fluff auf T genau dann, wenn

(2.27) > Houp=cund v o > foup=f{, o)

ueN+(q) ueN(v)

Lemma 2.3.4. Sei T = (V, E,q) ein Wurzelbaum, ¢ > 0 und f ein e-Fluff auf T.
Dann ist ) . f(e) = co. Insbesondere ist #V = oco.

Beweis. Es genligt zu zeigen, dafs

nEN ji: f

ecF,

Das wird nun durch Induktion nach n bewiesen. Der Fall n = 1 steht in (2.27). Sei
also n > 1. Dann folgt

o= Y fuv= YYD f{ 2} DS fem)

eCkE, v€ELp_1, vELp—_1 ueNt(v VELp_
u€EL
(2.28)
Induktlon)
= > fHuvl= Y f)
VEL,_1, e€E,_1
U€Lp_3
und der Induktionsbeweis ist vollstindig. |

Lemma 2.3.5. Seie > 0 und f ein e-Fluff auf dem gewichteten Wurzelbaum
T=(V,E, qw).

Dann gibt es fiir alle 0 < § < € einen gewichteten Wurzelbaum T' < T und einen
§-Flup f' auf T', so dap alle Ecken von 1" endlichen Grad haben und f' < f[g(
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Beweis. Behauptung 1. Sei I eine abzihlbare Menge, £ := (e;)ier C RT mit
€ :1= Zei > 0.
i€l

Ist dann 0 < & < ¢, so gibt es I' C I endlich und D := (d;);c;r C RY, so dak

und d; < e; fiir alle : € I'.

Beweis. Ist I endlich, so setze I' := I, A = i;[g, di == e¢; — A fiir alle i € I'.
Dann ist Zie]’ d; = €—#Ig#;[g = 4. Nun sei I unendlich. Dann gibt es eine endliche
Menge I' C I,sodaké:=) ;e > 4. Damit befindet man sich wieder im Fall einer
endlichen Indexmenge, und da dieser oben schon erledigt wurde, ist alles gezeigt. A

Nun zur Konstruktion von 7" = (Vp+, By, q,wlg,,) <T und f' < flg@r). Und
zwar werden dazu Mengen L/ (q) < L,(¢) und E}(¢) < E,(q) definiert. Die De-
finitionen von L/, (q), E}(q) erfolgen rekursiv unter Benutzung von Behauptung 1.
Im ersten Schritt setze zur Anwendung von Behauptung 1

Ii={ueN*t(q): flg,u} >0},

& := (f{q,u})uer, d := 0, ¢ := c. Behauptung 1 liefert dann endliches I’ und D. Set-

ze N(q) :=1I' C N*(q), Lo(q) := {q}, L (q) := N(q), Ei(q) := {{q,u} : u€ N(q)},
f'{q,u} :=d, fiir alle u € N(q). Dann ist ZUEN(q) f{q,u} =6 und

v {q,u} < ,u}.
wedig vk < e}
Nun sei n > 1, und fiir alle m < n seien L!,(¢q) C Ln(q), EL,(¢) C Em(q),

e @) < ey )

bereits konstruiert, so dafs

vT € L:n_ .
veLL, (q), m#0 1(4)

Sei v € L! (q1). Zur Anwendung von Behauptung 1 setze diesmal
1= {ue N*() s fuyo} > 0},

E = (f{u,v})uer, §:= f'{v,v"}, €:= f{v,v™ }. Behauptung 1 liefert wieder end-
liches I', D. Setze N(v) :=I' C N*(v), f'{u,v}:=dy < f{u,v} fiir alle u € N(v).
Nach Lemma 2.3.2 (b) sind alle N(v) disjunkt. Setze Lj, 4 1(q) :== U, ¢y (q)N(v),
E;L_H(q) = {{u,v} € E y1(q): v € L (q), v € L;H_l(q)}. Dann ist

> fu,vt= oo}

u€N(v)

Setze noch Vpi := UZO:OL;L (q), Eq: := UzozlE;L (q). Da f', wie schon wahrend der
Konstruktion gezeigt, die Bedingung (2.27) erfiillt (mit J statt €), ist f’ ein J-Flub
auf 7". [ |
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Definition 2.3.6. Ein Doppelbaum B = (G, Ty, Ts) ist ein Baum G = (V, F) zu-
sammen mit zwei Wurzelbdumen Ty = (Vp,, E7,,q1), T2 = (Vr,, E1,, q2). Dabei soll
gelten: G = Th + T +. {q1, ¢2}. Handelt es sich bei G um einen gewichteten Gra-
phen G = (V, E, w)a und gﬂt T = (VT1’ Er,,q1, erTl), T = (VTza ET2’q2,erT2)’
so heifst B ein gewichteter Doppelbaum. Ist B' = (G',T{,T3) (B' = (G, T}, T3, w'"))
ein weiterer (gewichteter) Doppelbaum, so schreibe B’ < B genau dann, wenn
G/ S G, Tll S T1 und TZI S T2.

Definition 2.3.7. Sei B = (G, T1,Tz), G = (V, F,w), T1 = (Vr,, E1,, 1, w|E7, ),
Ty = (Vr,, BTy, 92, wlEy,) ein gewichteter Doppelbaum und € > 0. B heift genau
dann ein e-Doppelbaum, wenn es e-Fliisse f; auf 71 und fo auf Ty gibt, so dafs

fi <wlgp, f2 <wlgpy, und € < wiqi,qz2}. Zur Veranschaulichung siehe folgende
Abbildung 2.1.

2 wiq,u} = wigz,u}
T ueN+F(q1) ueN+(q0) Ty

< = fi{ar,u}=e = f2{qa,u}=¢

_uEN+(q1)

Abbildung 2.1: e-Doppelbaum

Lemma 2.3.8. Es sei B ein ¢-Doppelbaum (die Bezeichnungen seien wie in Defi-
nition 2.3.7). Dann gibt es fiir alle 0 < § < ¢ einen §-Doppelbaum B’ < B, so daff
alle Ecken von B’ endlichen Grad haben.

Beweis. Zur Konstruktion von B’ = (G',T{,Ty) wird Lemma 2.3.5 benutzt. Lem-
ma 2.3.5 liefert 77 = (Vpr, Epr,q1,wlg,, ) <Ti und ein §-Fluk fi auf 77, sowie

Ty = Vi, Er1y 92, wlg,, ) < Ty und ein §-Fluk f5 auf T3. Sei noch
V' =V UVpy,  E':= EpUEnU{{q1,q2}}-

Da fi < fi rEle < waTlm f2< fa TETé < waTZI gilt, ist B’ mit G' = (V', E', w[pr)

nach Definition 2.3.7 ein §-Doppelbaum, dessen Ecken alle endlichen Grad haben.
Damit ist Lemma 2.3.8 bewiesen. |

Definition 2.3.9. Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph, ¢ > 0. G hat einen
e-Doppelbaum genau dann, wenn es einen e-Doppelbaum B = (G', Ty, T3) gibt, so
dak G' = (V', E',w[g:) ein Subgraph von G ist.
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Bemerkung 2.3.10. Ist G ein Graph, der einen e-Doppelbaum B hat, so hat G
nach Lemma 2.3.8 fiir alle 0 < § < € einen §-Doppelbaum B’ < B, und alle Ecken
von B’ haben endlichen Grad.

2.4 Graphentheoretische Charakterisierung der Ex-
tremalpunkte

Lemma 2.4.1. Sei 7 := (Iy, I, 7, s) ein Randsystem mit

#Il, #[2 S W.

Ist P € D(Z) und existiert € > 0, so daff G := G(P) einen e-Doppelbaum B hat, so
ist P ¢ E(D(Z)).

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie in Definition 2.3.7. Nach Lemma 2.1.13 (b)
geniigt es, eine Matrix 0 # T € Mg(I1, I2) mit P+ T > 0 zu finden, deren Linien
sich alle zu Null summieren. Indem man ¢y, g3 notfalls vertauscht, kann man oh-
ne Beschrénkung der Allgemeinheit annehmen, dak es (ig, jo) € I3 X I> gibt, mit
q1 = Tigy 42 = Yjo- Definiere T = (ti7j_)(i7j)611><]2 mit

i fiir (i, ) = (i0, jo),
_fl{xia y]} fiir {fi, yJ} S En(Tl)a n ungerade7
(2.29) o VAdzyd o e ey} € Ba(Th),  nogerade,
.29 K —fo{wi,y;} fiir {2i,y;} € Bu(T2), n ungerade,
Frlwi,y;t fir {zi,y;} € Ea(T2), 1 gerade,
0 sonst.

Wegen fi, fo» < wist P+ 71 > 0. Bleibt zu zeigen, daf sich alle Linien von 7' zu
Null summieren. Sei t; ; # 0, ; € La,(¢1). Dann gilt fiir die i. Zeile:

Stig== > Alwad+ fler e} =0

JjEI yeENt(z;)

Die Félle z; = ¢1, 2; € Lany1(g2) und der Fall der j. Spalte (y; = g2, y; € Lant1(q1),
Y; € Lan(gz2)) sind alle vollig analog, das heift: Daf die Summe iiber die jeweilige
Linie null ist, ergibt sich jeweils aus der Flufbedingung (2.27) fiir f; beziehungsweise
Jf2- u

Lemma 2.4.2. Sei T := (I, I, 7,s) ein Randsystem. Ist P € D(Z) und hat G(P)
einen Kreis, so ist P ¢ E(D(1)).

Beweis. Sei K = (i, Yjys- -, Ti,, Yjn+ i, ) ein Kreis in G(P). Dann ist
(2.30) € := Min{pi, 1, Pis,jrs Pinyjar  + +3 Pinins Pinyjn ) > 0
Fir 1 <k < n—1 definiere #;, ;, 1= €, 5,5 = =€ ti,5, = 6 1,5, = —¢.

Dies seien genau die von Null verschiedenen Elemente einer Matrix T' € Mg(I1, I2).
Dann enthélt eine Linie von T entweder keine von Null verschiedenen Elemente oder
genau zwei, ndmlich +¢ und —e. Daher summieren sich alle Linien von T zu Null.
Nach der Definition von e gilt:

A ot > 0.
(i,j) €N x T Pij &g 2

Also folgt P+ T € D(Z) und nach Lemma 2.1.13 ist P ¢ E(D(Z)). [ ]
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Satz 2.4.3. SeiZ := (I, Iz, r, s) ein Randsystem mit #11,#I» <w und P € D(I).
Dann gilt P € E(D(Z)) genau dann, wenn G(P) ein Wald ist und fiir kein € > 0
einen e-Doppelbaum  hat.

Beweis. ,=“: Wegen Lemma 2.4.2 ist G(P) ein Wald, wegen Lemma 2.4.1 hat G(P)
fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum.

»<*“: Sei P ¢ E(D(Z)), das heift, es gibt nach Lemma 2.1.13 (b) eine Matrix T' # 0,

so daf sich alle Linien von T' zu Null addieren und

% b < pii
(ij)€ LixIa .41 < P

Sei |T'|:= (i ;). j)erx1.0 G(T]) = (V, E,w). Wegen [t; ;| < p;,; ist dann
(V. B) < (V(G(P)), E(G(P)))-

Hat dann G(|T|) einen Kreis, so auch G(P), und man ist fertig. Angenommen,
G(|T]) ist kreisfrei. Es bleibt zu zeigen, dak es dann € > 0 gibt, so dak G(|T|) einen
e-Doppelbaum B hat (denn dann hat auch G(P) einen e-Doppelbaum). Da T # 0,
gibt es 19 € 11, jo € 12, so dak t;, ;, > 0. Setze € :=1;, ;,, q1 = Zi,, g2 := Yj,- Damit
bekommt man einen Doppelbaum B’ = (Zhkg 1)) (%i,), 11, 13),

T = (Vry, Eryy q1) = Zhka (7)) = {{q1,4211 (91),
Ty = (Vry, Eriy q2) := Zhka (7)) = {{q1,0.}} (42)-

Behauptung 1. Sei I := {iy,42,...} abzdhlbar, £ := (e;);er eine Folge positiver
reeller Zahlen, so daf a := ), ;e; < oo. Ist dann 0 < b < a, so gibt es eine Folge

iel
D= (di)ie[, so dafl '\V/I 0<d; <e und Zie] d; = b.
. id
Beweis. Setze k := ¢ und d; := ke;. A

Nun zur Konstruktion von B = (G, Ty, T>) < B': Zunidchst wird
Ty = Vi, Eryyq0) < T4
und ein e-Fluf f; auf T} konstruiert, und zwar werden dazu Mengen
Ln(q1) € Lu(qr) und  E(q1) C En(q1)
definiert. Die Definitionen von L, (q1), E}(q1) erfolgen rekursiv unter Benutzung

von Behauptung 1. Im ersten Schritt setze zur Anwendung von Behauptung 1
I'={jely: t;,; <0}, £:= (|tiy,j|)jer, b := €. Behauptung 1 liefert dann D.

Setze N(q1) :={y;: j € I}, Lo(qn) :={ar}, Li(qr) == N(q1),
Ei(q1) == {{q1, 95} € E1(q1) = y; € N(q1)},
Jilq1,y;} := d; fiir alle y; € N(qq1). Dann ist ZijN(q1) Ji{q1,y;} = eund

v, €N(q1) fl{Q1ayJ} =~ | zo,]| w{ql’y]}
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Nun sei n > 1 ungerade, und fiir alle m < n seien L!,(q1) C Lm(q1),
Epn(q1) € Em(q1),
Jile: (@) S wlE! (1), bereits konstruiert, so daf

Y v e _ .
vELl, (q1), m#0 m-1(01)

Sei y]n € L;l(ql)7 x]n = yJ_n Dann iSt 0 < fl{xhﬂyjn} S _tznyjn = w{wzrﬂyjn}'
Zur Anwendung von Behauptung 1 setze diesmal

I={iel:1t; >0},
E = (Jtijnl)ier, b:= fi{z;,, y;, }. Behauptung 1 liefert dann wieder D. Setze

(an) = {Iz 11 € I},

fi{xi, y;, ) := d; fiir alle 2; € N(y;, ). Nach Lemma 2.3.2 (b) sind die Mengen N (y)
mit y € L} (¢q1) alle disjunkt. Setze L, (q1) := UyeL' (ql)N(y),

Epi(qr) :=={{z,y} € Engilq1) s v € Ly yi (), y € Ly(qr)}

Dann ist

> ffwy) = filyy )

yeL ’( 1) 2EN(y)

Fiir n > 1 gerade er.folgen die Deﬁnitione.n von L} . 1(q1) und EJ, (1) ganz analog.
Setze noch Vp, := U L (q1), Fr, :==U,_{Fp(q1). Da f1, wie schon wihrend der

n=0"n
Konstruktion gezeigt, die Bedingung (2.27) erfiillt, ist fi ein e-Fluf auf T3.
Die Konstruktion von Tz und f; erfolgt genau in der gleichen Weise wie die von
Tr und f1. Sei noch V = vp,UVr,, E == Ep,UEn,U{{q1,q2}}. Dann ist B mit

G=(V,E ,w[p) nach Definition 2.3.7 ein e-Doppelbaum. [ ]

Lemma 2.4.4. Sei 7 := (I, 3,7, s) ein Randsystem, ) ;c; ri = Zjelz 55 < 00,
und P € D(Z). Ist dann € > 0, so hat G(P) keinen e-Doppelbaum.

Beweis. Ist € > 0, und hat G(P) = (V, E, w) einen e-Doppelbaum B = (G', Ty, T3),
so gilt

Z pij > Z w( Z fi(e

(i,j)€li x12 e€Er, e€ Er,
wegen Lemma 2.3.4. Das steht im Gegensatz zur Voraussetzung. |

Korollar 2.4.5. Satz 2.2.6.

Beweis. Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen also wie in Satz 2.2.6. Nach
Satz 2.4.3 ist nur noch zu zeigen, dal G(P) fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum
haben kann, und das ist gerade die Aussage von Lemma 2.4.4. |

Die folgenden Beispiele stammen aus [4] und zeigen die Anwendung von Satz 2.4.3
auf einige konkret vorgegebene Matrizen.
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Beispiel 2.4.6. P, sei die folgende in (2.31) in Abhéngigkeit des Parameters a > 0
definierte Matrix (die Matrix bestehe bis auf die angegebenen Elemente nur aus
Nullen, wobei die beiden Diagonalen aus Dreien, wie angedeutet, ins Unendliche
fortgesetzt werden sollen).

Y Y2 Ys Ya Ys Ye Y7 Ys Yo Yo Y11
1 [a 6 8 5
Eip) 2
T4 3 4

(2.31) 26 3 5

T7

=~ N =
Il
.

I8
9 2 3

Z10 3 3

11 3 3

12 3 3

Abbildung 2.2: G(P,)

G(P,) = (V, E,w) ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Man erkennt, daf G(P,) genau
dann einen Kreis hat, wenn a > 0. Genau in diesem Fall ist P, ¢ E(D(Z(P,))). Dazu
ist nach Satz 2.4.3 nur noch zu zeigen, daf G/(P,) fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum
haben kann. Hétte G(P,) fiir ein € > 0 einen e-Doppelbaum, so gébe es nach
Definition 2.3.7 und Lemma 2.3.4 eine Kante e = {q1,¢2} € E, so dak (V, E'\ {¢})
zwel Zusammenhangskomponenten mit unendlich vielen Ecken hat. Bei entfernen
einer Kante aus G(P,) entsteht aber hochstens eine Zusammenhangskomponente

mit unendlich vielen Ecken.

Beispiel 2.4.7. P sei die folgende in (2.32) definierte Matrix. In diesem Fall ist es
moglicherweise iibersichtlicher, das Bildungsgesetz fiir die Matrix iiber den Graphen
G(P) zu erkldren (das ist nach Bemerkung 2.1.5 legitim). G(P) soll wie in Abbildung
2.3 (a) angedeutet nach links und rechts ins Unendliche fortgesetzt werden. Wie
dort angegeben, werden die Ecken spaltenweise durchnummeriert und zwar immer
abwechselnd eine Spalte links und eine Spalte rechts.
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(2.32)

Y

<
v

Ys Y4 Ys Ys Y7 Ys Yo Yio Y11 Yi2 Y13 Yi4 Y15

W=

1 2
o
I3

D=

ENENEE NI
ool =
00| =

00| =

00| =

T4
s

ENENE
00| =
ool =

00| =

00| =

Te

B =
B =

r7

D=
D=

T8
]

a5~

10
11
12
13
T14

al-5l-

a5~

Sei
G(P) = (V, E,w).

In Abbildung 2.3 ist G(P) zusammen mit zwei Subgraphen Hy und H, dargestellt.
Mit ¢ := y1, T links von ¢y, q2 := 22, Ty rechts von ¢ wird H; zu einem %—
Doppelbaum, wobei die g—Flﬁsse f1 <w auf Ty und fy < w auf Ty der Abbildung
2.3 (b) zu entnehmen sind. Entsprechend wird Hy mit g1 := 22, Ty oberhalb von 25,
g2 := Y3, 13 unterhalb von y3 zu einem %—Doppelbaum, wobei die %—Flﬁsse fi<w
auf Ty und f» < w auf Ty diesmal der Abbildung 2.3 (c) zu entnehmen sind. Nach

Satz 2.4.3 ist also
P ¢ E(D(Z(F))).

Beispiel 2.4.8. P sei die folgende in (2.33) definierte Matrix. Wieder betrachte
man fiir das Bildungsgesetz der Elemente von P den Graphen G(P) (siche Abbil-
dung 2.4). Die Ecken sind analog zu Abbildung 2.3 (a) nummeriert. Diesmal sind die
Kantengewichte auf der rechten Seite 4% im Gegensatz zu - in Abbildung 2.3 (a).

2n
(2.33)
Yir Y2 Ys Y4 Ys Y Y7 Ys Yo Y10 Y11 Y12 Y13
1 1
1 1 y y
i) 1 1
) 1 1 1
z3 16 64 64
N 16 n 64 &1 . _.p
5 16 64 64
xr 1 1 1
6 16 64 64
Eidd 1 1
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Abb. (c)

Abbildung 2.3: G(P) (in (a)) und zwei Teilgraphen H; < G(P)
(in (b)), Hy < G(P) (in (c))
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Abbildung 2.4: G(P)

In Abbildung 2.4 erkennt man, da G(P) = (V, E, w) keinen Kreis hat. Auferdem
hat G(P) fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum: Nimmt man an, es gibt ¢ > 0, so
daf G(P) einen e-Doppelbaum besitzt, so folgt nach Definition 2.3.7 und Lemma
2.3.4, daf es eine Kante e = {q1,¢2} € F gibt, so dak (V, E'\ {e}) zwei Zusam-
menhangskomponenten 71, T3 hat mit ZeeE(Tu) w(e) = oo flir p = 1,2. Entfernt
man aus G(P) eine Kante, so liegt in genau einer der entstehenden Zusammen-
hangskomponenten T; und T, ein Subgraph des Weges (1, y1,22,...). Dies sei
ohne Beschrankung der Allgemeinheit fiir 77 der Fall. Enthélt dann E(T3) noch
n € Np Kanten e mit w(e) = 1, so gilt EeEE(Tg) wle) <n+Y 77, i—: < 00. Also ist
P € E(D(Z(P))) nach Satz 2.4.3.

Als eine weitere Anwendung von Satz 2.4.3 soll jetzt im folgenden Satz 2.4.11 gezeigt
werden, daft die Eintrédge einer extremalen Matrix in der von den Randverteilungen
erzeugten additiven Untergruppe von R liegen, sofern diese abgeschlossen ist. Das
folgende Korollar 2.4.12 umfaft die von KENDALL (siehe [8]) und ISBELL (siehe [5])
bewiesene Verallgemeinerung von Satz 2.2.10. Zunédchst ein paar Vorbereitungen:

Lemma 2.4.9. Ist G eine abgeschlossene additive Untergruppe von R, so ist G = R,
oder es gibt t € RY, so daff G = t7Z.

Beweis. Fall 1: G hat einen Haufungspunkt c. Dann gibt es eine Folge (cn)nen in
G\ {c} mit lim ¢, = ¢, das heifft lim (¢, —¢) = 0. Da \Z/N 0# ¢, —c€gund
n—00 n—00 n

s z€7)CG,

mufs G in R dicht liegen. Da G abgeschlossen ist, folgt G = IR.
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Fall 2: G hat keinen Hiufungspunkt. Dann gilt 3 }y ; lg — h| > 1 (denn sonst wire
>0 g,h€
gZh

0 ein Haufungspunkt von G). Es sei ¢ :=sup < 7 : 'yg lg —h|>1
g,he€
g#h
t € G: Andernfalls wire }y s |g — h| > t. Wegen der Abgeschlossenheit von G kénnte
g;he
g#£h
es auch keine Folgen (¢,,)nen, (An)nen in G geben mit lim |g, — h, | = t. Es gébe
n— o0
also ' > t, so dak }Yg |g — k| >t im Widerspruch zur Definition von ¢.
g,h€

g#h
G = tZ: Es ist nur noch ,C* zu zeigen. Wire g € G \ tZ, so wére ¢t > dist(g,1Z) € G
im Widerspruch zur Definition von t. |

Lemma 2.4.10. Fs sei G :=t7 mit t € RY. Ist dann fiir p € R di(p) := dist(p, G),
so gilt:

(a) Fiir alle p € R ist di(p) = di(—p).

(b) Fiir jede reelle Folge (p;)ien mit S:=3 .2 p; € R gilt di(S) < Y .2, di(pi).

Beweis. (a) ist klar.
(b) Zunéchst seien p,q € R gegeben. Dann ist

(2.34)
di(p+q) = ;gg{lp+ q—gl} = g’lglefg{lpr qg—g—h|} < g};lefgﬂp— gl + g — hl}

inf {|p — inf{|g — h|} = di di(q).
;gg{lp g|}+,y€1g{|q |} = di(p) + di(q)

Nun folgt di(S) < Y :2, di(p;) aus der Stetigkeit von di. [ ]

Satz 2.4.11. Sei Z := (I1, I, 7, s) ein Randsystem mit

#1,#1, <w oder 1 nt = 12 ns.
Ist G := G(T) abgeschlossen, so gilt
(2.35) PeEMDI)) = {pij: (4,j) e x L} CQG.
Beweis. Wegen Lemma 2.4.9 kann man ohne Einschrankung annehmen, daf G = tZ
fiir ein ¢ € R*. Zunichst wird der Fall #I; = #I; = w behandelt. Sei P € D(I).
Angenommen, es gibt (40, jo) € I1 X Iy mit p;, ;, ¢ G. Es wird gezeigt, daf

P ¢ E(D(Z)).

Falls G(P) einen Kreis hat, folgt das wegen Satz 2.4.3. Man kann also anneh-
men, dafs G(P) = (V, E, w) kreisfrei ist. Dann gibt es ein € > 0, so dak G(P) einen
e-Doppelbaum B hat (womit dann wieder wegen Satz 2.4.3 alles gezeigt ist). Die

Konstruktion des e-Doppelbaumes erfolgt mit der gleichen Methode wie im ,,<=*-Teil
des Beweises von Satz 2.4.3.
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Behauptung 1. Ist (i,7) € I1 X I, so gilt Zueh\{i} di(py,;) > di(ps,;) und

Z di(pi,,) > di(pi ;)

vel:\{j}

(zur Definition von di( ) siehe Lemma 2.4.10).

Beweis. Es gilt

_ . (2.4.10 (a), (b)) _
(236) dl(p“]) = dl( Z p/’hj - Z p/’hj.) S Z dl(p/'hj.)’
nelh nel\{i} nel\{i}
da Zueh Pu,j €G. Zuelz\{j} di(pi7l,) > di(pm') folgt ganz analog. A

Setze € := %di(pimjo), q1 := Tiy, q2 := Yj,. Damit bekommt man einen Doppelbaum

B' = (Zhkg(p)(xi,), 11, T3),
Ti = (Vrys Erps 1) 1= Zhke(p)— {141,623 (41);
T3 = (Vry, By, 42) = Zhka(p) - ({1,021 (42)-
Nun zur Konstruktion von B = (G, Ty, Ty) < B’. Zunéichst wird
Ty = (Vry, Br,, 1) <Tj
und ein e-Flu® fi auf 77 konstruiert, und zwar werden dazu Mengen L, (q1) C Ln(q1)

und E/ (q1) C E,(¢1) definiert. Die Definition von L/ (q1), E! (¢1) erfolgt rekursiv
unter Benutzung von Behauptung 1 aus Lemma 2.3.5. Dazu setze im ersten Schritt

Ii={j € L\ {jo} : pio,; € G}, & := (di(pis,s))jer, €= ¢rdi(pin,;)s 6 :=¢ (be-
achte, daf € > 26 >4 wegen obiger Behauptung 1). Behauptung 1 von Lemma 2.3.5
liefert dann I’ und D. Setze N(q1) :={y; : j € I'}, Li(q1) :={q1}, Li(q1) := N(q1),
Ei(q1) = {{q,y5} € E1(q1) = y; € N(q1)}, filqr,y;} := d; fiir alle y; € N(q1).
Dann ist EijN(q1) Ji{q1,y;} = eund

Vo fidgn vt <dipio,g) < pio = w{qr, ys}-
y;€N(q1)

Nun sei n > 1 ungerade, und fiir alle m < n seien

L(q1) CLm(q1),  Epn(q1) C Fm(qu),

0 < filky, () < (diow)[py (q) <min{t,wipy g},
bereits konstruiert, so dafs

Y vT € L _ .
veLl (a1), m£0 ()

Sei y;, € Ll (q1), x5, := y;, - Dann ist
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Zur Anwendung von Behauptung 1 von Lemma 2.3.5 setze diesmal
Li={ie Li\{in}: pij, ¢ G}
&= (di(pij,))ier €= D icr di(pi,)s 5= Jfilzi,,y;.} (beachte, daf

o = fulwi,,y;,} <di(pi, ;) <€

wegen obiger Behauptung 1). Behauptung 1 von Lemma 2.3.5 liefert dann wieder
I' und D. Setze N(y;,) :={zi: i € I'}, fi{zi,y;,} :=d; fir alle z; € N(y;,). Nach
Lemma 2.3.2 (b) sind alle N(y), y € L/, (¢1) disjunkt. Setze

! —— '
Foi(a) =1, ., VW),

ELi(q1) :=={{z,y} € Eny1: 2 € L}, 1(q1), y € L}, (1) }. Dann ist

; Z fide,yt = f{y,y™
verlio ) 2éNG)

Wie im Beweis von Satz 2.4.3 erfolgen die Definitionen von Ln+1(q1) und En+1(ql)

fiir gerade n > 1 ganz analog. Setze noch Vp, := Un —oli(q1), Er, := Un 1B (q1).
Da fi1, wie schon wihrend der Konstruktion gezeigt, die Bedlngung (2.27) erfiillt,
ist f1 ein e-Fluf auf T7.

Die Konstruktion von T3 und f; erfolgt genau in der gleichen Weise wie die von
T1 und fi. Sei schlieklich V' := Vi, UVr,, E = Er,UE7,U{{q1,q2}}. Dann ist B
mit G = (V, E,wlp) nach Definition 2.3.7 ein eDoppelbaum . Damit ist (2.35)
bewiesen.

Den Fall, dak min{#1I;, #I,} < w, kann man auf den Fall #I; = #I, = w zuriick-
fithren, indem man abzdhlbar viele Nullzeilen beziehungsweise Nullspalten hinzu-
fiigt. Blelbt der Fall #1; ,; = #15 ,; > w. Erneut nehme man an, dalk es

(i0,jo) € Ih x I

gibt mit p;, ;, ¢ G. Wieder wird gezeigt, daf P ¢ E(D(Z)). Betrachte G(P). Es sei
Z :=Zhk(zi,) und 1z :={ieL: ;€ V(Z)}, Iz :={j€ r: y; € V(Z)}. Wie
im Beweis von Satz 2.1.19 gesehen, sind 1,z und I3 z abzdhlbar und nach Definition
von Z ist Z(Plr, yx1,,) = (I1,2,12,2,7[1, 5,511, ). Da der Beweis fiir den Fall
max{#I,#I} <w schon gefiihrt wurde, ist Plr, ,x1, , € E(D(Z(Pl1, 2x12.2)))-
Also ist nach Satz 2.1.19 (b) P ¢ E(D(Z)). |

Korollar 2.4.12. Sei T := (Iy, I, 7, s) ein Randsystem mit #1; = #I> = a (« be-

liebige Kardinalzahl) und i \4 r; = s; = 1. Dann ist E(D(Z)) = M, (I, I).
i,j)elixIa " /

Beweis. ,,0% folgt wieder, da 0,1 die Extremalpunkte des Intervalls [0, 1] sind.
»C“ Das folgt sofort aus Satz 2.4.11, denn Z ist abgeschlossen, und p; ; € Z impli-
ziert p; ; € {0, 1} wegen der Voraussetzung. [ |

Ist die von den Randverteilungen erzeugte Gruppe G nicht abgeschlossen, so kann es
vorkommen, dak P € E(D(Z)) und dennoch p; ; ¢ G (sogar fiir alle (4, j) € I x I3).
Um das zu sehen dient das folgende Beispiel 2.4.13.
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Beispiel 2.4.13. Es sei

1— aq as
ag 1—a3
. 1— as a4
(2.3{) P .= as 1—as ,
1-— ay
T :=ZI(P). Dabei sei fiir n € N,
(2.38) an = (10"V2 — [10"v2]) - 107"

(\/E kénnte dabei durch jede andere Zahl aus R \ Q ersetzt werden). Die a,, sind
dann alle irrational und positiv. ({r;: i€ 1} U {s; : j € I}) C Q, denn fiir alle
n € N ist

(2.39)
—dp + any1 = —(10"V2 — [10"V2]) - 107" 4 (10" V2 — | 10"*+'V/2]) - 107!

= ([10"v2] - %Llo”“\/ﬂ)lo—“ €Q

und damit auch a, —a,y1 € Q, das heifst \7’I r; € Q, "V’I s; € Q. Dennoch ist
i€l Jel2
P € E(D(Z)) nach Lemma 2.1.13 (b), denn fiir eine Matrix E € Mg(N,N) mit

€y €71
L : : h e
P + E > 0, deren Linien sich alle zu Null summieren, gilt £ = 2
und weiterhin
---—63:f2 :—61:60:—f1:62 :—fg:---ginf{an : TLEN}:O,

das heifst £ = 0.

Das folgende Beispiel zeigt, daft die Umkehrung von Satz 2.4.11 nicht gilt.

Beispiel 2.4.14. Betrachte das Randsystem Z := ({1, 2}, {1, 2}, (4,5),(5,4)) und
die Matrix P := ( g ;) Dann ist P € D(Z), und G(P) hat einen Kreis. Also ist

P ¢ E(D(Z)). Andrerseits ist aber {1,2,3} C ({4,5}) = Z.

Lemma 2.4.15. Sei Z := (I, Iy, r, s) ein Randsystem und P € D(Z). Gilt dann

(2.40) (P € D(Z) und supp(P) Csupp(P)) = P =P,
so ist P € E(D(T)).
Beweis. Angenommen P ¢ E(D(Z)). Dann gibt es nach Lemma 2.1.13 (b) eine

Matrix E € Mg(I1,I3), so daB sich alle Linien von E zu Null summieren und
P+ FE>0.Alsoist P# P+ F € D(Z) und supp(P + E) C supp(P). [ |



42 KAPITEL 2. DOPPELT STOCHASTISCHE MATRIZEN

Satz 2.4.16. Sei I := (1,13, 1,5) ein Randsystem mit ), m;i = Ej612 55 < 00
und P € D(Z). Dann gilt

(2.41) (P € D(T) und supp(P) Csupp(P)) = P=P

genau dann, wenn P € E(D(T)).

Beweis. Wegen Lemma 2.4.15 ist nur ,<* zu zeigen. Dazu nehme man an, daf

es 1:3 € D(T) gibt mit P # P und supp(P) C supp(P). Setze T := P — P. Wegen
P, P € D(T) addieren sich alle Linien von T zu Null. Da P # P gilt, gibt es ein
Indexpaar (ig, jo) € I1 x Iy mit t;, ;, > 0. Wegen

v =0 = t.:=0
(isj)EleIz (p 3J 3J )

gilt mit G := G(P) = (V, E,w) und G :=G(T) = (V, E,#), dak (V, E) < (V, E).
Hat dann G einen Kreis, so auch G, und es folgt P ¢ E(D(Z)). Man kann also

annehmen, daR G kreisfrei ist. Dann folgt wie im ,,<=“-Teil des Beweises von Satz

2.4.3, dak G(|T) einen t;, ;,-Doppelbaum hat. Daraus folgt nach Lemma 2.4.4, daf

S |t =00,

(6,7)€T1 X Iz
was wegen
Iti,j| < pij + Pij
im Widerspruch zur Voraussetzung Zieh T, = ZjEIz s; < oo steht. |
Der Beweis ist analog zu dem von Proposition 1 in [4], nur da dort die Vorausset-

ZUNG Y e Ti = Zjefz s; < oo vergessen wurde. Das folgende Beispiel 2.4.17 zeigt,
dafs diese Voraussetzung wesentlich ist.

Beispiel 2.4.17. Sei P die Matrix aus Beispiel 2.4.13, Z := Z(P) und

-1 1
2 2

b=
|
b=

(2.42) E =

10°
ist supp(P + E) = supp(P), P # P + E und dennoch, wie in Beispiel 2.4.13 gezeigt,
PcE(D(Z)) (esist P—E ¢D(T) ).

Da fiir die nach (2.38) definierten a, gilt ‘V’N 0<a, < &, ist P+ FE € D(Z). Dann
v e .

Aus Satz 2.4.16 ergibt sich

Korollar 2.4.18. SeiZ := (I, I3, 7, s) ein Randsystem und P € D(T). Gilt fiir jede
Zusammenhangskomponente H von G(P), daf leeV(H) r; < 00, S0 ist

(2.43) (P € D(T) und supp(P) C supp(P)) = P=P

genau dann richtig, wenn P € E(D(T)).
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Beweis. Wieder ist wegen Lemma 2.4.15 nur ,<=* zu zeigen. Angenommen, es
gibt P € D(Z) mit supp(P) Csupp(P) und P # P. Wihle (io,jo) € I1 X Iy mit
Pioyjo  Dio,jo- Definiere dann H := Zhkg(p)(2i,) und

Il,H = {ZEIl IZEV(H)}, I2,H = {_]EIQ yJEV(H)}
Nach dem Beweis von Satz 2.1.19, sind I z und I5 rr abzéhlbar, und nach Definition
von H ist T:=T(P[1, yxtsr) = (I1,m, Lo, 0,711, 415 8110 5 ). Weiterhin sind

Pfh,Hsz,mPfh,Hxlz,H S D(I)a

SUPP(Pfh,Hsz,H) :_) SUPP(Phl,Hsz,H) sowie P“1,H><12,H # Prh,HXTz,H' Aus NdeI'
Voraussetzung des Korollars und Satz 2.4.16 folgt damit P[, ,xr, » € E(D(Z)).

Nach Satz 2.1.14 (b) ist also auch P ¢ E(D(Z)). [ |

Der folgende Satz 2.4.23 gibt eine graphentheoretische Charakterisierung der Ex-
tremalpunkte von D(< Z). Dazu sind zwei weitere technische Definitionen (2.4.19
und 2.4.21) notwendig.

Definition 2.4.19. Sei G = (V, F, w) ein gewichteter Graph und € > 0. Ein un-
endlicher ¢-Weg W ist ein Weg W < G, so dak w[guy) > € und (W) = oo.

Bemerkung 2.4.20. Sei G = (V, E, w) ein gewichteter Graph, ¢ >0 und W <G
ein unendlicher e-Weg. Dann gilt ZeeE(W) w(e) > 0o - € = 0o, das heift, insbeson-
dere ist ) . pw(e) = oo.
Definition 2.4.21. Sei Z := (I1, Iz, , s) ein <-Randsystem, P € P(< Z) und
G(P)= (V,E,w).
Setze
Ve =Ve(P):i={x; €V: Zpi,j <ritU{y; €V Zpi,j < st

JjEI2 i€l

Lemma 2.4.22. Sei 7 := (I, Iz, r, s) ein <-Randsystem, P € D(< I),
G:=G(P)=(V,E,w).
Gibt es eine Zusammenhangskomponente H von G mit #(V(H)NV,) > 2, so ist
P ¢E(D(<LT)).
Beweis. Sei also H eine Zusammenhangskomponente von G und
Tio, Yjo € VI(H) NV

(die Félle z;,,zi, € V(H) N Vg, i1 # 142 und y;,,y;, € V(H) NV, j1 # j2 lassen
sich ganz analog behandeln). Da H zusammenhéngend ist, gibt es einen z;,y;,-Weg
W = (®iy, Yj1s - -5 Tiy, Yjp ). Es sel
(2.44)
¢ := min{rj, — Z Pioj> Sjo — Z Pisjos Pivyjas Piayjis Pisgas - - s Pixjucys Pisn ) -
J€l2 i€l
Nun definiere eine Matrix £ = (ei,j)(i,j)ehxlz € Mg(I1, I5) durch
€ fiir (ivj):(i}“ju)a 1§,u§ka
(2.45) €=« —e fir (i,7) = (iy, ju=1), 2< pu <k,
0  sonst.

Dann erfiillt E die Bedingungen 2.8 und 2.9 aus Lemma 2.1.13 (a). Daher ist
P ¢ E(D(<T)). [ ]
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Satz 2.4.23. Sei T := (I, I, 7, s) ein <-Randsystem mit

#Ilv #I2 S w,

PeD(LI), G:=G(P)=(V,E,w). Dann gilt P € E(D(L Z)) genau dann, wenn
die folgenden Bedingungen (i), (ii) und (iii) gelten.

(1) G ist ein Wald und hat fiir kein € > 0 einen e-Doppelbaum.

(ii) Fir alle Zusammenhangskomponenten H von G ist #(V(H) NVc) < 1.

(iii) Fir alle Zusammenhangskomponenten H von G gilt, dafy H nur fiir
VIH) NV =10

fiir ein € > 0 einen unendlichen e-Weg W < H haben kann.

Beweis. ,=%: Ist (i) nicht erfiillt und 7:= Z(P), soist nach Satz 2.4.3 P ¢ E('D(i)),
das heift P = 1P + 3P, mit P # Py, P, € D(I). Da dann auch Py, P, € D(< 7),
ist P ¢ E(D(<Z)). Man kann jetzt also annehmen, daf (i) erfiillt ist. Ist (ii) nicht
erfiillt, so ist P ¢ E(D(<Z)) nach Lemma 2.4.22. Ab jetzt sei auch (ii) erfiillt.
Ist nun (iii) nicht erfiillt, so gibt es eine Zusammenhangskomponente /' von G' mit
V(H) N V¢ # @ und ein € > 0, so dak H einen unendlichen &Weg W = (27,5, - - -)
hat. Gibt es 2; € V(H) NV, sosei U= (z;,y;,,---, ;) ein 27 z; -Weg. Mit

€ := min{é, min{w(e) : e € F(U)}
ist dann

W = (Zig, Yjo, - --) i= (mgo,yjo,...,:rgl,yil,..._)

ein unendlicher e-Weg in H. Sei nun

§ :=inf{r;, — E Pioyjs Pioyjos Piryjor -+« }-
jels

Dann ist § > 0. Setze T' = (ti,;)(i,j)er, x 1, Mit

) fiir (¢,7) = (4, Jx), k € No,
(2.46) t;5:=19 =30 fir (¢,5) = (¢k41,Jk), k € No,
0 sonst.

Damit ist dann P +T > 0, .VI Y ier, i,y = 0 und
JEI2 v
v = 0 fir i € I \ {io}.

Nach Lemma 2.1.13 (a) ist dann P ¢ E(D(< Z)). Gibt es nur ein y; € V(H) NV,
so folgt P ¢ E(D(< Z)) ganz analog.
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Yio o Tpo Yug
Abbildung 2.5

»<="“: Selen die Bedingungen (i), (ii), (iii) erfiillt und
P = %P] +%P2, P],Pz ED(S I)

Setze T := Py — P = P — P,. Dann ist A [ti ;] < pi ;. Ziel ist es, zu zeigen,
(i,j)EI-lXIz -

dak T = 0. Wegen [t; ;| < p; ; ist (V(G(|T])), E(G(|T]))) < (V, E). Also ist G(|T)

wegen (i) ein Wald und hat fiir kein ¢ > 0 einen e-Doppelbaum. Nun sei H eine
Zusammenhangskomponente von G(|7T']) und

(2.48) Vio:={z; € V(H): > ti; £ 0 U{y; € V(H) : Y ti; # 0}

jEI, i€l

Wegen P+ T € D(<Z) ist Vzo C V. Nach (ii) ist also #Vxo < 1. Angenom-
men, es gilt #Vxo = 1. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit Vzo = {z;,}, (der
Fall Vxo = {y;,} wird analog behandelt). Es gibt dann jo € I mit ¢;,;, # 0.
Entfernt man aus H die Kante {z;,,y;,}, so entstehen, da H ein Baum ist, zwei
Zusammenhangskomponenten. B sei diejenige mit y;, € V(B).

Behauptung 1. ¥V dg(v) <2.
VeV (B) r

Beweis. Angenommen, es gibt z,, € V(B) mit dg(z,,) > 3. Dann gibt es
vi,va,v3 € Iy

mit g 015 tuo,ves tuews 7 0. Nach eventuellem Vertauschen von vq, v, v3 kann man
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daft

d(yju? yl’a) < d(y]u 9 yl’1)? d(yjuﬂ yl’2)
und |t | < |tue,w,| (siehe Abbildung 2.5). Setze

t
. Ho,sV1
5= —lwows

tﬂo,%

das heikt 0 < |§] < 1. Entfernt man die Ecke z,, aus B, so entstehen mehrere Zu-
sammenhangskomponenten. Sei By := Zhkp_z, (Y0,), Ba := thB—fuu(yl’z)' Defi-
niere eine Matrix S = (si;)(i,j)er, x1, durch

tiy e {wi,y;} € E(B1) U{ug, t, )
(249) Sivj = th fllI' {$i, yJ} € E(BZ) U {'rllm sz}v

0 sonst.
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Dann ist A Isi,;| < |ti;], und es gilt
(ij)elixIz N

Z Spoj = tHOvVl + 6tﬂ07V2 = 0’

jelz
(2.50) VoD s =ty =0 Yo sig= hiy =0,
. z;€V(B1) il il y;EV(By) T erd
z‘e‘y(B ) Z Sivj = Z Jtiyj - 0’ 'EV\YI(B ) Z Si,j - Z Jti,j = 0
‘ * jen jel Yi 2 ien ich

S erfiillt damit die Bedingungen von Lemma 2.1.13 b), das heift P ¢ E(D(Z(P))),
was nach Satz 2.4.3 im Widerspruch dazu steht, dak G (i) erfiillt. Bleibt noch zu
bemerken, daf der Fall y,, € V(B) analog behandelt werden kann. A

Behauptung 1 besagt, dafs B = (y;,, €i,, i, . - . ) ein Weg ist. Also muf

Liggjo = —tirgo = tir,g. = -+

sein, das heifit, B ist ein unendlicher ¢;, ;,-Weg im Widerspruch zu (iii). Damit ist
gezeigt, dal Vzo = ) gelten muR. Da weiterhin H eine beliebige Zusammenhangs-
komponente von G(|T|) war, folgt, dak sich alle Linien von T zu Null summieren.

Wiére T # 0, so wére nach Lemma 2.1.13 (b) wieder P ¢ E(D(Z(P))). [ |

Lemma 2.4.24. Sei T := (I, Iz, 7, s) ein <-Randsystem mit

min{zziel1 7“2-,2]-612 55} < oo,

PeD(KI), G:=G(P)=(V,E,w). Dann kann es fiir kein ¢ > 0 einen unendli-
chen e-Weg W < G geben.

Beweis. Ist € > 0 und W < G ein unendlicher e-Weg, so ist nach Bemerkung 2.4.20
min{Eiezl Tis Zj612 sj} > E(i,j)e]lng Pij = EeeE w(e) = oo. u

Korollar 2.4.25. Sei 7 := (I, I3, 7, s) ein <-Randsystem mit

min{z i Z 55} < o0,

1€14 JjEI2

PeD(KI), G:=G(P)=(V,E,w). Dann ist P € E(D(<Z)) genau dann, wenn
G ein Wald ist und fiir alle Zusammenhangskomponenten H von G gilt, daf§

#V(H)NV) < 1.

Beweis. Zundchst kann man wegen min{} ;. T‘i,szE s;} < oo ohne Beschréin-
kung der Allgemeinheit annehmen, daf #171, # 15 < w. Nach Satz 2.4.23 ist dann nur
noch zu zeigen, daf fiir min{}_; ri,zj612 s;} < oo (iii) aus Satz 2.4.23 immer
erfiillt ist, und das ergibt sich aus Lemma 2.4.24. |

Das folgende Beispiel 2.4.26 liefert den einfachsten Fall einer doppelt substochasti-
schen Matrix P beziiglich eines endlichen Randsystems, so daff G(P) ein Wald, P
jedoch nicht extremal ist. Wegen Satz 2.2.4 folgt daraus, daf sich Satz 1.4.1 nicht
auf g € D(< mq, < may) verallgemeinern l4Rt.
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Beispiel 2.4.26. Sei Z := (I, Iy, r,s) mit I = I = {1}, r = s = (1), P := (%)
Dann ist P € D(< Z), wegen P = (1) + 3(0) ist P ¢ D(< Z) (das ist Fall (ii) von

Satz 2.4.23). G(P) hat nur zwei Ecken und ist damit ein Wald.

Der folgende Satz 2.4.27 und Korollar 2.4.28 stellen die zu Satz 2.4.11 und Ko-
rollar 2.4.12 analogen Ergebnisse fiir doppelt substochastische Matrizen dar. Sie
verallgemeinern einen Satz von MIRSKY (siehe [11]).

Satz 2.4.27. Sei Z := (I1,Ia,r,s) ein <-Randsystem mit #I1 = o, #I, = (. Ist
G := G(Z) abgeschlossen, so gilt

(2.51) PEEMD(T) = {py: (i) €l x b} CG.

Beweis. Nach Lemma 2.4.9 kann man wieder ohne Einschrdnkung annehmen, daft
G = tZfiirein t € R*. Zunichst nehme man an, dak a = 8 = w. Sei P € D(L Z) ge-
geben. Angenommen, es gibt (ig, jo) € I1 X Iy mit p;, ;, € G. Es soll gezeigt werden,
dak dann P ¢ E(D(< Z)). Hat G(P) einen Kreis, so folgt das aus Satz 2.4.23. Man
kann also annehmen, dak G := G(P) = (V, E, w) ein Wald ist. Weiterhin kann man
annehmen, daf fiir alle Zusammenhangskomponenten H von G, #(V(H)NV,) < 1,

denn andernfalls ist P ¢ E(D(< Z)) nach Satz 2.4.23 (ii).
Behauptung 1. Gilt Gp := G(Z(P)) < G, so ist P ¢ E(D(L 1)).

Beweis. Wegen G = t7Z ist Gp = {Z, wobei t € {kt: k € N}. Wegen Dio,jo € G st
P ¢ Mg, (I1,I5) und damit P ¢ E(D(Z(P))) nach Satz 2.4.11. Dann gibt es ¢ > 0,
so dak G(P) einen e-Doppelbaum hat. Wegen Satz 2.4.23 ist P also nicht in
E(D(L1)). A

Nach Behauptung 1 gibt es eine Linie von P, deren Summe nicht in G liegt. Ins-
besondere gilt fiir die zu dieser Linie gehérende Zusammenhangskomponente H,
dak #(V(H)NV,) =1. Man kann daher ohne Beschridnkung der Allgemeinheit
annehmen, dafs V(H) NV, = {x;,} (der Fall {y;,} = V(H) N V. ist wie iiblich,

1 i . W VH)NV,) = 1 ist \4 . ij €
analog zu gewinnen) egen #(V(H) <) is eV (B (os) ZJGIEP,J G

und ‘V(H) Y icr, Piyj €G. Entfernt man aus H die Kante {z;,,y;,}, so entste-
Y€V v
hen, da H ein Baum ist, zwei Zusammenhangskomponenten. Sei 1" diejenige mit

v, € V(T).
Behauptung 2. Ist P € E(D(< 7)), so gilt fiir ¢ € 1 mit z; € V(T), dak

#pip: pip §G} <2
und fiir j € I, mit y; € V(T), dak #{p,; : pu; ¢ G} < 2.
Beweis. Angenommen, es gibt z,, € V(T) mit #{puyv : Ppo,y € G} > 3 (im Fall
dak es y,, € V(T) mit #{pu,, : Puwe € G} > 3 gibt, kann man ganz analog argu-

mentieren). Dann gibt es vq,v2,v3 € Iy mit puy vy, Puo,vas Puows & G- Nach eventu-
ellem Vertauschen von vy, vs, v3 kann man annehmen, dafs

A(Yjar Yva) < A(Yjos Yo )s A(Yjos Yoo )-
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Entfernt man die Ecke x,, aus T, so entstehen mehrere Zusammenhangskomponen-
ten. Setze € = 2 min{di(pug,v,)s di(Puow.)} (di( ) wie iI-l Lemma 2.4.10), q1 := z,,,
q2 = Yo,y T =Tk g, (yu,), 11 := (Vp1, Ep1yq1) mit

VT{ = V(Tlll) U {xlto}v ETI’ = E(Tlll) U {xllm yl/1}7

Ty == (Vrs, By, q2) i= Zhkr g, (Y0,), G' = (V', E'yw') mit V' := V(T7) U V(T3),
E':= E(T{)UE(T3), w' := w|g:. Damitist B := (G', T{, T3) ein Doppelbaum. Nun
kann man genau wie im Beweis von Satz 2.4.11 einen e-Doppelbaum B < B’ (¢ > 0)
konstruieren (das heifst, wegen Satz 2.4.23 (i) ist dann P ¢ E(D(<L I))). Setze dazu
noch ¢; := y,,, und ersetze im Beweis von Satz 2.4.11 ¢4 durch §;. Ersetze dann
weiterhin zur Konstruktion von E/ (), L} (¢1), to durch po, jo durch vy, T{ durch
T, und am Ende setze Vr, i= U LL (@) Udar}, Br, o= g B () U dar, ),
fi{q1, G} := €. In der Konstruktion von EJ, (g2), L’ (q2) ersetze i durch po und jo
durch vs,. A

Wegen Behauptung 2 kann man nun annehmen, dak T' = (y;,, €:,, ¥;,, ... ) ein Weg
ist. Fiir p,¢ € R mit p+ ¢ € G gilt di(p) = di(p + ¢ — ¢) < di(g). Vertauschen von p
und ¢ liefert di(q) < di(p). Also ist di(p) = di(g). Daraus folgt, daf T ein unendlicher
di(pi,,j,)-Weg ist. Nach Satz 2.4.23 (iii) ist auch in diesem Fall P ¢ E(D(< 7)).
Damit ist im Fall « = 8 = w alles bewiesen.

Der Fall a, 8 < w kann wieder auf den Fall @« = § = w zuriickgefiihrt werden, indem
man abzdhlbar viele Nullinien einfiigt. Bleibt der allgemeine Fall. Erneut nehme
man an, daf es (i, jo) € I X Iy gibt mit p;, ;, ¢ G. Wieder wird gezeigt, dak dann
P ¢ E(D(L Z)). Betrachte G(P). Es sei Z := Zhk(x;,) und

Il,Z = {ZEIl : IZEV(Z)}, Ig’Z = {]EIQ T Y EV(Z)}

Wie im Beweis von Satz 2.1.19 gesehen, sind Iy ; und I ; abzéhlbar, und nach
Definition von Z ist Z(P|r, ,x1, ) = (I1,2:12,2,7 1 2, S|1, ). Da der Beweis fiir
den Fall max{#I;,#I,} < w schon gefiihrt wurde, ist

Prh,ZXIz,Z ¢ E(D(S I(Pfh,lez,z)))-

Also ist nach Satz 2.1.19 (a) P ¢ E(D(L 1)). [ ]

Korollar 2.4.28. Sei 7 := (I, I, r,s) ein <-Randsystem mit #I1 = «, #I, =
und r; = s; = 1 fiir alle (i, §) € I; x Iy. Dann ist E(D(< 1)) = M, (11, I2).

Beweis. ,0“ gilt wieder, da 0, 1 die Extremalpunkte von [0, 1] sind.
»C*: Das folgt sofort aus Satz 2.4.27; denn Z ist abgeschlossen und

pij €7 = pi;€1{0,1}

wegen der Voraussetzung. |

2.5 Extremalpunktcharakterisierungen fiir endliche
Randsysteme

Das Hauptergebnis dieses Abschnitts besteht in Satz 2.5.15, der eine Vielzahl ver-
schiedener Charakterisierungen der Extremalpunkte fiir endliche Randsysteme lie-
fert. Die meisten dieser Charakterisierungen finden sich bei JURKAT und RYsSEr
(siehe [T]).
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Zunichst wird fiir endliche Randsysteme Z rekursiv eine Menge £(Z) definiert, die
sich dann anschliefend gerade als die Menge der Extremalpunkte erweisen wird
(sieche Lemma 2.5.5).

Die Konstruktion von £(Z) erfolgt, indem man, sofern es mindestens zwei Zeilen
und mindestens zwei Spalten gibt, fiir alle Indexpaare (i, j) untersucht, ob r; <'s;
oder r; > s; gilt. Im ersten Fall entfernt man 7 und r; aus dem Randsystem Z und
ersetzt s; durch s; — r;. So entsteht ein kleineres Randsystem 7. Die zugehérigen
Elemente von £(Z) bekommt man nun rekursiv, indem man in alle Elemente von
() eine zusiitzliche i-te Zeile einfiigt, die an der j-ten Stelle r; stehen hat und sonst
nur Nullen. Im Fall 7; > s; geht man analog vor, nur daf die Rollen der Zeilen und
Spalten vertauscht sind. Die formalen Details dieser Konstruktion erfolgen jetzt in
Definition 2.5.1.

Definition 2.5.1. Sei 7 := (I1, I, r, s) ein endliches Randsystem. Setze

m :=1(r), n:=1(s),

(2.52) M(Z):={(t,j)e 1 xIh: 1 <s;}, NZ):={(i,j) e L xIr:r;>s;}.
Fiir (4o, jo) € M(Z) und m > 2 definiere ein Randsystem
IJZ.\?J.D = (Il \ {i0}7[27 7“5\04,5;\2)

durch
(253) 7"3"04 = rrh\{io}, ( Jjo )J — {5_7 fiir 7 # Jo,

S]D — Ty ur j = jo-

Fiir (i, jo) € N(Z) und n > 2 definiere ein Randsystem
N7 = (I, B\ (o}, 7% 53
durch

. i T fiir 7 # io,
(2.54) Sg\[; = .9[12\{j0}, (TJ\U,)i = { 7 io

i, — S5,  fir ¢ = 2.

Die Menge £(Z) sei dann rekursiv, wie folgt, definiert:

Fiir min{m,n} = 1 sei £(Z) := D(Z). Seien nun m,n > 2, und fiir alle Randsysteme
1:= (fl,fz, 7,8) mit 1 :=I(#) < m oder n :=1(8) < n sei S(i) bereits konstruiert.
Definiere fiir (40, jo) € M(Z) und m > 2

Min,jn(I) = { P e 'M]Rig([l’ [2) :
(2.55)

ri, firj=jo

i0,jo 0 firj#j
Pl(r\io})x1s € E(T3p™) 1nd pi, ; = { # 0,}

und fiir (0, jo) € N(Z) und n > 2

Mu,jo(I) = { P 6 MR;(Il’IZ) .
(2.56)

85, fiiri=1g

i0,50 0 fﬁI’ l 2
Plrx(1:\{jo}) € E(ZN?) und p; j, = { 7 0’}-
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SchlieBlich sei £(Z) := M(Z) UN(Z) mit

(2.57) MIT)= |J M@, NO= | N;@D).
)

(i,j)EM(I (i,j)EN(I)

Zur Illustration von Definition 2.5.1 dient das folgende Beispiel 2.5.2. In Abschnitt
A.1 des Anhangs befindet sich der Quellcode einer Implementation des in Definition
2.5.1 gegebenen Algorithmus.

Beispiel 2.5.2. Gegeben sei das Randsystem 7 := (7, I, r, 5) mit
Lo=1{1,2), I:=1{1,2,3},
r:=(2,5), s:=(1,1,5). Es soll nun £(Z) explizit bestimmt werden. Es ist
M(Z) ={(1,3),(2,3)} N(Z) ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3)}.

Man erhalt

I]1\’43: ({2}7127(5)7(171’3))7 MLS(I) - {<(1)

S = = O
oo W
N——
N——

I3 = ({1} 12, (2). (1, 1,0)), Mas(Z) = {G’

sowie Ijl\}l = (I,1{2,3},(1,5),(1,5)),

M(Ijl\’fl) = {(1,2), (1v3_)a (2ﬂ3)}v N(Ijl\’fl_) = {(1,2), (2v2)a (2a3_)}a

(TN = ({21:42,3),(5),(0,5), Mua(Zy') = ((1) 2)}

(3}
)}

(N = ({21:42,3),(5), (1, 4),  Mua(Ty') = {
(I35 = ({11{2:31, (1), (1,0)), Mas(Zy') = {(3
1
0
0
1

IO = (1, {33,(0,5), (5)), Mi(Ty') = {(
(

(N3 = (1,3}, (1,4), (5)), Ma(ZX!) = {

—— = —— o

(:Zl}\’fl.)ljz\’f3 = (Ila {2}3 (la 0_)3 (1.))’ M2’3(1—Jl\;1) - {<(1) g>

also M1,1(Z) = {((1) (1) g), ((1) (1) i) } Ganz analog bekommt man

) (1

1'11\772 = (I, {1,3},(1,5),(1,5)), N1’2(I') - {((1)

_'[12\771 = (Ila 12,3}, (2a4,)a (1’5))’ N2’1(I) =

/_\

— o
—_0 O O

—

S——

—

IV = (1412}, (2,0),(1,1)),  Nas(Z) =

,_.
O m,O RO O
w2

{
I3 = (1 131 @40, 1,9), a0 ={
{
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Damit hat man insgesamt

eo=mmovm={(0 435 D616 >}

Lemma 2.5.3. Fir jedes endliche Randsystem I := (I1, I, r,s) ist £(I)

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber m + n. Fiir m = 1 oder n = 1
folgt die Behauptung sofort aus Definition 2.5.1. Sei also m,n > 2 und P € £(Z).
Ist P € M(Z), so gibt es (io, jo) € M(Z) mit P € M;, ;,(Z), das heit

0 fiir j # jo,

Plungiopxts € E(Ty") und pig ;= { fiir j = jo

Tig

Per Induktion ist P[(7,\{ia})x1. € P(Z Z”’JD) das heiftt

v )i = fiir i # g,
. : :pzvj - o
i€l T; fiir 2 = 1o,

jel> to

j)-_s fiir j # jo
JEI pr Pio,j + Z pw—{ M= LT

i€l ieli\{io} (SM)J0 + i, = Sj, fir j = jo,

(2.58)

also P € D(Z). Eine analoge Rechnung zeigt, dak P € D(Z) auch fiir P € N (Z)
gilt. |

Lemma 2.5.4. Sei T := (Iy,1I,r,s) ein endliches Randsystem und P € &E(I).
Dann ist #supp(P) <m+n— 1.
Beweis. Wieder erfolgt eine Induktion iiber m + n. Fiir m = 1 ist

#supp(P) <n=n+m-—1,

fiir n = 1 ist #supp(P) <m=m+n— 1. Sei nun m,n > 2 und P € £(Z). Ange-
nommen P € M;, ;,(Z), (i0,jo) € M(Z). Es gilt

(Induktion)
# supp(P) = # supp(P [(11\{i0})x12)+1 < m—14+n—14+1=m+n—1.

Ist hingegen P € N, ;. (L), (io, jo) € N(Z), so ist

(Induktion)

#supp(P) = #supp(P[le(IE\{jo}))—{—] < m+n—1—1+1
=m+n—1
Damit ist die Induktion vollstindig und das Lemma bewiesen. |

Lemma 2.5.5. Ist Z := (I1, I, 7, s) ein endliches Randsystem, so ist

Beweis. Der Beweis erfolgt erneut durch Induktion iiber m + n. Fiir m = 1 oder
n = 1 ist nichts zu zeigen. Seien also m,n > 2.

2% Sei P € E(D(Z)). Nach Korollar 2.2.9 hat P eine Linie mit héchstens ei-
nem positiven Element. Angenommen, es handelt sich dabei um die ip-te Zei-
le (der Fall, daf es sich um die jo-te Spalte handelt, geht véllig analog). Setze
Q = Pl(1\{iv})xTas 7 :=7(Q). Nach Lemma 2.1.14 ist dann Q € E(D(Z)). Per
Induktion ist dann @ € S(f), und es folgt (beachte dazu (io, jo) € M(Z) wegen
Dio,jo = Tio) P € M, ;,(Z), das heiflt P € £(Z).
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: Sei nun Pe€ &E(Z), P= % P 4 1p(2) ynd P(l) P2 ¢ D(Z). Angenommen
P c MZMD( ), (f0yjo) € M(Z). Sei Q := Pl(1\{io})xT2s und fiir k = 1,2 sei

Q™M = P(k)r(h\{ig})xlg-

Dann gilt Q = %Q(l) + %Q(z). Sei 7 := Z(Q). Per Tnduktion ist Q € E(D(Z)), das
heikt Q(Y) = Q) = Q. Wegen P, P(V), P(?) ¢ D(Z) folgt daraus auch

Pliigyxrs = PO 1ioyxr, = PP ioyxra

das heift P = P(Y) = P(), Also ist P € E(D(Z)). Ein véllig analoges Argument
zeigt P € E(D(Z)) auch fur P € N, 50(Z), (i0, jo) € N(Z). [ |

Lemma 2.5.6. Sei Z := (I, I, r,s) ein endliches Randsystem und P € D(I).
Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn jede Submatriz ) von P eine Linie mit
héchstens einem positiven Element enthdlt.

Beweis. ,=* folgt aus Korollar 2.2.9 und Lemma 2.1.14. Der Beweis von ,<* ist
wiederum eine Induktion iiber m + n. Fiir m = 1 oder n = 1 ist nichts zu bewei-
sen. Sei nun m,n > 2. Nach Voraussetzung hat P eine Linie mit hochstens einem
positiven Element. Angenommen, es handelt sich um die io-te Zeile (der Fall, daf§
es sich um die jo-te Spalte handelt, geht dann wieder analog). Wihle jo so, daf8

A i, =
jena\ioy 0
Sei @ := Pl(1,\{io})xI,- Da jede Submatrix von () auch eine Submatrix von P ist,
enthélt jede Submatrix von @ eine Linie mit héchstens einem positiven Element. Per
Induktion ist dann @ € £(Z;77°) (beachte dazu, dak (io, jo) € M (Z), da pi, j, = Ti,)-
Also ist P € M;, ;,(Z) und damit P € £(Z) = E(D(Z)). [ |

Korollar 2.5.7. Sei Z := (I1,Is,r,s) ein endliches Randsystem und P € D(I).
Dann ist P € E(D(Z)) genau dann, wenn fiir jede Submatriz @) von P mit m Zeilen
und 1 Spalten gilt, daff #supp(Q) < m+n—1.

Beweis. ,=%: Sei P € E(D(Z)) und 7:= Z(Q). Dann ist Q € E('D(f)), das heift
Q € £(Z) und damit #supp(Q) < m+ 7 — 1.

»<=“: Aus #supp(Q) < m+ 7 — 1 folgt, dak @ eine Linie mit hdchstens einem po-
sitiven Element besitzt, denn andernfalls wire

#supp(Q) > 2max(m,n) >m+n>m+n— 1.

Nach Lemma 2.5.6 ist dann P € E(D(Z)). [ ]

Die folgende Definition 2.5.8 dient dazu, extremale Matrizen durch Permutation der
Zeilen und Spalten in einfache Formen zu bringen.
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Definition 2.5.8. Sei It = {1,...,m}, I, = {1,...,n}, P € Mg([1, I2).

(a) P ist eine obere Dreiecksmatriz (upper triangular matrix) genau dann, wenn

(2.59)
(m<nund V pi,j = 0) oder (m >nund 'V L Pitm-n,j = 0).
(Z7J)§>I;XI2 (17.'7)6.12
3 i>j

Die Menge der oberen Dreiecksmatrizen bezeichne mit UT(m, n).

(b) P ist eine untere Dreiecksmatriz (lower triangular matrix) genau dann, wenn

(2.60)
m<nund VY iitn—m = 0) oder (m > n und N i = 0).
( = (i,j)Epr’J+ ) ( (Z’,j)'EI}XIz pv] )
i<j <]

Die Menge der unteren Dreiecksmatrizen bezeichne mit LT (m, n).

Beispiel 2.5.9. (a) Die folgenden Matrizen sind obere Dreiecksmatrizen:

(2.61)
1
1 1
11111
tf,0 111 1, 1 ,( )
. 0 o 1 1 1 1
1

(b) Die folgenden Matrizen sind untere Dreiecksmatrizen:

(2.62)
1
1 10
1 1 1 1 0
1,(11111),11,( )
. L 1 1 1 1 1
1

Lemma 2.5.10. Sei Iy = {1,...,m}, I = {1,...,n}, P € Mg(l1,13). Dann
gilt: P € LT(m,n) << P'e€UT(n,m) (dabei ist P* := (p;i)(i.j)erxi, die zu P
transponierte Matriz).

Beweis. ,=“: Ist m < n, so gilt m! = n > n® = m. Dann ist

¢ — . . —
(j,i\)delf Pjtmt—nti = Pi,j4n—-m = 0.
i>i
' =m und y i)EVI <y, Pii = iy = 0., folgt durch
s 2 1
J>i
eine ganz analoge Rechnung. |

Ist m>mn,sogilt m! <n=n

Definition 2.5.11. Sei I eine endliche Menge und P € Mg(7, ). Dann definiere
(X := X(I) sei die Menge der Permutationen von I)

(2.63) per(P) =Y [ pioci)

oeXiel

per(P) nennt man die Permanente von P.
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Lemma 2.5.12. Fiir eine endliche Menge T und P,Q € Mg+(I, 1) gilt
per(P) + per(Q) < per(P + Q).

Beweis. Seien P,Q € Mgp+(I,T), ¥ := X(I). Dann ist

perP+Q ZHp+qzoz Zszoz +Qzaz))

oeXiel oexiel
> Z Hpi,o(i) + Z HQi,a(i) = per(P) + per(Q),
oeXiel oceXiel
und das Lemma ist bewiesen. |

Lemma 2.5.13. Ist I eine endliche Menge und P € M, (I), so ist per(P) = 1.

Beweis. Das folgt sofort aus Definition 2.5.11, wenn man beachtet, daf fiir Matrizen
P € Mp(I) genau ein o € X(J) existiert, so daf .VI Pi,oi) # 0, und daf fiir dieses
. ie

o) = 1. |
7, z'\gI Pi,o(i)

Lemma 2.5.14. Sei I ={1,...,m} und P € Mr(I,I). Gilt dann P € UT(m, m)
oder P € LT(m,m), so ist per(P) =TIT%, pii-

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus Definition 2.5.11, da es fiir Id # o € X(I)
immer Indizes 4, j € I gibt, so daf sowohl ¢ < o(i) als auch Jj > o(j) gilt.
Ist P € UT(m, m), so ist p; »(;) = 0, ist P € LT(m, m), so ist p; o(;) = 0. |

Satz 2.5.15. Ist T := (I, I2,7,s) ein endliches Randsystem und P € D(I), s
sind die folgenden Aussagen (i) bis (xii) dquivalent (fiir eine Submatriz @ von P

sei T := (I, I, 7, 3) := Z(Q) ):

(i) P € E(DP(Z)).

(ii) P € &£(T).

(iii) G(P) ist ein Wald.

(iv) Fir jede Submatriz Q von P gilt Q) € E('D(.’i))

(v) Jede Submatriz @ von P hat eine Linie mit hichstens einem positiven Element.

(vi) Fiir jede Submatriz Q von P mit m Zeilen und 7i Spalten gilt
#supp(Q) <+ 1.
(vii) Fiir jede Submatriz () von P mit m Zeilen und f Spalten gibt es Bijektionen

oy,op, - fl —_— {1,...,7:;1},

TU,TL ¢ 1:2 — {1,...,n},

so dafd

PY = (B ) (i) et} x (1,00} € UT (102, 70)

mit ﬁgj = Pogt (i), r5t () und P¥ = (Pm)(',j)e{l,...,m}x{L...,ﬁ} c LT(ﬁz,ﬁ) mit
sl — 1
Pijj = Port (i), ()"
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(viii) Es gibt keine quadratische Submatriz @ von P, so daff S(Q) = P1+ Py mit
Py, Py € My(Ih, Iy) (fiir die Definition von S(Q) siehe 2.1.3 (c)).

(ix) Fiir jede quadratische Submatriz () von P ist per(S(Q)) < 1.

(x) (I3 € D(Z) und supp(ﬁ) Csupp(P)) = P=P.

(xi) Ist Q eine Submatriz von P, so folgt, daff jede Matriz Q ED(f), fiir die
supp(Q) C supp(Q) gilt, mit Q dbereinstimmdt.

(xii) Ist Q eine quadratische Submatriz von P, so gibt es (ig, jo) € I x Iy, so
daf die ig-te Zeile und die jo-te Spalte von @ jeweils hichstens ein positives
Element enthalten.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (vi) wurde bereits bewiesen (siehe
Lemma 2.5.5, Lemma 2.1.14, Lemma 2.5.6, Korollar 2.5.7 und Satz 2.2.6). Zum
Beweis des Satzes werden nun folgende Implikationen gezeigt:

(il)=(vil)=(ix)=(vill)=(iii), (vi)=(xi))=(v), ()= (xi)=(x)=(i).

»(1)=(vii)*: Wegen (iv) kann man ohne Beschréankung der Allgemeinheit anneh-
men, dall P = Q). Der Beweis erfolgt nun durch Induktion iiber m + n. Fiir m =1
oder n = 1 kann man fiir oy und o beziehungsweise 77 und 77, jede Bijek-
tion o: I — {1,...,m} beziehungsweise 7: I — {1,,...,n} wihlen. Sei nun
m, n > 2. Zunichst sollen oy, 7y konstruiert werden. Angenommen P € M;, ;. (Z),
(%0, jo) € M(Z). Sei

Q = Pr([l\{iu})X(Iz\{jU})’

1:= (I1 \ {0}, I2\ {jo}, 7, 8) :=Z(Q). Dann ist Q € S(Zz), daf heifst, per Induktion
gibt es oy : L1\ {io} —{1,....m—=1}, 7v: L\ {jo} — {1,...,n— 1}, so dak
(qﬁgl(Z’),f;l(j))(iij)e{li“'im_1}X{17"'1n_1} € UT(m — 1,n — 1) ist. Definiere

oy: Iy —A{l,....om} und my:lh—{l,...,n}
durch
5 firi L c (g
o) (=T BTy g O T
m fiir 1 = ip n fiir j = jo.

Angenommen, es ist m < n. Zu zeigen ist dann 1 > j = Post(i)r' () = 0. Fiir
- u VU
i< m,j<n gilt Pos1(i),r' () = Post (i),75 () = 0, fiir j = n ist immer 7 < j, und

fiir ¢ =m, j < n ist immer Po=r( = 0. Ist hingegen m > n, so ist zu zei-

i)v"'_l(j)

gen,dakh flir 1 < ¢, <n,i>j = 50_1(1._‘_7”_“) ) = 0. Ist j = n, so ist immer
- - v YU

1 < j.Seialso j <n—1. Dannistfiiri<n

Post (i4m—n)yr5' () = Pog! (i4m-1-(n—-1)),75'(j) = 0

und fiir i = n, Po=t (i4m=n),r' () = Pioyrs () = 0.
Nun nehme man an, dak P € N, ;,(Z), (io, jo) € N(Z). Es seien &y, 7y wie oben.
Definiere oy : Iy — {1,...,m} und 7y : I — {1,...,n} durch

5o 41 fir i = (Nl fiir i £
(2.65) oy(i):= {JU(Z) + lir i # o, () = {TU(J) + tir j # jo,

1 fiir i = o, 1 fiir j = jo.
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Angenommen, es ist m < n. Zu zeigen ist dann wiederum
120 Pyt =
Fir:> 1,7 > 1 gilt

Pog ()i ) = Pog =175 (-1 = O
flir : = 1 ist immer ¢ < j, und fiir j = 1, 7 > 1 ist immer Po1(i),r' () = 0. Ist hin-
gegen m > n, so ist zu zeigen, daf fiir 1 < ¢,j <n,
1> = Pogt(itm-n)rg () = 0

Ist 2 =1, so ist immer ¢ < j. Sei also ¢ > 1. Dann ist fiir j > 1,

Pt (i4m=—n),r5(5) = Po5t(i—-14m—1—=(n=1)),77'(j-1) = 0
und fiir j = 1,

Pogt(i4m=n). 5" (i) = Pog (i=14m=1-(n=1)),jo = 0-
Um o, und 77, zu konstruieren, kann man entweder eine analoge Konstruktion wie
fiir oy und 7y durchfiithren oder, wie folgt, argumentieren: Wegen P € E(D(Z)) ist
P' € E(D(Z")) beziiglich des Randsystems Z* := (I3, I1, s, 7). Also gibt es Bijektio-
nen

op: Iy :— {1,...,m}, ot Iy i— {1,...,n},

so daft

PU = (ﬁg{i)(i,j)E{l,...,m}X{l,...,n} € UT(n’ m)

mit ﬁ;{z = Pro ()0 (i) Nach Lemma 2.5.10 ist dann

(PU)t = (p(,zl([);,—;1(j))(i,j)e{l,...,m}x{1,...,n} S LT(m, ”)

,(vii)=(ix)“: Sei also Q eine quadratische Submatrix von P und o7, 7, PV wie in

(vii). Dann ist (setze Q := S(Q), P := S(PY) und ¥ := %(I}))

per@ =3 [Ta00® X I oo

o€¥icl, TEDp ue{l,...,n}
(2.66)

(2-5.14)

:Z H Puru) < L.

TEX 4 p€{l,...,/m}

Zum Beweis der Gleichheit bei (), setze man i = o7;' (i) und o = ;7 'rop und
beachte, da y die Menge {1,...,m} genau dann durchliuft, wenn ;' (1) die Menge
I durchlauft, und = die Menge X, genau dann durchliuft, wenn T(;lTO'U die Menge
3 durchlduft.
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»(ix)=>(viii)*: Angenommen, es gibt eine quadratische Submatrix @ von P mit
S(Q) = P14+ P, und Py, P, € M, (I, I5). Dann ist nach den Lemmata 2.5.12 und
2.5.13

per(S(Q)) = per(Py + Py) > per(P1) + per(Py) = 2.
»(viii)=(iii)*: Angenommen, G(P) ist kein Wald. Dann sei

K= (xiuyjm"'axikvyjk)

ein kiirzester Kreis in G(P). Da G(P) bipartit ist, ist #V (K) gerade. Setze

L= i, oint, D= {0kl Q= Pl 47

Dann ist K = G(Q), denn sonst gébe es y,v € {1,...,k} mit

{zi,, 95} € E(G(P)) \ E(K),

das heikt, es wire v > g mit (iy, j,) # (i1, jx) oder v+ 1 < p. Tm ersten Fall wire

(Tiyy Yjus e os Tip_rs Yiprs Tips Yjus Tigrs Yjugas - - o> Tin, Yji ) €in Kreis in G(P), kiirzer

als K, im zweiten Fall wire (zi,,yj,, s Yju_rs Tins Yjus Tips Yips Tipggnr -+ o3 Tins Yiu)

ein Kreis in G(P), kiirzer als K, im Widerspruch zur Annahme, daf K ein kiirzester
.. . . 1 1 2 2

(Ii(relim G(P) ist. Nun definiere PO = (pz(',j).)(i,j)eflez und P?) = (pl(-’j)‘)(i’j)efle2

urc

p(l) — 1 fiir (2’-7):(2H’-7N)’/‘L€{1”k}’
d 0 sonst,

(2.67) 1 fiir (3, ) = (i1, 4x),
pz(',zj) =1 fiir (4,5) = (dugr, ju), p€ {1 k= 1},
0 sonst.

P und P®) haben dann in jeder Linie genau eine Eins, das heift
PO P e M, (I, ).

Wegen

und K = G(Q) gilt nun S(Q) = P 4 P(2),

»(vi)=>(xii)*: Es ist zu zeigen, dak jede quadratische Submatrix @ von P je eine
Zeile und eine Spalte mit hdchstens einem positiven Element besitzt. Hétte jede
Zeile (Spalte) von @ mindestens zwei positive Elemente, so wire

#supp(Q) > 2416 > 241 — 1.

»(xii)=(v)“: Es ist nur zu bemerken, daf jede Submatrix mit 7 Zeilen und 7 Spalten
eine quadratische Submatrix mit min(, ) Zeilen und Spalten hat.

»(1)=(xi)*: Wegen (iv) kann man ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit annehmen,
daf P = @, das heifit es geniigt (x) zu zeigen. Das gilt aber wegen Satz 2.4.16.

»(x1)=>(x)“: (x) ist ein Spezialfall von (xi).
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»(x)=>(1)*: Das wurde in Lemma 2.4.15 allgemein bewiesen. |

In Analogie zu Satz 2.4.11 wird im folgenden Satz 2.5.17 gezeigt, daf fiir endliche
Randsysteme Z die Eintrége einer extremalen Matrix P in G(Z) liegen, selbst wenn
G(Z) nicht abgeschlossen ist. Mit Hilfe von Lemma 2.5.16 kann sogar noch eine etwas
schirfere Aussage gewonnen werden. Beispiel 2.5.18 liefert ein endliches Randsystem
T, so dak G(Z) nicht abgeschlossen ist.

Lemma 2.5.16. Ist (G,-) eine Gruppe und M C G. Dann ist

(2.68) (M) = G D,

wobei die Dy = D, (M) rekursiv definiert sind durch

(2.69) Do:=MU{g~':geM}, Dpy1:=D,U{gh:g,heD,}.
Insbesondere gilt dann

(2.70) ) < M.

Beweis. Es ist nur (2.68) zu beweisen. ,,D0“ folgt, da eine Induktion zeigt, daf
D,, C (M) fiir alle n € N. Um ,C* zu zeigen, geniigt es, zu sehen, dak | _, D,

eine Untergruppe von G ist. Dazu bemerke, daf, da die D, aufsteigend sind, fiir
g,h e UZO:O D, ein n € N existiert, so dak g, h € D,. Nach (2.69) ist dann

gh € D, C U D,.
n=0

Schlieklich folgt durch eine Induktion, daf

(2.71) Y IED, = g~ € D,.

Damit ist alles gezeigt. |
Satz 2.5.17. Ist T := (I, I3, 7, s) ein endliches Randsystem,
k := max{0,m + n — 3}
und P € E(D(Z)), so folgt mit M :={r;: i € 1} U{s; : j € I}, daf
P e Mp, (I, I2),

wobei Dy, wie in (2.69) definiert ist (M ist hier allerdings, als Teilmenge der ad-
ditiven Gruppe auf R aufzufassen). Insbesondere sind also alle Eintrige von P in

G(P).

Beweis. Induktion iiber m 4 n: Ist m = 1 oder n = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei
also m,n > 2. Fiir den Induktionsschritt benutze man, dak P € £(Z). Per Induktion
gilt mit

Map?* = {ri s i € I\ {io}} U{(s3;); : § € I} und

(2.72) i ti= A i€ i€
M = {(rg)iti€h}U{s;: je€ L\ {jo}}:
A P Mio io T = PeM igvio (I ,I s
(2.73) ngoremzy T € MiiolZ) € Mo,y (1 2)

(imjo)\véN(I) PeNoild) = Pe NDk—l(Mi?’j")(Il’I?)'
Damit ist alles gezeigt, denn es gilt fiir alle £ € N, daf Dk_l(M]i‘;’jU) C Di(M) und
Dy_1(M7°) C Dg(M) (fiir k = 1 folgt das sofort aus (2.69) und (2.72); fiir k > 1
durch eine Induktion, da das Bilden von D,, n € N, Inklusionen erhélt). |
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Beispiel 2.5.18. Fiir das Randsystem Z := ({1,2}, {1,2}, (1,+/2), (1,v/2)) ist der
Graph G := G(Z) nicht abgeschlossen. Nach (2.70) ist G abzdhlbar. Daher geniigt es
wegen Lemma 2.4.9 zu zeigen, da G #£ t7 fiir alle t € R{. Das ist aber klar, denn je
nachdem, ob ¢ rational oder irrational ist, sind alle Elemente von ¢7Z \ {0} rational
oder irrational. G \ {0} hingegen enthélt sowohl rationale wie irrationale Elemente.

Nun soll gezeigt werden, daf sich fiir endliche Randsysteme Z die Menge der Extre-
malpunkte von D(< Z) aus E(D(Z)) gewinnen laft. Dazu wird in Definition 2.5.20
eine Menge £(< 7) definiert und in Lemma 2.5.22 gezeigt, daf dies gerade die Menge
der Extremalpunkte ist. Die Konstruktion stammt von BRUALDI (siehe [2]).

Um die formale Definition von £(< Z) durchsichtiger zu machen, soll das Verfah-
ren zur Gewinnung der Elemente von £(< Z) wie bei der Konstruktion von £(Z)
zundchst verbal beschrieben werden. Die Elemente von £(< Z) lassen sich aus den
Elementen von £(Z) wie folgt gewinnen: Ist P € £(Z), so l6sche man in jeder Zu-
sammenhangskomponente von G(P) einen Teilbaum und ersetze die den geldschten
Ecken entsprechenden Eintrége von P durch Nullen. Die entstandene Matrix ist ein
Element von £(< 7).

Definition 2.5.19. Gegeben sei ein Randsystem Z := (I, I, r,s). Ist P € D(Z),
so sei Z(P) := Zhk(G(P)). Fiir H € Z(P) definiere
T(H):={T < H : T ist ein Baum} U {(0, ?)}.
Weiterhin sei F(P) die Menge der Funktionen f auf Z(P) mit ‘V’( : f(H) e T(H)
: : HeZ(P

(die Funktionen in F(P) ordnen also jeder Zusammenhangskomponente von G(P)
einen ihrer Teilbdume zu). Schlieklich sei fiir f € F(P),

(2.74) £ =G ehxh: {ayle |J B
Tef(2(P))

und E(P) :={&(f) : f e F(P)}

Definition 2.5.20. Sei 7 := (I3, I2,r, s) ein endliches Randsystem. Fiir Matrizen
P € E(D(Z)) und Mengen I € £(P) definiere PT = (pz{j)(i’j)ejl)([Q durch

(2.75) . {0 fiir (i,j) € 1,
-9 i, T

pi,;  sonst.
Dann sei £(<Z):={PT: PecE(D(T)), T €&(P)}.

Wie schon Definition 2.5.1 soll auch Definition 2.5.20 zunichst an einem Beispiel
demonstriert werden. Im folgenden Beispiel 2.5.21 wird dazu fiir das Randsystem Z
aus Beispiel 2.5.2 £(< 7) explizit berechnet.

Beispiel 2.5.21. Gegeben sei das Randsystem 7 := (I, I, 7, s) mit [ := {1,2},
I, :={1,2,3}, r:= (2,5), s := (1,1, 5). Nach Beispiel 2.5.2 ist

E(D(Z)) = £(T) = {P1, Py, Pa, P} mit
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G(P1), G(P2) und G(Ps) haben alle nur eine Zusammenhangskomponente. Ersetzt
man jeweils die Elemente, die Kanten eines Teilbaumes entsprechen, durch Nullen,

)¢

so bekommt man die Mengen

e {
¢
¢

oo
N—
TN
[ )

—_c oo

o~ oo

—_c oo
o

N—
TN

o o
—_o = o
c : oo
N—
TN

—_ o

o O
N
TN
o O O
__ OO
W N
N

— o oo O O

W o

N~
[UURN )
N
TN
—_ o
oo = O
[UURN )
N
TN
—

g (000 0\ /0 1T O\ /0 1 1\ /0 0 0
2=\ 0 o)\ 0/°\0 0 0/°\0 0 0/°\1 0 4)
0 0 1\ /0 0N /0 1 1\ /0 1 1\ /0 1 1 P
10 4/)'\1 4/°\0 0 4/\1 0 of>\1 0 4 aus 2,
pa.o J(0 0 0y (00 0y (1 0 0y (L0 1) 00 000
3=\ o0 o/7\o 1 0/7\0 0 o/7\0o 0 0/7\0o 1 0)
1o 1\ /1t 0o 1\ /1 0 o0\ /0o 0 1\ /1 0 1 P
0o 1 0/°\0 0 4/°\0 1 4/)°\0 1 4)°\o 1 4 aus b

G(P4) hat hingegen zwei Zusammenhangskomponenten. Hier wird also jeweils in
jeder der beiden Zusammenhangskomponenten ein Teilbaum geléscht, und die Ele-
mente von Py, die zu den geléschten Kanten gehoren, werden durch Nullen ersetzt.
So bekommt man aus P, die Menge

(R I A A A R N (]
(0 1 0)7(1 1 )}

00 5/7\0 0

) U EsU

Wegen £(< Z) = F1 U Fy U E3 U E4 bekommt man damit insgesamt

0 0 O 0 0 2 0 0 O 0 0O 01 0

(< I)_{(O 0 0)’(0 0 0)’(1 0 0)’(0 1 0)’(0 0 0)’
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2
0 0 0/°7\0 0 5/°\1 1 0/7\0 0 3/7\1 0 0)’
0 0 2 0 1 1 0 0 0 01 0 1 0 1
0 1 0/’\0 0 0/’\1 0 4/7\1 0 0/J7\0 0 0)
1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0/7\0 1 4/°\0 0 0/7\0 0 5/)7\0 0 5)
0 0 O 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0 1
1 1 3/)’\0 1 3/7\1 0 3/)°\1 1 0/)’\1 0 4)’
01 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1
1 0 4/’ \0 0 4/)°\1 0 0/°7\0 1 0/)’\0 0 4)’
1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 2 0 1 1
01 4/7\0 1 4/°\0 0 5/)7\1 1 3)°\1 0 4)°
1 0 1
01 4 ’
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Lemma 2.5.22. Fiir ein endliches Randsystem I := (I1, I, r, s) gilt

£(< 1) = B(D(< T)).
Beweis. ,C“: Sei @ € £(< I) gegeben. Nach Definition 2.5.20 gibt es P € E(D(Z))
und I € £(P), so dak @ = PT. Wegen (2.75) ist @ € D(< Z) und

supp(Q) = supp(P) \ I.

Damit folgt G(Q) < G(P), und da G(P) ein Wald ist, muf auch G(Q) ein Wald sein.
Weiterhin gibt es nach Definition 2.5.19 f € F(P) mit I = £(f). Ist nun H € Z(Q),
so gibt es genau ein H € Z(P) mit H < H. Setze T := f(H). Nach Korollar 2.4.25
ist zu zeigen, dak #(V(H) N V< (Q)) < 1. Betrachte H — E(T). Wegen (2.75) gilt
dann H < H —T. AuRerdem kénnen H und T héchstens eine gemeinsame Ecke
haben; denn sonst hitte H +. E(T) < G(Q) wegen H < H — E(T) einen Kreis.

Dies stdnde im Widerspruch dazu, daf G(Q) ein Wald ist. Wegen

(276 wev(NVe@Q = 3 (rnu) € ET), v € fri )

ist damit #(V(H) NV (Q)) < 1 gezeigt und @ € E(D(L Z)) nach Korollar 2.4.25.
»2% Angenommen @ € E(D(<L Z)). Nach Korollar 2.4.25 sind alle H € Z(Q) Béu-
me, und es gilt #(V(H) NV (Q)) < 1. Setze

Li={ieh:neV(Q)}, IL:={jelh:y ecVc(Q)}

Da Z ein Randsystem ist, gilt entweder I = I, = 0 oder fl, I # 0. Ist L =1, = @,
so folgt Q € E(D(Z)), und Q € £(< I) ist Klar. Sei nun I1, I # 0. Q := Ql;, ;.-
Es folgt supp(Q) = (das heift @ = 0); denn giibe es (i, ) € supp(Q), so wire
#(V(Zhkg () (zi)) NV (Q)) > 2. Setze nun AT := (I1, Iy, Ar, As) mit

(2.77) (Ar); =1 — Z g, (As); :=s; — Z gij-
JjEI2 i€l
Nun wihle eine Matrix P € E(D(AZ)) und definiere P = (p; ;)(i,j)er,x1, durch

(2.78)

P = }51,_7 fiir (27.7) S il X ig,
ne q;,j  sonst.

Nach Satz 2.2.6 ist G(P) ein Wald. AuRerdem ist G(P) < G(P) und

E(G(P)) = E(G(P)) U E(G(Q))-
Behauptung 1. P € E(D(T)).
Beweis. Nach den Definitionen (2.77) und (2.78) sowie der Wahl von P ist klar,
dak P € D(I). Es bleibt daher zu zeigen, dak G/(P) ein Wald ist. Ist H € Z(Q), so
haben H und G(P) wegen
veV(H)NV(G(P) = veV(H)NV(Q)
héchstens eine gemeinsame Ecke. Tst also H € Z(P) und

V(H)NV(G(P) nV(G(Q) # 0,

so gibt es eine Ecke v € V(H), so dak H — v in zwei disjunkte Bidume zerfallt. In
jedem Fall ist also H ein Baum. A
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Wie gerade im Beweis von Behauptung 1 gesehen, gibt es zu H € Z(P) héchstens
eine Zusammenhangskomponente H(H) von G(P) mit H(H) < H. Definiere nun
auf Z(P) eine Funktion f durch

I;T(H) sofern I;T(H) existiert,
2.79 H) :=
( ) J(H) {(0,0) sonst.
Dann ist f € F(P) und I:=£&(f) = supp(f’). Also ist mit der Bezeichnung aus
Definition 2.5.20 @ = PT (wegen (2.75) und @ = 0), das heikt Q € £(< 7). |

Bleibt noch zu bemerken, dafs es wiinschenswert wére, die in 2.5.20 gegebene Defi-
nition von £(< 7) auf <-Randsysteme auszudehnen, so daf Lemma 2.5.22 richtig
bleibt.

2.6 Exponierte Punkte von Mengen doppelt stocha-
stischer Matrizen

Betrachtet man konvexe Mengen, so gibt es aufer den Extremalpunkten noch wei-
tere ausgezeichnete Punkte, die sogenannten exponierten Punkte (siche Definition
2.6.1). In diesem Abschnitt sollen exponierte Punkte von Mengen doppelt stocha-
stischer Matrizen und deren Zusammenhang mit den Extremalpunkten untersucht
werden.

Definition 2.6.1. Sei X ein reeller Vektorraum, M C X konvex und 2o € M. Man
nennt xq einen exponierten Punkt von M genau dann, wenn es ein lineares Funk-
tional (das heifit eine lineare Abbildung £ : X — R) gibt, so daf

(2.80) Y &(z) < &(zo)-

z€M\{zo}
Die Menge der exponierten Punkte von M wird mit Exp(M) bezeichnet.

Bemerkung 2.6.2. Sei X ein reeller Vektorraum, M eine konvexe Teilmenge von
X und zo € M. Dann_ist zg genau dann ein exponierter Punkt von M, wenn es

eine affine Abbildung £ : M — R gibt, so da

2.81 \ (1 < E(20).

(2.81) o €@ <ée
Insbesondere ist also die Menge Exp(AM) unabhingig davon, in welchen Vektorraum
X die Menge M eingebettet ist, solange die lineare Struktur auf M die gleiche bleibt.

Lemma 2.6.3. Ist X ein reeller Vektorraum und M C X konvez, so ist jeder ex-

ponierte Punkt von M auch extremal, das heifit Exp(M) C E(M).

Beweis. Es sei zg € Exp(M) gegeben. Dann gibt es ein lineares Funktional &, so
dak (2.80) gilt. Ist dann zq := %'131 + %.’132 mit z1,z9 € M, so folgt z; = 2z¢ — z5.
Also ist £(z1) = 26(z0) — &(z2) > &(z0). Wegen (2.80) ist dann z; = 2o und damit

dann auch z9 = zg. |

Die Umkehrung von Lemma 2.6.3 ist im allgemeinen falsch (ein Beispiel findet sich
auf Seite 91 unten in [10]). Die Frage, ob sie im Fall M = D(Z) fiir Randsysteme
T = (I, I, r, s) richtig ist, erscheint schwierig (dabei kann D(Z) zum Beispiel als
Teilmenge des reellen Vektorraums RT%72 aufgefafit werden). Der Untersuchung
dieser Frage dient die folgende Definition 2.6.4.
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Definition 2.6.4. Sei 7 := (I1, I, r, s) ein Randsystem und P € D(Z). Im folgen-
den sollen fiir n € N Mengen M, (P), m,(P) C I x Iy definiert werden. Ist das In-
dexpaar (i, j) € My, (P) ((i,7) € myn(P)), so heilt p; ; ein D(Z)-n-mazimales (D(I)-
n-minimales) Element von P. Setze dann FE,(P):= M,(P)Um,(P) fir n € N.
Fiir (4, j) € E,(P) heifst dann p; ; ein D(Z)-n-extremes Element von P. Sind keine
Verwechslungen moglich, so schreibe auch n-maximal (n-minimal, n-extrem) statt
D(Z)-n-maximal (D(Z)-n-minimal, D(Z)-n-extrem), und lasse dabei n fir n =1
weg. Nun zu den Definitionen von M, (P) und m, (P):

(2:82)
Mi(P):={(i,j) € h x I : QEX(I) gi,j < pijjhs
T I 7,7 7,7 1y
={(,j)eh xIy: QEX(I)‘J,JZP,J}

n—1
{ € (h x )\ | J Fx(P
k=1

Qeg(z) ((QFUZ p) = Plygz lEk(P)) = 4i,j Spi,j) },n > 1,

my (P) = {(ivj) € (I x I2) \ L_J Ey(P)
k=1

Qezvv(:r) ((QrUZ veap) = Plypz 1Ezc(P)> =i, sz',j) },n > 1.

Bemerkung 2.6.5. Ist Z := (I1, I, r, s) ein Randsystem und P € D(Z), so ist
(I x Iy) \ supp(P) C m1(P) C E1(P).

Satz 2.6.6. Sei 7 := (I1, I, r,s) ein Randsystem, #I,#I, <w und P € D(I).
Gilt

(2.83) Qegm (@Qle(p) = Plesp)) = P=Q),

so ist P € Exp(D(ZI)).

Beweis. Nach Bemerkung 2.6.2 genligt es, eine affine Abbildung

£: D(I) — R
anzugeben, so daf
(2.84) venth ) £(Q) <&(P).

Dazu sei («;)ieq, eine Familie in R, so dak Zieh a; =1 und

1 fiir (Za]) € Ml(P)a
(2.85) o:i xI — R, o(i,j)=< -1 fir (i,j) € mi(P),

0 sonst.
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Definiere dann ¢ : D(Z) — R durch

¢ ¢ O N ..
(2.86) £Q) = (i,j)ezIzlngg(l’J) i
Wegen
(2.87)
ol @I 30 Mol el X Ty =)0 =1

(i,7)€T XI5 (4,7) €T %15 ' jely

ist Ewohldeﬁniert. Es ist dann klar, dafs E affin ist. Dak (2.84) gilt, folgt sofort aus
den Definitionen von M1(P) und mq(P) sowie der Voraussetzung

(2.88) V_ Qleg,p)=Ple,py = P=Q.
QED(I)
Somit ist der Satz bewiesen. [ |

Korollar 2.6.7. Sei 7 := (Iy, I, 7, s) ein Randsystem,
#I1 ) #I2 <w
und P € D(Z). Gilt

(2.89) QETVD(I) (supp(Q) Csupp(P) = P=Q),

so ist P € Exp(D(ZI)).

Beweis. Die Behauptung folgt wegen

(2.90)
(2.6.5)
QEZ(I) Qf& (P) = PrE1 (P) = Qr(Il xI.)\supp(P) = ]3[’(11 xI2)\supp(P)
= supp(Q) Csupp(P) = P= Q)
aus Satz 2.6.6. -

Korollar 2.6.8. Sei Z := (I, Iz, 7, s) ein Randsystem mit

Zrizz.ej<oo,

il jela

so gilt E(D(Z)) = Exp(D(Z)).

Beweis. Nach Lemma 2.6.3 ist nur ,,C* zu zeigen, und das folgt aus Korollar 2.6.7
und Satz 2.4.16. |

Korollar 2.6.8 ist gerade Proposition 2 aus [4], wobei dort die Voraussetzung

Zri:Zsj<oo

i€lq jEI2

fehlt. Der in [4] gegebene Beweis, ist jedoch nur unter dieser Voraussetzung richtig.
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Korollar 2.6.9. SeiZ := (I, I, 7, s) ein Randsystem,

#I17#I2 S w

und P € D(Z). Gilt fiir jede Zusammenhangskomponente H von G(P), dafl

Z r; < oo,

z‘iEV(H)

so ist P € Exp(D(Z)) genau dann, wenn P € E(D(Z)).

Beweis. Nach Lemma 2.6.3 ist nur ,,<<* zu zeigen, und das folgt aus Korollar 2.6.7

und Korollar 2.4.18. |

Beispiel 2.6.10. Definiere

oy
1 1
(2.91) p=|? 1 °
3
und Z := (I, I, r, s) := Z(P). Dann gilt
(2.92) V _ (supp(Q) Csupp(P) = P=Q).

QeD(I)

Nach Korollar 2.6.7 ist daher P € Exp(D(Z)).

Es stellt sich heraus, daft Satz 2.6.6 nicht wirklich allgemeiner ist als Korollar 2.6.7.
Es gilt das folgende Lemma:

Lemma 2.6.11. 7 := (I, I3, 7, s) sei ein Randsystem und P € D(Z). Dann gilt

Qeg(z) (supp(Q) Csupp(P) = P=Q)

= Y y=P y = P=0Q).
QeD(T) (Q rE1(P) rE1(P) Q)

(2.93)

Beweis. Behauptung 1. Gilt #supp(P) > 2, so ist mq(P) = ([1 x I2) \ supp(P).

Beweis. Es ist nur ,C* zu zeigen. Sind (41,71) und (i3, j2) zwei beliebige aber
verschiedene Elemente aus dem Tréager von P, so sei ¢ := min{p;, j,,pi, j,} und
Q= (qi,j)(i,j)ehxlz definiert durch

QU x )\ {(1,51),(12:32)F = P I X\ { (1,51, (12052) >
ila jl)a

i2aj2)a
(ilajZ)a (iz’jl)}'

Piyg, — € fur (4,5) =
(2.94) i,j i= { Pis,j, — € fiir (4,7) =
Di,j + € fiir (l,]) S

—— o~~~

Dannist Q@ € D(Z) und ¢;, 5, < Piy j1» Gizjs < Pis,jo- Also sind die Indexpaare (i1, j1)
und (2, j2) nicht in mq(P). A
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Behauptung 2. Fiir ein Indexpaar (i,j) € I1 X I gilt (4,j) € M1(P) genau dann,
wenn p; ; € {r, s;}.

Beweis. Es ist nur ,,=“ zu zeigen. Angenommen, es ist p; ; € {ri, s; }. Dann gibt es
Elemente iy € I und ji € I, so dak (7, j1), (2, j) € supp(P). Setze nun iy := ¢ und
Jj2 := j, und definiere eine Matrix @@ wie in Behauptung 1. Dann ist

qivj = qihj? > pihj’

womit (7, j) € M1(P) gezeigt ist. A

Fiir den Beweis des Lemmas ist nach dem Argument aus Korollar 2.6.7 nur noch
»<* zu zeigen, und man kann annehmen, daf # supp(P) > 2. Ist nun Q € D(Z)
und supp(Q) C supp(P), so gilt Q[ (7, xr.)\supp(P) = Pl (1, x12)\supp(P), und das heifst
Qlm,(P) = Plm,(p) nach Behauptung 1. Dann folgt aber aus Behauptung 2 sofort,
dak auch Qlar,(p) = Plm,(p) gelten mub. Also gilt Q[r,(p) = Plg,(p) und damit
P=Q. N

Offene Fragen sind zur Zeit, ob Satz 2.6.6 richtig bleibt, wenn Ej( ) durch die

Menge Uk E.( ), k€ NU{oco} ersetzt wird oder wenn die Einschrinkung

n=1""'"1
#I,#hL <w

fallen gelassen wird. Generell scheint es ziemlich aussichtslos zu sein, zu zeigen, daf
eine extremale Matrix P nach Definition 2.6.1 nicht exponiert ist. Es wird wahr-
scheinlich notwendig sein, die Definition so abzuindern, daf nur noch stetige lineare
Abbildungen beziiglich einer noch zu vereinbarenden Topologie fiir die Abbildung
¢ zugelassen werden. Der Beweis, dafs eine Matrix nicht exponiert ist, kénnte dann
mit Hilfe einer Darstellung aller solchen stetigen linearen Funktionale erfolgen.

Beispiel 2.6.12. Sei P die Matrix aus Beispiel 2.4.13. Dann gilt M>(P) = A und
my(P) = B mit

A={11NIu{@GEj el xIy: (j=1i+1, ¢ gerade)
oder (i = j + 1, i ungerade)},

B = ((I1 x Iy) \ supp(P)) U{(¢,j) € [1 x Iy : (j =1+ 1, i ungerade)
oder (i =j+ 1, i gerade)} :

(2.95)

Ist @ € D(Z) mit

QI (1 x1)\supp(P) = Pl (1x12)\supp(P)
sowie g; ; > p;; fiir ein (4,j) € A oder ¢;; < pi; fiir ein (4, ) € B, so folgt mit
d := |pi,j — ¢i,j], dak wegen

©r=P4,3 — 4,3 = 42,3 — P2,3 = P2,1 — 42,1 = ¢1,1 —P1,1 = P1,2 — 1,2 = (3,2 — P3,2
=p3,4 — (3,4 = ...

fiir alle nach (2.38) definierten a,, n € N gilt, daf J < a,. Daraus folgt dann aber
0 = 0. Offen bleibt, ob P exponiert ist oder nicht.
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Y12 g Yys Ty Ya r hn T4 Ys g Yo r12
—= *—© 0 —@ *—@ *——0
e 7 1 3 1 z 1 z 1 3 1 Y ..
1 1

L Lo 4 Lo : P
[ @ @ @ @ @ @ @ @ L
r11 Y10 X7 Yo z3 Y2 T2 Ys Te yr Z10 Y11

Abbildung 2.6: Der Graph soll, wie angedeutet, nach links und rechts ins
Unendliche fortgesetzt werden. Das Bildungsgesetz fiir die Ecken ist da-

bei links oben .. Sy Ya(ng1)s Tngly - - - links unten ..., 4n43; Yan42s- -+,
rechts oben ..., Y4n41, Ta(ng1)s - rechts unten ..., Z4ny2, Yany3s, .. .-
1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 2.7: Graphen dieser Form sollen an den Graphen aus Abbil-
dung 2.6 so angefiigt werden, daf die beiden Zusammenhangskomponen-
ten durch eine Kante mit Gewicht Eins iiberbriickt werden.

Ein weiteres Beispiel einer extremalen Matrix, fiir die zur Zeit nicht klar ist, ob sie
exponiert ist oder nicht, ist durch den Graphen in Abbildung 2.6 gegeben (nach der
in Bemerkung 2.1.5 beschriebenen Identifikation).

Alle Elemente aufer p;; sind 2-extrem. p;; ist nicht 2-extrem, jedoch sowohl
3-minimal als auch 3-maximal. Durch Einfiigen immer weiterer Graphen (abzdhlbar
vieler), wie in den Abbildungen 2.7 und 2.8 beschrieben, lassen sich nun beliebig
komplizierte Matrizen mit k-extremen Elementen unterschiedlichster Ordnung er-
zeugen. Fiir alle diese Matrizen miiite man die Frage der Exponiertheit kldren, um
das Problem, ob es extremale MatrizendexMatrix!lextremale geben kann, die nicht
exponiert sind, l6sen zu konnen; denn es gilt in Verallgemeinerung von Lemma

2.4.15 der folgende Satz:

Satz 2.6.13. Sei Z := (I, I, 7, s) ein Randsystem. Ist P € D(Z), und gilt

(2.96) oeb@) @lUnenBa(P) = Plu,cupaipy = P=Q),

so ist P € E(D(Z)).

Beweis. Angenommen, P ¢ E(D(Z)). Dann gibt es nach Lemma 2.1.13 (b) eine
Matrix F € Mg(I1,12), so daf sich alle Linien von E zu Null summieren und
P + E > 0. Das Ziel ist, zu zeigen, daf £ = (. Nach Voraussetzung geniigt es dazu,
E[UnEN £ (P) = 0 zu beweisen. Dafiir wird nun durch Induktion nach n gezeigt, dak
Elg,p)y = 0. Sei n = 1. Angenommen, es ist (i,5) € F1(P) und e; ; # 0. Dann ist
pi; +ei; > pijund p; i —e;; < pi;, was wegen P+ FE € D(Z) und Definition von
F1(P) jedoch nicht sein kann. Fiir n > 1 gilt per Induktion

(P+ F) rUZ;f Ex(P) = Pru;;;ll Ei(P)

Nun folgt wie fiir n = 1, dak auch E|g, (p) = 0. |
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Abbildung 2.8: Graphen dieser Form sollen an den Graphen aus Abbil-
dung 2.6 so angefiigt werden, daf die beiden Zusammenhangskomponen-
ten durch eine Kante mit Gewicht % iiberbriickt werden.



Kapitel 3

Kardinalitatsbetrachtungen fiir
Mengen extremaler Matrizen

3.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt geht es darum, fiir gegebene Randsysteme (und gelegentlich fiir
<-Randsysteme) Z die Kardinalitit von E(D(Z)) (von E(D(< I))) zu untersuchen.

Bemerkung 3.1.1. Sei Z := (I1, I, r, 5) ein <-Randsystem. Ist dann
1:= (I, 1,75
ein weiteres <-Randsystem mit
It = Tiney Tone = Tone, Pl = Pl ST = 810
so gilt #D(< T) = #D(< 1), #D(1) = #D(D),
#E(D(< 7)) = #R(D(< 1)), #F(D(I)) = #E(D(1)).

Die Kardinalitdt von D(< Z), P(Z), E(D(< Z)) und E(D(Z)) héngt also nur von
den nichttrivialen Indizes ab.

Bemerkung 3.1.2. Es sei Z := (Iy, I3, 7, s) ein <-Randsystem.
(a) Tst 7 := (1:1, I, 7, §) ein weiteres <-Randsystem, und gibt es Bijektionen
b1111—>i1, bz:[z—)iz

mit V r;, =7, ;yund V s; = 5, (s, so ist durch
ier, - TS e BT TG

(3.1) L: DKL) —D(I), P~ P:=L(P)

mit Vo pi;= Pyt ()65 () eine affine Bijektion gegeben, das heifst, ins-
(i,j)elixT2 ! P2 U ~

besondere gilt #E(D(< 7)) = #E(DP(<L 7)) nach Bemerkung 1.1.4. Die Aus-

sage bleibt richtig, wenn man die <-Zeichen wegléaft.

efiniere das transponierte <-Randsystem = (I, I1, s, 7). Dann 1st durc
b) Definiere d poni <-Randsy 7' I, I, s,7). Dann ist durch
(3.2) L;: D(S 7) — D(S It), Lt(P) = P!

eine affine Bijektion gegeben. Insbesondere also #E(D (< 7)) = #E(D(< I%)).
Die Aussage gilt noch immer, wenn man die <-Zeichen weglift.

69
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(¢) Fiir m € Rt definiere mZ := (I1, Iz, mr, ms). Dann ist durch
(3.3) Ly:D(KI)— DI, Ln(P)=mP
eine affine Bijektion gegeben, das heifit, wiederum gilt

#E(D(< 1)) = #E(D(< 1)),
Erneut gilt die Aussage auch ohne die <-Zeichen.

Satz 3.1.3. Sei Z := (I1,Is,r,s) ein Randsystem.

(a) Fiir min{#1I1 ¢, #12nt} < 1 ist #E(D(Z)) = #D(Z) = 1.

(a<) Fir min{#11 ne, #1200} < 1 st #E(< D(T)) = 2maxtdthonoitland,

(b) Fiir #1I1 nt, #I2.nt < o0 ist #E(D(Z)) < oo.

(b<) Fiir 11 nt, #1120t < 00 ist #E(< D(T)) < oc.

(c) Ist 2 < min{#I nt, #1one}, max{#Li ne, #lont} = > w und
w1t = w - F o n,

so ist #E(D(I)) = 2*.

(e<) Ist 2 <min{#t 11 ne, # 12,0t }, max{# 1 ne, #lane} = @ > w und

weFHhne =w-#lzn1,

so ist #E(< D(T)) = 2°.

Beweis. (a) ist klar.

(b) folgt aus Satz 2.5.17 und der Tatsache, daf fiir endliches M auch alle in (2.69)
definierten D, (M) endlich sind.

(c) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf Iy = I ,; und

I, = Ip . ,<* folgt dann wegen E(D(Z)) C RAXT2 ynd
#RIIXIE — (2(4))0( — 205.

»>%: Zunéchst sei

Zri:Zsj < 0.

i€l JjEI,

Dann folgt #11, #I; < w. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit sei #I; = w. Wah-
le ig € I beliebig und jo € Iy, so dak s;, = max{s; : j € I}.
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Behauptung 1. Es gibt eine endliche Menge T, C Iz \ {jo} mit

(34) Tig — Sjp < Z S5 < Tig-
J€T.

Beweis. Fiir sj, > 13, ist das klar. Sei nun s;, < r;,. Wegen
Ty — Sjo < Z
J€T2\{jo}

gibt es eine endliche Menge T. C I3 \ {jo} mit

(3.5) Pig — Sjo < Z 5; und
J€T,
(36) UEHT Z Sj S Tio = Sjo-
© T\ v}

Indem man fiir den Fall, dafs EjeTe\{u} s; = ri, — 5j, gilt, in T, das Element v
durch ein Element v’ mit s, < s, ersetzt (das geht, da es s, mit beliebig kleinem
positiven Betrag geben muf), kann man T, immer so wihlen, dak in (3.6) sogar ,,<*
gilt. Daraus folgt wegen s;, = max{s; : j € I3}, dak T (3.4) erfiillt. A

Setze § := T"’_Efjenﬁ und wihle T,, C (I3 \ {jo}) \ Tc mit #7T, = w und

Z s; < 4.

J€T,
Ist dann
(3.7) T:={1.UT:TCT,},
so ist #£7 = 2%, Fiir T' € T definiere

77 = (17| I, #T, sT)
mit IT := I \ {ip}, #7 := 7|y sowie sT = (SJT)J-&-[Z mit
0 fir j € T,

(3.8) 5] =4 8 fiir j € Iy \ (T'U {jo}),
Sjo — Tig + EUET s, fiir j = jo.

ZT ist wegen (3. ) ein Randsystem. Nun wihle eine Matrix Q € E(D(Z7)) und

definiere PT = (p].) (i,j)el x I, durch pT rlfxlz := @ und

iy

55 fir j € T,

T oo .
(3.9) Pig,j i= § Tio — Qoper Sy T j = jo,
0 sonst.
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Behauptung 2. PT € BE(D(Z)).

Beweis. Angenommen, es gilt PT = %P(l) + %P@), P, pR) ¢ D(T). Mit

Q= PrIlTxlza

Q¥ .= pk) lrrxr, fir k=1,2gilt Q = %Q(l) + %Q(Q). Nach Definition von P7T ist
Q € E(D(Z7)). Also folgt QM = QP = Q. Wegen P, PU), P(?) ¢ D(T) folgt daraus
P =P = P, Also ist P € E(D(T)). A

Wegen (3.9) ist die durch T+ PT gegebene Abbildung injektiv. Damit folgt
FE(D(T)) > 2°.

Nun soll der Fall Ziell r; = Zjelz s; = oo betrachtet werden. In diesem Fall ist
#1, #15 > w, und das bedeutet wegen w - #I = w - #13, dak #I; = #I, = a. Es
gibt nun Randsysteme (Z = (Ilﬁk,b’k,rk‘,sk))kea, so dak fiir alle k € a, Ty < Z,

I = Ukeadrk, I = Ugealzp, #11p = #125 = w sowie

S o= Y 5=

1€,k j€lak

Fiir @ > w ist das gerade die Aussage von Behauptung 1 von Satz 2.1.18. Fiir
« = w kann man wie folgt vorgehen: Man konstruiert eine Familie (Tk,n)(k,n)ewxw

von paarweise disjunkten Teilmengen von Iy, so da \ dier,, i > 1 (die
(kyn)ewxw k,n -

formale Konstruktion der 1}, erfolgt rekursiv unter Verwendung einer Abzdhlung

von w X w und der Voraussetzung Zieh r; = oo). Nun setze noch Iy := U Tin
new
fiir k € w. Analog bekommt man aus I, die Mengen I, k € w.

Als néchstes bemerke man, dafs es fiir jedes der Randsysteme Z; Matrizen
P Q) ¢ E(D(Ty))

mit P(*) £ Q*) gibt. Das folgt aus Beispiel 2.1.17: Dort wurde in Abhingigkeit von
gegebenen Abzdhlungen von I; und I ein Element P € E(D(Z)) konstruiert. Die
Konstruktion erfolgte so, dak fiir 0 # r1, sy auch 0 # py,1. Man muf also lediglich
die gleiche Konstruktion an einer Stelle (4, jo) beginnen, an der p;, ;, = 0 ist, und
man bekommt eine Matrix ) # P.

Ist nun eine Funktion f : o — 2 gegeben, so definiere P/ = (p{,j)(i,j)ellez durch

k

pz(',j) fiir (¢, j) € Ik X Ipk und f(k) =0,
(3.10) p{,j = qz(,kj) fiir (4,7) € Iix X I2x und f(k) =1,
0 sonst.

Wie in Behauptung 2 von Satz 2.1.18 folgt, dak P/ € E(D(Z)). Dadie durch f — P/
definierte Abbildung nach (3.10) injektiv ist, folgt #E(D(Z)) > 2°.

Fiir den Beweis von (a<), (b<) und (c<) seien die Bezeichnungen wie in Definition
2.5.19.

(a<): Sei E(D(Z)) = {P}. In diesem Fall hat G(P) hochstens eine Zusammenhangs-
komponente Z, deren Kantenmenge nicht leer ist. Ohne Beschriinkung der Allge-
meinheit kann man annehmen, daf

V(Z) ={zi,} U{y; : j € Iz}, E(Z) = {{zi,,y;}: j € I}

Jede Teilmenge von E(Z) liefert ein Element von £(P) und umgekehrt. Also folgt
#E(D(S I)) = #S(P) — omax{#I1 ne,#l2,n1}
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(b<): Da E(D(Z)) endlich ist und fiir P € E(D(Z)) die Mengen Z(P), F(P), £(P)
alle endlich sind, muf auch £(< Z) = E(D(< Z)) endlich sein.

(c<): »<* folgt analog zu dem entsprechenden Beweis in (c). ,>* folgt wegen
E(D(Z)) C E(D(L I)) sofort aus (c). [ ]

Die Frage, wie (a<), (b<) und (c<) modifiziert werden miissen, wenn Z zwar ein

<-Randsystem jedoch kein Randsystem ist, soll hier jetzt nicht weiter untersucht
werden. Meine Vermutung ist, daf die Aussage (b<) richtig bleibt. Ein Beweis kénn-
te sich zum Beispiel ergeben, wenn es gelingt, die Definition von E(LT) aus 2.5.20
auf beliebige <-Randsysteme Z auszudehnen, so daff Lemma 2.5.22 richtig bleibt.
Fiir den Fall, dak in (c<) Z ein Randsystem mit 8 := min{#I1 n¢, #l2,ne} < a ist,
muf man vermutlich die Zahl 2% durch a - 27 ersetzen.

3.2 Der Fall 2 x w

Im folgenden werden Randsysteme Z = (I, I, r, s) untersucht, bei denen eine der
beiden Indexmengen nur zwei Elemente hat. Es wird ein Verfahren zur Gewinnung
der Extremalpunkte angegeben. Dazu wird in Definition 3.2.1 eine Menge £3(Z) kon-
struiert und dann in Satz 3.2.3 gezeigt, daR £3(Z) = E(D(Z)). Anschliefend werden
daraus Informationen iiber #E(D(Z)) gewonnen.

Definition 3.2.1. Sei 7 := (I, I2, 7, s) ein Randsystem mit
min{#[l,m, #Igﬁmg} = 2
Dann definiere eine Menge &(Z), wie folgt:

Zunéchst nehme man an, daf Iy = {i1, 42}, 91 # 42, ri, > 75, >0 und I = Iy ny.
Definiere

(3.11) To(I):={TClh:Y sj=r,
JjET
und fiir jo € I definiere
(312) 7}0(1) =T Ch \ {-70} DT = Sj, < Zsj <7
JET

Ist T € T=(Z), so definiere PT= = (p;r,}'z)(i,j)ehxlz durch

(3.13) P {SJ- fir jET, 7o {sj fiir j € (I \ T),

0  sonst, t2:d 0  sonst
sowie

(3.14) E(I)={P"=:TeT}.
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Ist hingegen T € 7, (2), s0 sei P30 = (p17°); j)e 1,7, definiert durch

Sj fiir ] S T,
pg;’fjﬂ =40 fir j € (I \T)\ {jo},
Tiy — Y per Su fiir j = jo
(3.15) ¢ -
0 fir j €T,
piTE,fjo = s fiir j € (I2\T)\ {Jjo},
Tiy, — ZuE(Iz\T)\{jo} Sv fiir J = jO
sowie
(3.16) & (1) = {PT: T € T, (D)),

SchlieRlich sei

(3.17) &(T) =& (1)u | & @.

Jo€lz

Ist Iy # I ¢ oder Iy # Iy ¢, so wird &(Z) genauso konstruiert, nur dak noch
entsprechend viele Nullzeilen eingefiigt werden. Fiir 15 ,,; = 2 erfolgt die Definition
von &(Z) analog, nur daf die Rollen von I1 und I, sowie die Rollen von r und s
vertauscht sind.

In Beispiel 3.2.2 wird die Konstruktion aus Definition 3.2.1 fiir ein konkretes Rand-
system durchgefiithrt. Es wird erneut das Randsystem aus Beispiel 2.5.2 verwendet.
Insbesondere wird somit der Unterschied der Konstruktionen von Definition 3.2.1
und Definition 2.5.1 herausgestellt.

Beispiel 3.2.2. Gegeben sei das Randsystem Z := (Iy, I, r, s) mit
I == {1,2}, I :={1,2,3},
r:=(2,5), s := (1,1,5). Es soll nun &(Z) explizit berechnet werden. Setze i; := 1,
19 := 2. Dann ist r;, =5 > r;; =2 > 0. Weiterhin ist 7;;, — sy = r;;, — sy = 1 sowie
— s3 = —3, also nach (3.11) und (3.12)
T=(T)={{1,2}}, Ti(Z) =0, T(Z)=10, Ta(Z)={0,{1},{2}}.
Nach (3.13) und (3.15) ist dann

{1,2},= _ 1
e (!
plahs _ <0
1
Damit ergibt sich folglich

&I =&@ul &@

Jo€la
(11 0y {0 0 2\ (1 0 1\ (0 1 1
T\ 0 5)7\1T 1 3)7 0 1 4)°\1 0 4

in Ubereinstimmung mit Beispiel 2.5.2.

Til

o = O
ol ©
N—
o
=
w
|
TN
- o
- o
SN
N—
o
-~
—
gt
w
Il
TN

[
~ =
N—

(3.18)

Daf dies kein Zufall war, besagt folgender
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Satz 3.2.3. Sei I := (I1,Is,r,s) ein Randsystem mit

min{#ntlla #ntI2} =2.

Dann gilt £,(Z) = E(D(ZI)).

Beweis. Angenommen, es ist #1; ,; = 2. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit sei
Iy = {iy, in}, iy # gy 1y, > 13y >0, Iy = Io s

»D“: Sei P € E(D(Z)). Wahle jo € I, so daf p;, ;, > 0und 'eI\V\/{' ) 0 € {pi1,js Pisyj}
J€i2\1Jo
(so ein jo gibt es, da r;; > 0 und G(P) kreisfrei ist). Setze

T:={jeh\{j}: py,; >0}

Dann ist V p;, ; = s;, das heift
Jer

(3.19) Z sj =1y, oder 1y —sj, < T — Piyje = Z 55 < 1y
JETU{jo} JeT

Im ersten Fallist TU {jo} € 7=(Z) und P = pTulioh,= nach (3.13). Also P € & (Z).
Im zweiten Fall ist 7' € 7;,(Z). Nach (3.15) ist dann P = P7+o und daher folgt
wiederP € & (7).

»C“: Ist P € £(Z), so sind nach Definition 3.2.1 zwei Fille zu unterscheiden. Erster
Fall: T:={j € Iz : Diaj > 0} € 7=(Z) und P = PT:=_ Dann ist klar, dafk P € D(Z),
und da in jeder Spalte hchstens ein positives Element steht, ist G(P) kreisfei, das
heift P € E(D(Z)). Zweiter Fall: Es gibt jo € I und T € 7;,(Z), so daf P = PpT.o

nach (3.15). Dann folgt zunéchst, daf ’ .)\V; L Pi > 0: Nur fiir j = jo ist etwas
1,7)ed1X 13

zu zeigen. Es gilt pi, jo =i, — Y055 > 0,dari, > 3200055,

Pizjo = Tiz — Z S5 = Z Sj —Tiy — Z Sj
J€(I\T)\{jo} Jel2 JE(I2A\T)\{jo}
= ZS]' +Sjn - T, > 0,
JjET

da } icpsj > i, — 55, Um P € D(Z) einzusehen, ist lediglich pi, j, + pis,jo = 5j,
zu zeigen (dann ist klar, dafk sich alle anderen Linien, wie gewiinscht, summieren).

Es gilt

Piyjo T Pisyjo = Tiy + Tiy — E :Sj - E sj

JjeT JE(TAT)\{jo}
ZZSJ'—ZSJ'— Z S5 = Sj,-
Jjel2 JjET JE(T\T)\{jo}

Wegen TY{ ) 0 € {pi,,j: Pis,; } ist G(P) kreisfrei. Damit ist auch im zweiten Fall
J€I2\{jo ’

P € E(D(Z)) gezeigt.

Der Beweis im Fall #15 ,: = 2 verlduft vollig analog. [ |
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Korollar 3.2.4. SeiZ := (Iy, I, 7, s) ein Randsystem mit min{#1 ni, #13 n¢} = 2.
Dann gilt

Zje[2 #73(7:) + #'T:(I) fiir #Il,nt =2,

(3.20) #E(D(T)) = {Zieh HTT) + #T=(T)  fiir #£Ip. 0 = 2.

Beweis. Es ist lediglich zu bemerken, daf die Vereinigung in (3.17) eine disjunkte
Vereinigung ist. Das folgt aus (3.13) und (3.15), denn danach folgt fiir T'# T”, dak
PT: £ PTJ sowie, dak Elemente aus 7;(Z) sich von allen Elementen, die nicht in
T;(Z) liegen, zumindest in der j-ten Spalte (Zeile) unterscheiden. |

In Abschnitt A.2 des Anhangs befindet sich der Quellcode eines Programms, das
die in (3.20) gegebene Formel benutzt, um #E(D(Z)) fiir endliche Randsysteme der
Dimension 2 x n zu berechnen.

Das folgende Lemma 3.2.5 wendet Korollar 3.2.4 auf einige endliche Spezialfille
an. Die Ergebnisse werden anschlieBend in Beispiel 3.2.6 benutzt, um fiir 2 x 2-
Randsysteme (in Teil (a)) und 2 x 3-Randsysteme (in Teil (b)) die méglichen Kar-
dinalitdten der Extremalpunktmengen vollstindig zu klassifizieren.

Lemma 3.2.5. Sei 7 := (Iy, I, r,s) ein Randsystem mit
#hne=2 und #Ilh, =n < oc.
Wihlt man i1,iy € I1, sowie j1,j2,j3 € I2, so daff
vy, =min{r; 1 ¢ € Iy pe}, 75, = max{r;: i € Iy 54},
sj, = min{s; : j € Iynt}, 55, = min{s; 1 j € Ione \ {411}
sjs = min{s; : j € Iy e \ {j1,J2}},
so gelten die Aussagen (a), (b) und (c).
(a) Ist ri, < sj,, so gilt #E(D(Z)) = n.
(b) Ist s;, < vy, < s5,, so gilt #E(D(Z)) =2(n —1).

(¢) Ist sj, <, < sj,, so gilt:

o #E(D(Z)) =3(n—2)+ 2 fiir s;, +s5, > ri,.
e #E(D(Z)) =3(n—2)+ 1 fir s;, +sj, = 74, .
o #E(D(I)) = 4(n —2) fiir s;, + sj, <74,.

Entsprechende Aussagen gelten, falls 15 ny = 2 und #11 ny = n < co.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dafs
I = {i1, 42}

mit r;, > r;; > 0 und Iy = Iy ;.
(a) Fiir alle j € Iy ist s; > r;, und r;, —s; < 0. Nach Definition 3.2.1 folgt daher

(3.21) T=(Z) ={{j}: j €I, T;(I) =10}
sowie
(3.22) v T(I) = {0}
JE€I2,
{i}¢7=(T)

Formel (3.20) liefert nun die Behauptung #E(D(Z)) = n.
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(b) Fiir alle j € I\ {j1} ist s; > 75, und r;;, —s; < 0. Wie in (a) bekommt man
T=(Z)={{j}:je L\ {jr}, 0 & T;(Z)}. Weiterhin ist s;, < r;; und r;, —s; < sj,
fiir j # j1. Also ist

L e
{ir¢7=(T) €7=(1)

Mit (3.20) folgt daraus #E(D(Z)) = 2(n — 1).
(c) sj, + 55, > 74, Es folgt

T=(T) = {{j}: j € L\ {h, iz}, 0 ¢ T;(Z)},
Ti(Z) = {{52}}; 7. (Z) = {{j1}} sowie

3.24 Vo TAT) = {0, {j1}, {52} ), y (1) = {{j1}, {j2}1.
G21) W @ =040 )Y T = i) )
{i1¢7=(T) {ieT=(T)

(3.20) liefert daher #E(D(Z)) = 3(n —2) + 2.
sj, + 55, = ri,: Dann gilt

(3.25)
T=(Z)={{it : j € 2\ {jr,jo}, 0 & T;(D)} U {{j1,j2}}, T3 (Z) = T(Z) =0,

3.26 Y (Z) = j j Y (Z)=1{4{J j2}}.
( ) Jel\{j1.ja}, T]( ) {mv{.h}a{.h}}v jel\{j1,j2}, T?( ) {{.71}7{.72}}
{7} ¢7=(T) {i1eT=(T)

Diesmal liefert (3.20) also #E(D(Z)) =3(n —2) + L.
sj, + 85, < 7y, Es gilt

T:(I) = {{.7} €Dl \ {j17j2}7 ®¢ 7}(1)}7
Ti(Z) = 75, (1) = 0,

(3.27)
FEI\{j1,ja}s ( )— {@ {.71} {Jz} {31732}}7, 12\{]1’]2}7 ( )— {{Jl} {32} {.71 ]2}}
{i}¢7=(T) {J}ET( )

Also ist #E(D(Z)) = 4(n — 2) nach (3.20). m

Beispiel 3.2.6. Sei Z := (Iy, I, r, s) ein Randsystem mit #7y ,; = 2. Die Bezeich-

nungen seien wie in Lemma 3.2.5.

(a) Gilt #I5 nt = 2, so ist #E(D(Z)) =
Das folgt wegen r;, < s;, und 2 = (2 — 1) sofort aus (a) und (b) von Lemma
3.2.5.

(b) Gilt #1I3,¢ = 3, so ist
(i) #E(D(D)) =
(ii) #E(D(T)) = 4 fiir sj, < r;, < s5,.
(iii) #E(D(T)) = 4 fiir s;, < 75, <71y, < 54,
(iv) #E(D(X)) =5 fiir s5, < 14, < 55, < Tiy.
(v) #E(D(2)) =6 fiir s5, < 74,.

3 fiir r;, < s5,.

Eine entsprechende Aussage gilt, wenn man die Rollen von I; und I ver-
tauscht.
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Die folgenden Angaben (a), (b), (c) beziehen sich auf Lemma 3.2.5. (i) folgt aus (a),
(ii) folgt aus (b), (iii) folgt aus (c), da s;, + s;, <, und

A(3-2) =3B -2 +1=4,
(iv) folgt aus (c), sj, + sj, > ri,. (v) ergibt sich wie folgt: Es ist 7=(Z) = 0,

7}1 (I) = {{.72}7 {.73}}7 T?z(I) = {{.71}7{.73}}7 7}3(1) = {{.72}7 {.71}}7

da
min{s;, + 5j,, 55, + Sja> S5, + Sju } > Tiy-

Wegen (3.20) ist dann #E(D(Z)) = 6.

Die Ergebnisse von Beispiel 3.2.6 und die Berechnung von Extremalpunktanzahlen
in diversen Spezialfdllen mit Hilfe des in Abschnitt A.1 des Anhangs angegebenen
Programmes fiihren zu der Vermutung, daf fiir vorgegebene Dimension des Randsy-
stems immer alle Zahlen unterhalb eines Maximalwertes fiir Extremalpunktanzahlen
vorkommen (Nullen in den Randvektoren zugelassen).

Es ist recht unbefriedigend, daf es bisher keinen Algorithmus gibt, der im Fall end-
licher Randsysteme die Anzahl der Extremalpunkte berechnet, ohne die Extremal-
punkte alle explizit zu bestimmen. Obwohl durch die Konstruktion aus Definition
3.2.1 fiir den 2 x n-Fall ein solcher Algorithmus gegeben ist, kann die Aufgabe wohl
auch fiir diesen Fall noch nicht als gelost betrachtet werden. Zur Berechnung der
nach (3.11) und (3.12) definierten Mengen muf das sogenannte ,,Knapsack-Problem®
gelost werden, welches, wie schon in der Einleitung erwéhnt, NP-vollstdndig ist. Ob
es fiir die Bestimmung der Anzahl der Extremalpunkte polynomielle Algorithmen
geben kann, ist unbekannt.

Zum Abschluf soll fiir endliche 2 x n-Randsysteme eine Prozedur fiir einen Zufalls-
spaziergang auf den Extremalpunkten konstruiert werden, der es erlaubt, #E(D(Z))
iiber einen probabilistischen Algorithmus zu bestimmen. Leider ist es bisher nicht
gelungen, die Prozedur auf k£ x n-Randsysteme mit k > 2 auszudehnen.
Definition 3.2.7. Sei 7 := (I1, I, 7, s) ein Randsystem mit

#1I =2, 2<n:=#I, < o0,
I = {iq, i3} mit r;; > r;;, > 0 und Iy = I ;. Definiere dann eine Funktion

F:B(D(Z)) — 2Me(012)

wie folgt: Zunéchst sei f: E(D(Z)) — I eine Funktion, so daf

Y Y 0e 1.7 Pig,7 [+
Pen(p()) jernis(py 0 € Pind Pinik

Fiir P € E(D(Z)) sei

(3.28)
T(P):={(j1,j2) € Ia x Iy 2 ji # j2, F(P) € {j1,J2}; Pir,jn > 0, Pisjo > 0}
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Fiir (j1,j2) € T(P) definiere §U1d2) .= min{p;, ;. , Pi,,j, } SOWie

plnia) — (pz(’J;’Jz))(i,j)ehxfz

durch PURI) [ 1y (10 (jr02)) 5= Plrx(1a\{,72)) und

(3_29) p(.j}yjz) — pij + 5({17{2) fiir (27.7) S {(i]an)a (i2aj1)}a
’ " pi,j — 832 fiir (i, ) € {(i1, j1), (i2, j2) }-

Schlieslich sei
(3.30) F(P):={PUv32): (j1, o) € T(P)}.
Im Fall, dal Z = (I, I, , s) ein beliebiges Randsystem mit

min{#Il,nta #IQ,nt} = 2? max{#Il,nta #I2,nt} < oo
ist, kann die Funktion F' ganz analog definiert werden.

Lemma 3.2.8. Sei T := (I, I, r,s) ein Randsystem mit min{#1I .1, #lznt} = 2,
2 < n = max{# ns, #l2ne} < 00 und F : B(D(Z)) — 2MeU012) gemip Definiti-
on 3.2.7.

(a) Fiir P € E(D(I)) gilt F(P) C E(D(Z)).

(b) Fiir P,Q € E(D(I)) gibt es eine endliche Folge (P;)ic1,...r} C E(D(Z)) mit

Pi=P, P, = A P; F(P;
! Pe=@Q ie{1,...k—1} + € F(P).

Beweis. Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daft
#1, =2, 2<n:=#I < oo,

I = {i1, 42} mit r;, > 75, > 0, I = Iy und s;, = min{s; : j € I}. Die Bezeich-
nungen seien wie in 3.2.7.

a) Nach Wahl von f gilt \ v 0 € {pi,,j, Pis,; }> und nach Defini-
) el G aderey seraljgg O € 1P Pinih

tion von §\1:72) und (3.29) ist

3.31 \ 0e 1,51 Piz,ja oder 0 € 1,529 Pigyjat):
( ) (jl,jz)eT(P)( {p Jis P J} {p J2r Pig,j })

Also ist G(P(jl’h)) kreisfrei fiir alle (j1, j2) € T(P). (b) Man definiere auf E(D(Z))
eine Relation ,~¢, wie folgt: Fiir P, @ € E(D(Z)) gelte P ~ @ genau dann, wenn es
eine endliche Folge (P;)icq1,...xy C E(D(Z)) mit Py = P, P, = Q,

P; F(P;
ie{l,.\?./,k—l} +1 € ( )

gibt. Dann ist klar, daf ,~* reflexiv und transitiv ist. Da nach (3.29)

V PeF
oenm P EF@

“

gilt, ist ,~“ auRerdem symmetrisch.
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Damit ist ,~* eine Aquivalenzrelation. Der Beweis von (b) erfolgt nun durch Induk-
tion nach n. Aus der Definition von §0U192) und (3.29) folgt, dak P ¢ F(P). Damit
ist fiir n = 2 wegen #E(D(Z)) = 2 nichts mehr zu zeigen. Sei also n > 2. Setze

fP(S) = {P € E(D(T)): Pivgs = 0, Pigjy = 5j1}7
(3.32) Py = AP € E(D(I)) ¢ pirjs = 8j1s Pizn = 0},

’P(*) = {P € E(D(I)) : pi1,j1ﬂpi27j1 > 0}'

N 7/

Sind P,Q € 'P(o) und bezeichnet man die zu ,,~“ analoge Relation auf der Menge
Z(Plrx(12\{j:})) Wieder mit ,~, so gilt per Induktion, daf

Plrxm\iin)) ~ QInx(\{i1})

(man kann annehmen, daf fiir die zu f analoge Funktion f auf
E(D(Z(PIrx(r\1i11))

gilt, dak v Q= F(QI1,x(r\j23)))- Daraus folgt nun P ~ Q.

Behauptung 1. Y 3 @~ P.
PEP(:) QEP(E)

Beweis. Fiir P € Mg(I1, I3) sei Sp:={j€ I\ {j1} : pi,; > 0} und mp := #Sp.
Angenommen, Behauptung 1 ist falsch. Dann gibt es ein ,minimales Gegenbeispiel®,

das heift,

(3.33) 3 YV Q#Pund VY 3 Q~P
PE'P(:) QEP(S) PE’Z(:), QEP(S)

Insbesondere muf dann mp > 0 gelten, da das fiir jedes Element von D(Z) gilt.
Nun sei j € Sp. Dann ist (j1,7) € T(P). Wegen Pl ¢ 73(0) mufs p;, ; < pi,

gelten. Dann ist aber PUJ) ein Gegenbeispiel zu Behauptung 1 mit mpq, .5 < mp
im Widerspruch zur Wahl von P. A

Behauptung 2. Peg( | QEP( E)luP(U) Q € F(P).

Beweis. Sei P € 73(*) gegeben. Wahle dann j € Iy \ {j1} mit (j1,7) € T(P). Nach
(3.29) ist p/172) > 0, das heift, es gilt PU12) ¢ P(z) oder PUII) € Poy. A

: .
12,51 .

Da ,~* eine Aquivalenzrelation ist und E(D(Z)) = 73(0) U 73(*) u 'P(*) gilt, wird der

Beweis von (b) durch die soeben bewiesenen Behauptungen 1 und 2 vollstdndig. W



Anhang A

Quelltexte implementierter
Algorithmen

A.1 Implementation eines Algorithmus zur Bestim-
mung extremaler Matrizen im endlichen Fall in
Mathematica

s[1_]:=Apply[Plus,1]
ok[v_,w_]:=s[v]==s[w]

linel[a_,j_,n_]:=ReplacePart[nline[n],a, j]
nline[n_]:=Table[0, {n}]

index[i_,j_]:=Partition[Flatten[Table[{k,1},{k,i},{1,j}]1]1,2]
mindex[v_,w_]:=Select[index[Length[v],Length[w]],
testmind [#,v,w] &]
testmind[{i_,j_},v_,w_]:=v[[i11<=w[[j]1]
nindex[v_,w_]:=Select[index[Length[v],Length[w]],
testnind[#,v,w] &]
testnind[{i_,j_},v_,w_]:=v[[i1]>=w[[j]]

ran[min_,max_,{m_,n_},a_]
:=Map[anzex,Map[conv,
Table[{Table[Random[Integer,{min,max}],{m}],
Table[Random[Integer,{min,max}],{n}1},{a}]1]1]

conv[{11_,12_}1:={11,12} /; s[11]==s[12]
conv[{11_,12_}]
:={11,ReplacePart[12,s[11]-s[12]+Last[12],Length[12]]}
/; s[11]>s[12]

81
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conv[{11_,12_}]
:={ReplacePart[11,s[12]-s[11]+Last[11],Length[11]],12}
/; s[11]<s[12]

mex[v_,w_] :=Map[MatrixForm,ex[v,w]] /; ok[v,w]
anzex[{v_,w_}]:={{v,w},Lengthlex[v,w]]} /; ok[v,w]

ex[{x_},w_1:={{w}} /; ok[{x},w]
ex[v_,{x_}]:={Transpose[{v}]}
ex[v_,w_]:=Union[m[v,w],n[v,w]]

mlv_,w_] :=Apply[Union,Map[mij[v,w,#] &,mindex[v,w]]]
mijlv_,w_,{i_,j_}]
:=Map[rowin[v,w,i,j,#] &,ex[Delete[v,i],
ReplacePart[w,w[[j1]-v[[i]],j1]]

rowinl[v_,w_,i_,j_,mat_]:=rin[mat,linel[v[[i]],j,Length[w]],i]
rin[mat_,r_,i_J]:=Insert[mat,r,il

nlv_,w_]:=Apply[Union,Map[nijlv,w,#] &,nindex[v,w]]]
nijlv_,w_,{i_,j_}]
:=Map[colin[v,w,i,j,#] &,ex[ReplacePart[v,v[[i]]l-w[[j1],i],
Delete[w, j]1]1]

colin[v_,w_,i_,j_,mat_]:=cin[mat,linel[w[[j]],i,Length[v]], j]
cin[mat_,1_,j_]:=Transpose[rin[Transpose[mat],1,j]]

Kurze Beschreibung des Programms (im folgenden sei Z das zu gegebenen Rand-
vektoren v,w gehérende Randsystem):

s[1_] berechnet die Summe einer Liste 1 von Zahlen. ok[v_,w_] testet, ob v,w
Randvektoren eines Randsystems sind. nline[n_] erzeugt eine Liste, die aus n
Nullen besteht. linela_,j_,n_] ersetzt in einer Liste, die aus n Nullen besteht,
das j-te Element durch a. index[i_, j_] erzeugt eine Liste, die genau alle Indizes
einer ix j Matrix enthélt. mindex[v_,w_] und nindex[v_,w_] erzeugen Listen, die
aus den Elementen der Mengen M (Z) bezichungsweise N(Z) geméf (2.52) bestehen.
rin[mat_,r_,i_] (cin[mat_,1_,j_]) fiigt in die Matrix mat eine neue i-te Zei-
le r (j-te Spalte 1) ein. rowin[v_,w_,i_,j_,mat_] (colin[v_,w_,i_,j_,mat_])
fiigt in die Matrix mat eine i-te Zeile (j-te Spalte) ein, die an der j-ten (i-ten)
Stelle v[[i1] (w[[j1]) stehen hat und sonst nur Nullen. mij[v_,w_,{i_,j_}]
erzeugt eine Liste der Elemente von M; ;(Z) gemaf (2.55); entsprechend erzeugt
nijlv_,w_,{i_,j_}] eine Liste der Elemente von N; ;(Z) gemaf (2.56). m[v_,w_]
beziehungsweise n[v_,w_] erzeugen eine Liste der Elemente von M (Z) beziehungs-
weise N (Z) gemih (2.57). ex[v_,w_] liefert eine Liste der extremalen Matrizen,
das heift der Elemente von £(Z) geméf Definition 2.5.1. mex[v_,w_] gibt die Ele-
mente von ex[v_,w_] in Matrixform aus. anzex[{v_,w_}] berechnet #E(D(Z)).
ran[min_,max_,{m_,n_},a_] wendet die Funktion anzex auf a ,zuféllig® erzeugte
Randsysteme mit m Zeilen und n Spalten an, wobei die Eintrédge der Randvektoren
ganze Zahlen zwischen min und max sind.

Bemerkung A.1.1. Damit die Funktionen dieses Programms zuverléssig funktio-
nieren, mufs Mathematica exakte Gréfenvergleiche durchfiihren konnen. Deshalb
darf das Programm nur auf ganze Zahlen oder Briiche, nicht aber auf FlieRkomma-
zahlen angewendet werden.
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A.2 Implementation eines Algorithmus zur Bestim-
mung extremaler Matrizen im 2 x n Fall in Ma-
thematica

Das folgende Programm benutzt die Funktion s aus Abschnitt A.1.

fanzex[{v_,w_}]:={{v,w},sanzex[Sort[v],Sort[w]]}
sanzex[{ri_,r2_},w_]:=s[Table[cex[rl,i,w],{i,Length[w]l}]]
+rcex[ri,w]

subsets[{}]:={{}}
subsets[v_]:=Flatten[Map[hi[#,Last[v]] &,subsets[Droplv,-1]11],1]
hi[1_,e_]:={1,Append[1,e]l}

valid[1_,min_,max_]:=1 /; min<s[1]<max
valid[1l_,min_,max_]:=0
valtab[s_,min_,max_J]:=Map[valid[#,min,max] &,s]

cex[ri_,i_,w_]:=s[valtab[subsets[subl[ril,i,w]],r1-wl[il],r1]]
subl[ri_,i_,w_]:=Select[Delete[w,i],#<r1 &]

rvall[ri_,1_]:=1 /; s[1]==r1

rval[ri_,1_]:=0

rvaltabl[ri_,s_]:=Map[rvall[ri,#] &,s]

rcex[ri_,w_]:=s[rvaltab[rl,subsets[rsubl[ri,w]]]]
rsubl[ri_,w_]:=Select[w,#<=r1 &]

Kurze Beschreibung des Programms (wieder sei Z das zu gegebenen Randvektoren
v,w gehdrende Randsystem; dabei wird jetzt immer vorausgesetzt, dalt v zweiele-
mentig ist):

subsets[m_] liefert eine Liste aller Teilmengen von m. valid[1_,min_,max_] te-
stet, ob die Summe der Elemente von 1 echt zwischen min und max liegt. Ist
das der Fall, so wird 1 ausgegeben, ansonsten 0. valtab[s_,min_,max_] wendet
valid[1_,min_,max_] auf eine Liste von Listen s an und liefert eine Tabelle der ent-
sprechenden Wahrheitswerte (0 oder 1). subl[ri1_,i_,w_] entfernt aus der Liste w
das i-te Element sowie alle Elemente, die nicht kleiner als r1 sind. cex[r1_,i_,w_]
berechnet die Kardinalitit der nach (3.12) definierten Menge 7;(Z). Die Funktion
rval entspricht der Funktion valid, nur daf rval[ri_,1_] testet, ob die Summe
der Elemente von 1 gleich r1 ist. In der gleichen Weise entsprechen die Funktionen
rvaltab, rcex, rsubl den Funktionen valtab, cex und subl. sanzex[v_,w_] be-
rechnet #E(D(Z)) nach (3.20), wobei vorausgesetzt wird, daf die Elemente von v
und w der Grofe nach sortiert sind. fanzex[{v_,w_}] gibt #E(D(Z)) zusammen
mit {v,w} aus, wobei die Elemente von v und w nicht mehr sortiert sein miissen.

Wieder ist Bemerkung A.1.1 zu beachten.
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Symbolverzeichnis

Bedeutung

Menge der Extremalpunkte von M
Menge der zweielementigen Teilmengen von V
Graph mit Eckenmenge V' und Kantenmenge E

gewichteter Graph mit Gewichtsfunktion w
Eckenmenge des Graphen GG
Kantenmenge des Graphen G
Einschridnkung der Funktion w auf F
G’ ist Subgraph von G
von U induzierter Teilgraph von GG
disjunkte Vereinigung der Mengen V und V'
Graph G ohne die Eckenmenge v
Graph G ohne die Kantenmenge E
Differenz der Graphen G und G
Summe der Graphen G und G’
Eckenmenge V' zum Graphen G hinzugefiigt
Kantenmenge E’ zum Graphen G hinzugefiigt
Kardinalitdt der Menge M
Grad der Ecke v im Graphen G
Grad der Ecke v, Abhéngigkeit vom Graphen
unterdriickt
Linge des Kantenzuges K
Weg, der die Ecken u und v verbindet
Abstand der Ecken u und » im Graphen G
wie dg(u, v), Abhidngigkeit vom Graphen
unterdriickt
Zusammenhangskomponente der Ecke v
im Graphen G
wie Zhkg(v), Abhéngigkeit vom Graphen
unterdriickt
Menge der Zusammenhangskomponente des
Graphen G
Produkt-o-Algebra von £1 und £,
Menge der doppelt stochastischen Mafse
beziiglich m, mg
alternative Bezeichnung
fiir D(my, ma)
Menge der doppelt substochastischen Mafe
beziiglich mq, mg
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Mg (I, 1)
M;p(I1, I2)
My (I, 1)

Mp(Ih)
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LITERATURVERZEICHNIS

Bedeutung

Potenzmenge von [
Anzahl der ,nichttrivialen® Punkte in I
Li-Raum zum Mafs mq
Li(m1) 4+ Li(ma2)
L1-Norm
Totalvariation des Mafes v
Leo-Raum zum Maf p
Lo,-Norm
Indikatorfunktion der Menge A
positiver Anteil des signierten Mafes v
negativer Anteil des signierten Mafles v
Dualraum von X
Menge der Funktionen von I nach K
Menge der Matrizen indiziert mit Elementen aus
I x Iy und Koeffizienten in K
Menge der Subpermutationsmatrizen mit
Zeilenindizes aus 11 und Spaltenindizes aus I
Menge der Permutationsmatrizen mit
Zeilenindizes aus I1 und Spaltenindizes aus I
= Mp(h, )
= My(h, 5L)

Tréger der Matrix P
gewichteter Graph der Matrix P
Tragermatrix der Matrix P
<-Randsystem mit Indexmengen Iy, Iq und
Randvektoren r, s
Menge der nichttrivialen Indizes in I
Menge der nichttrivialen Indizes in I
Lénge des Randvektors r
Lénge des Randvektors s
Relation zwischen Randsystemen Z und Z
dem Randsystem Z zugeordnete Gruppe G
von M erzeugte Gruppe
Menge der doppelt stochastischen
Matrizen beziiglich 7
alternative Bezeichnung fiir D(Z)
Menge der doppelt substochastischen
Matrizen beziiglich Z

Standardelement von D(Z)
kleinste unendliche Kardinalzahl
Wurzelbaum mit Wurzel ¢
gewichteter Wurzelbaum mit Wurzel ¢
n-tes Level im Wurzelbaum T
wie L, (q,T), T-Abhéngigkeit unterdriickt
wie L, (q,T), q, T-Abhéngigkeit unterdriickt

wie Ni (v), T-Abhéngigkeit unterdriickt

wie Nz (v), T-Abhingigkeit unterdriickt
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Symbol

En(q)

E,

T <T

-
B=(G,T1,T)
B'<B

dist(¢, M)
di(p)

Ve (P)

-/vio,jo (I)
M(T)
N(T)
UT(m,n)
LT(m,n)

T30 (Z)
PT7:
&5 (1)
PT7J0
£°(T)
E(T)
T(P)
P(j11j2)

Bedeutung

wie F,(q,T), T-Abhéngigkeit unterdriickt
wie En(q,T), q, T-Abhéngigkeit unterdriickt
Relation zwischen Wurzelbdumen 7" und T'
eindeutig bestimmtes Element von N~ (v)
Doppelbaum B
Relation zwischen Doppelbdumen B’ und B
Abstand der Zahl ¢ zur Menge M

dist(p, G)

wie V. (P), Abhdngigkeit von P unterdriickt

Randvektoren von Z;37°

Randvektoren von IJZ\?’JD

Menge der oberen m x n Dreiecksmatrizen
Menge der unteren m x n Dreiecksmatrizen
transponierte Matrix der Matrix P
Menge der Permutationen von [
Permanente der Matrix P

= Zhk(G(P))

Menge der exponierten Punkte der Menge M

transponiertes <-Randsystem zum
<-Randsystem 7
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27
27
27
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30
30
38
38
43
43
49
49
49
49
49
49
49
49
49
50
50
53
53
53
53
53
28
29
29
59
59
59
59
59
62
63
63
63
69

70
73
73
73
73
74
74
74
78
79

87



88

Bedeutung

LITERATURVERZEICHNIS

Seite

79



Index

<-Randsystem, 14, 15, 16, 18, 20, 43,
44, 46-48, 62, 69, 73

transponiertes, 69

Abstand
zwischen Ecken, siehe Ecke, Ab-
stand zweier
affine Abbildung, 62, 63
affiner Isomorphismus, siehe Isomor-
phismus, affiner
Algorithmus, 50, 77, 80, 82
polynomieller, 77
probabilistischer, 78
Aquivalenzrelation, 79

Baum, 6, 21, 27, 28, 30, 45, 47, 61
BenreNDs, E., 2, 3

BirknoFF, G.D., 2, 27
BruaLDI, R.A., 59

Charakterisierung
extremaler Mafse, 2, 3, 8
diskreter Fall, 2
maftheoretische, 8, 20
extremaler Matrizen, 20, 27
fiir endliche Randsysteme, 48
graphentheoretische, 31, 43
Coupling, 2
optimales, 2

dicht, 8, 24
D(Z)-n-extremes Element, siche Ele-
ment, D(Z)-n-extremes
D(I)-n-max. Element, siche Element,
D(Z)-n-maximales
D(Z)-n-min. Element, siche Element,
D(Z)-n-minimales
Doppelbaum, 30, 32, 39, 48
gewichteter, 30
e-Doppelbaum, 30, 31-34, 37, 38, 40,
44, 45, 47, 48
Doppeldiagonalmatrix, 12, 13, 25
doppelt stochastisch
fiir MaRe, 7
Dreiecksmatrix
obere, 53

untere, 53

Fcke, 5, 6, 20, 21, 28, 30, 31, 34, 35,
45, 47, 48, 59, 61, 67
Abstand zweier, 6
Eckpunkt, 18
e-Doppelbaum, 30, 31-34, 37, 38, 40,
44, 45, 47, 48
e-Fluk, 28, 30, 32, 39, 40
Element
D(I)-n-extremes, 63
D(Z)-n-maximales, 63
D(Z)-n-minimales, 63
extremes, 63, 67
maximales, 63, 67
minimales, 63, 67
exponiert, 66, 67
exponierter Punkt, 3, 62
extremale Matrix, siche Matrix, ex-
tremale
Extremalpunkt, 2, 3, 4, 7, 8, 14, 20,
27, 40, 48, 49, 62, 73, 75, 77,
78
Anzahl, 3, 77
extremes Element, siche Element, ex-
tremes

e-Flufs, 28, 30, 32, 39, 40

Gewichtsfunktion, 5, 13
Grad
einer Ecke, 5, 20, 28, 30, 31
Graph, 5, 6, 13, 31, 34, 35, 67, 68
bipartiter, 6, 13, 57
einer Matrix, siche Matrix, ge-
wichteter Graph einer
gewichteter, 5, 13, 30, 43
einer Matrix, siehe Matrix, ge-
wichteter Graph einer
kreisfreier, 6, 20, 32, 38, 42, 75
zusammenhéngender, 6, 43
Gruppe, 14, 37, 40, 58
GrzaSLEWICZ, R., 2, 27

Hahn-Banach-Satz, siehe Satz, Hahn-
Banach
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Implementation, 50
IsseLL, J.R., 37
Isomorphismus

affiner, 16, 69, 70
JurkaT, W.B., 48

Kante, 5, 34, 35, 37, 45, 47, 60, 67, 68,
72
Kantenzug, 5, 13
geschlossener, 5
Lange eines, 5
offener, 5
Kardinalitét, 69, 75, 82
KenpaLn, D.G., 37
Knapsack-Problem, 3, 77
konvex, 4, 7, 14, 62
Kreis, 6, 13, 21, 23, 31, 32, 34, 37, 38§,
41, 42, 47, 57, 61

Lebesgue-Konvergenzsatz, siche Satz,
Lebesgue-Konvergenz

Level, 27

LINDENSTRAUSS, J., 2, 3, 8, 25

lineares Funktional, 62, 66

Linie

einer Matrix, 12, 14, 15, 17-19,

27, 31, 32, 41, 42, 46, 47, 51,
52, 54, 57, 67, 75

Mak, 6
diskretes, 2, 7, 16
doppelt stochastisches, 7, 12, 15
doppelt substochastisches, 7, 12,
15
endliches, 8, 9, 20
kontinuierliches, 2
signiertes, 6, 8, 9
Mafsraum, 6-8, 12
diskreter, 7, 12, 18
Mathematica, 80—82
Matrix, 8, 12, 13, 15-18, 20, 24, 27,
31-35, 41-43, 45, 46, 59, 66,
67, 72, 81
doppelt stochastisch, 12, 14, 15,
62
doppelt substochastisch, 12, 14,
15, 20, 47
exponierte, 66
extremale, 16, 20, 37, 52, 58, 66,
67, 69, 80, 81
gewichteter Graph einer, 13
Trager einer, 13, 65
transponierte, 53

INDEX

matrix, 66

max. Element, siehe Element, maxi-
males

min. Element, siehe Element, mini-
males

n-extremes Element, siehe Element,
D(I)-n-extremes

nichttrivial, 7

nichttrivialer Index, 14, 69

n-maximales Element, siehe Element,
D(I)-n-maximales

n-minimales Element, siehe Element,
D(Z)-n-minimales

NP-vollstandig, 3, 77

Nullinie, 18, 48, 74

obere Dreiecksmatrix, siche Dreiecks-
matrix, obere

Permanente, 53
Permutation, 52, 53
Permutationsmatrix, 12

Quellcode, 50, 75, 80

Radon-Nikodym
Theorem von, siehe Satz, Radon-
Nikodym
Randsystem, 14, 16-25, 27, 31-33, 38,
40-42, 46, 49, 50, 56, 59, 61—
65, 67, 69-78, 81, 82
endliches, 14, 27, 48, 49, 51, 52,
54, 58, 59, 61, 75, 78
<-Randsystem, 14, 15, 16, 18, 20, 43,
44, 46-48, 62, 69, 73
transponiertes, 69
Randverteilung, 2, 7, 12, 37, 40
Rieszsches Darstellungstheorem, sie-
he Satz, Riesz-Darstellung
Ryser, H.J., 48

Satz
Hahn-Banach, 11
Lebesgue-Konvergenz, 10
Radon-Nikodym, 10
Riesz-Darstellung, 11
Spalte
einer Matrix, 8, 12, 27, 31, 34, 40,
49, 51, 52, 54, 55, 57, 75, 81
Spaltenindex, 12
Standardelement, 17
Subgraph, siehe Teilgraph
Submatrix, 15, 20, 23, 27, 52, 54-57

Subpermutationsmatrix, 12



INDEX

Teilbaum, 59, 60
Teilgraph, 5, 13, 30, 35-37
induzierter, 5, 6
Tréger einer Martrix, sieche Matrix,
Tréger einer
Tragermatrix, 13

unendlicher e-Weg, siche Weg, unend-
licher ¢

untere Dreiecksmatrizen, siehe Drei-
ecksmatrix, untere

Vorr, U., 2

Wald, 6, 13, 21, 22, 24, 25, 32, 44-47,
54, 57, 61

Weg, 5, 21, 28, 37, 43, 46, 48
unendlicher €, 43, 44, 46
uv-Weg, 5

Waurzel, 27

Wurzelbaum, 27, 30
gewichteter, 27, 28

Zeile
einer Matrix, 8, 12, 26, 27, 31, 40,
49, 51, 52, b4, 55, 57, 75, 81
Zeilenindex, 12
Zufallsspaziergang, 78
Zusammenhangskomponente
einer Ecke, 6
eines Graphen, 6, 20, 21, 34, 37,
42-48, 59, 60, 62, 67, 68, 72
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