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0 Einleitung

Erett Albert Bishop war ein bedeutender US-amerikanischer Mathematiker,
denn er hat eine eigene ganz neue Art von Mathematik entwickelt, die kon-
struktive Mathematik. Diese Art von Mathematik ist sehr vielen nicht be-
kannt, auch viele Mathematiker wissen davon nichts. Allerdings ist es ein sehr
erwihnenswertes Teilgebiet der Mathematik und einige halten diese sogar fiir
die wahre Mathematik, weshalb sie nicht ganz im Schatten bleiben sollte. Des-
wegen ist diese Arbeit auch als Hinfithrung zu dieser besonderen Mathematik
gedacht

Da die konstruktive Mathematik zu viele Themengebiete hat, um sie in eine
Bachelorarbeit zu stecken, werden wir uns hier nur auf ein Theorem spezialisie-
ren: Das Hahn Banach Theorem. Dieses Theorem ist ein wichtiger Bestandteil
der Funktionalanalysis und spielt auch eine wesentliche Rolle fiir viele ande-
re Theoreme, zum Beispiel fiir den Trennungssatz. Deswegen wird sich der
Hauptkern dieser Arbeit um dieses Theorem in der konstruktiven Mathema-
tik drehen.

Zuerst wird das Theorem in der klassischen Mathematik bewiesen, damit man
einen Vergleich zwischen dem konstruktiven und dem klassischen Theorem hat.
Damit man dann letztendlich das Theorem in der konstruktiven Mathematik
verstehen kann, werden danach die konstruktive Mathematik und wichtige
Hilfssétze ndher erldutert, um dann schliellich die Arbeit mit dem konstruk-
tiven Theorem zu vollenden.



1 Das Klassische Hahn-Banach
Theorem

Um den Hauptkern dieser Arbeit verstehen zu kénnen, miissen wir uns als ers-
tes natiirlich den klassischen Beweis des Hahn-Banach Theorems anschauen.
Bis auf ein paar Definitionen benétigt dieses Theorem nicht sehr viel Vorar-
beit, wenn man mit dem Lemma von Zorn vertraut ist. Zuerst schauen wir
uns einmal die dafiir nétigen Definitionen an.

1.1 Definition
Seien F und F zwei normierbare Vektorrdume und v : £ — F eine Funktion.
u heiflt linear genau dann, wenn

Voyer Yapex (u(az + By) = au(@) + Buly))

Definiere
|u(z)]|
|ul| := sup=——-—— = sup [lu(z)|F
zeFE ||x||E zeFE
220 llzll g =1

Wir nennen u beschriankt genau dann, wenn |ju|| < co.
Auflerdem sei L(E,F) = {u: E — F : u linear und beschrankt} der Vektor-
raum, der linearen und beschrankten Funktionen. Falls F' = R so nennen wir

u ein lineares Funktional. In diesem Falle ist dann [|u|| = sup m@'
el

#0

1.2 Definition: sublineares Funktional
Sei X ein Vektorraum iiber K. Eine sublineare Funktion auf X ist eine Funk-
tion p : X — R mit den Eigenschaften

(iVayex ( p(z+y) < pl@) +p(y) )
(i1) Ya>0,2,ex ( plaz) = 0429(95))

Jetzt haben wir schon alle nétigen Definitionen fiir den Beweis des Hahn Ba-
nach Theorems. Also kénnen wir uns jetzt die klassische Variante anschauen.



1.3 Hahn-Banach Theorem

Sei X ein Vektorraum iiber R und sei p : X — R ein sublineares Funktional
auf X. Sei Y ein Unterraum von X und sei v : Y — R ein lineares Funktional,
so dass u(xz) < p(z) fir alle x € X. Dann existiert ein lineares Funktional
v:X — R, so dass u(y) = v(y) fur alle y € Y und v(z) < p(x) fir alle
rxeX.

Beweis. Falls X = Y, dann brauchen wir nichts beweisen. Sei nun X # Y,
dann existiert ein ¢ € X mit a ¢ Y. Sei Y1 =< {Y,a} >, also Y wird durch
Y und a aufgespannt. Nun zeigen wir erstmal, das es ein lineares Funktional
up : Y1 — R gibt, sodass ui(y) = u(y) fir alley € Y und w1(y1) < p(y1) fiir
alle y1 € Y7. Dafiir miissen wir schauen, wie uq definiert sein muss. Wenden
wir die Linearitatseigenschaft von u an, so erhalten wir fir y,z € Y

<
=u(y) —ply —a) <p(z+a) —u(z) (1)

Definiere nun

b:=sup{u(y) —p(y —a): y €Y}

c:=inf{p(z+a)—u(z): yeY}

Dann gilt b < ¢ wegen (1). Wahle nun « € R so, dass b < a < ¢. Nun kénnen
wir unser gewunschtes u; definieren und zwar fiir y; = y +ta € Y1 mit t € R
ist u1(y1) = u(y) + ta.

Offensichtlich ist u; linear, da auch w linear ist. Auflerdem gilt t =0 fiiry € Y
, da a nicht im Spann von Y liegt, weshalb u;(y) = u(y) folgt. Bleibt also nur
noch zu zeigen, dass uj(y1) < p(y1) ist. Sei also y; € Y7, dann ist y; = y + ta
fiir eindeutige y € Y und ¢t € R. Fir ¢t = 0 gilt 1 € Y und die Ungleichung ist
klar. Sei nun ¢ > 0, dann gilt:

u1(y1) = u(y) + ot
< u(y) +te
< uy) +tp(% +a) = u(3)
= u(y) +p(t] +ta) — u(t])
=p(y + ta)
=p(y1)

und fiir ¢ < 0 berechnen wir



ur(y1) = u(y) + ot

<u(y)+tb

< uly) + tu(5) = p( — )

= u(y) + p(—t- — (~t)a) + ult-)
=u(y) +p(y + ta) — u(y)

|
=

Also insgesamt wui(y1) < p(y1), womit u; die gewilinschten Eigenschaften er-
fullt.

Betrachte nun die Menge M von allen Paaren (W,s), wobei W ein Unter-
raum von X ist, der Y enthélt, und s : W — R ein lineares Funktional, fir
das s(w) < p(w) fiir alle w € W und s(y) = u(y) fir alle y € Y gilt. Dann
ist M nicht leer, da (Y7,u1) € M . Definiere auflerdem eine Partialordnung auf
M durch

(W1,81) < (Wa,82) & W1 C Wa A Vyewy (81(w1) = s2(w1) )

Dann ist jede total geordnete Teilmenge von M nach oben beschrankt und
Zorns Lemma liefert uns ein maximales Element (W,v) € M. Bleibt noch
zu zeigen, dass W = X gilt. Angenommen es gilt W # X, dann gibt es ein
d € X/W und sei W; =< Wy, d >. Dann kénnen wir mit dem selbem Verfahren
wie oben ein v; : W7 — R finden, sodass v(w) = vi(w) fiir alle w € W,
allerdings gilt dann auch (W, v) < (W1, v1) und W # Wi, was der Maximalitét
von (W, v) widerspricht. Also gilt W = X und v ist unser gesuchtes lineares
Funktional. O

Am Interessantesten ist hierbei die Art wie das Hahn Banach Theorem bewie-
sen wurde. Wie ich noch spéter erldutern werde, gibt es fiir die konstruktive
Version zwei Probleme, und zwar die Definitionen von b, ¢ und das Lemma von
Zorn.

Zuerst miissen wir uns jetzt aber erst noch das Theorem fiir normierte Rdume
anschauen. Diese besagt namlich, dass sich die Norm des Funktionals u nicht
dndert wenn man es fortsetzt und hebt die Bedingung der sublinearen Funkti-
on auf. Spéter in der konstruktiven Version wird es ndmlich um diese Version
gehen, weshalb die klassische Variante betrachtet werden muss.



Das folgende Lemma werden wir fiir die normierte Version brauchen.

1.4 Lemma
Seien F, F' normierbare Rdume und v € L(F, F'), dann gilt

Voer (lu@)] < ulllz])
Auflerdem gilt ||u|| = inf{a > 0: Voer(||u(z)||r < a||z|E)}

Beweis. Sei x € E. Falls = 0, dann gilt u(z) = u(0) = 0, da u linear ist
und somit ||u(z)|| = 0 womit die Ungleichung hélt. Falls z # 0 , dann gilt
die Ungleichung nach der Definition von |Ju||, da es sich um ein Supremum
handelt.

Fir die zweite Aussage, sei a = inf{a > 0 : Vyep(||u(z)||r < a||z||g)}. Dann
gilt wegen erster Aussage schon |Ju|| > a. Fir a € R und [ju(z)]| < al|z| gilt
dann ||u(z)|| < a fiir alle z € E mit ||z|| = 1, also ist a eine obere Schranke
fiir ||u|] und deswegen folgt dann auch |Ju|| < a. O

Falls in Lemma 1.4 F' = R gilt, dann lautet die Ungleichung |u(x)| < |jul|||z]|

1.5 Korollar

Sei X ein normierter Vektorraum tiber R und Y ein Unterraum von X. Sei
u : Y — R ein beschrinktes lineares Funktional. Dann existiert ein lineares
Funktional v : X — R mit Vycy (u(y) = v(y)) und |Ju|| = [|v].

Beweis. Sei a := |lu||, dann gilt @ < oo wegen der Beschranktheit von wu.
Definiere ein sublineares Funktional p : X — R durch p(z) = al|z|]. Dann
gilt nach Lemma 1.4 Vycy (Ju(y)| < p(y)) und damit u(y) < p(y). Nach dem
Hahn Banach Theorem gibt es also ein lineares Funktional v : X — R, so dass
Veex (v(z) < p(x)) mit Vyey (v(y) = u(y)). Bleibt zu zeigen, dass |jul = |||
gilt. Es gilt wegen Y C X

[o(@)]

loll =

zex ||
#0

@)
vey |z
z#0

U@
zey |||
z#0

= [[ull

Auflerdem gilt fiir alle x € X : —v(z) = v(—2z) < p(—z) = a|| — z|| = al|z||
also |v(z)| < p(z). Damit gilt also |v(z)| < al|z| und nach Lemma 1.4 folgt
dann ||| < a. O



2 Wichtige Vorbereitungen aus der
konstruktiven Analysis

2.1 Uber konstruktive Analysis

Wie frither schon erwahnt, bewegen wir uns jetzt im Bereich der konstrukti-
ven Analysis. Wenn wir einen Beweis in konstruktiver Analysis fithren wollen,
dann miissen wir uns die Losungen der Probleme und Objekte durch eine Al-
gorithmus oder Ahnlichem genau konstruieren kénnen. Die konstruktive Ma-
thematik kommt also mit der intuitionistischen Logik aus, welche besagt, dass
ein Widerspruch der Negation der Aussage kein Beweis fiir die Aussage selbst
ist. Das bedeutet fiir eine Aussage P ist == P — P nicht zuléssig, also ist ein
Widerspruchsbeweis nicht zuléssig.

Das verdeutlichen wir jetzt an einem Beispiel. Sehen wir uns dafiir den Beweis
fiir die Unendlichkeit der Primzahlen an. Der klassische Beweis sieht ungefahr
SO aus:

Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen {p;, ..., p,}. Definiere wir
nun die Zahl p = p; - pa - ... - py + 1, dann ist keine der Zahlen p, ..., p, ein
Teiler von p und damit muss p auch eine Primzahl sein, im Widerspruch zur
Annahme, was den Beweis vervollstandigt.

In der konstruktiven Mathematik ist dieser Beweis unzuléssig, da er aus der
Negierung der Unendlichkeit der Primzahlen einen Widerspruch herleitet, also
eine Beweis der Form ——P — P fiihrt. Deswegen muss der Beweis hier anders
gefiihrt werden. Wie im obigen Beweis zu sehen, wird die Zahl p dort mithilfe
von pi, ..., p, definiert, also wird sie konstruiert, was uns den Beweis fiir die
konstruktive Mathematik liefert:

Sei P die Menge der Primzahlen, dann kénnen wir uns mithilfe dieser Me-
thode fiir jede endliche Teilmenge N C P eine neue Primzahl konstruieren,
die nicht in N liegt, womit wir die Unendlichkeit von P erhalten.

Also haben wir auch einen Beweis fiir die konstruktive Analysis.
Ein wichtiger Unterschied zwischen klassischer und konstruktiver Mathematik

ist der 3-Quantor. Will man einen Beweis fir die Existenz eines Objekts z
in der klassischen Mathematik fithren, dann reicht es, wenn man die Nicht-



Existenz zu einem Widerspruch fiihrt. In der konstruktiven Mathematik muss
man sich dieses Objekt = aus den Gegebenheiten konstruieren kénnen. Dies
bringt natiirlich einige Schwierigkeiten mit sich. Schauen wir uns zum Beispiel
mal den Zwischenwertsatz an:

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) > 0 und f(b) < 0, dann
existiert ein Wert ¢ €]a,b[ mit f(c) =0

Fiir jede beliebige Funktion eine solche Nullstelle anzugeben oder zu konstru-
ieren ist nicht moglich, weshalb dieser Satz so erstmal nicht auf konstruktive
Weise bewiesen werden kann.

Ein weiterer wichtiger Punkt betrifft das Auswahlaxiom. Dieses besagt, dass
zu jeder Menge von nichtleeren Mengen eine sogenannte Auswahlfunktion exis-
tiert, also eine Funktion, die jeder dieser nichtleeren Mengen ein Element der-
selben zuordnet. In der konstruktiven Analysis haben wir hier ein Problem,
denn hier haben wir die Existenz dieser Auswahlfunktion nicht, da sie im All-
gemeinen nicht konstruierbar ist. Also ist auch das Auswahlaxiom in der kon-
struktiven Analysis unzuléssig, und wir kénnen somit keinen Satz verwenden,
der in klassischer Weise mit dem Auswahlaxiom bewiesen wurde, beispiels-
weise das Lemma von Zorn. Insofern muss das Hahn Banach Theorem in der
konstruktiven Analysis neu bewiesen werden. Ein weiteres Problem bei dem
klassischen Beweis ist, dass wir hier sofort von der Existenz des Infimums und
Supremums ausgehen, wenn die Menge beschréankt ist. Dies ist im Konstruk-
tiven unzuldssig, da nicht immer das Supremum oder Infimum einer Menge
konstruiert werden kann. FEin Beispiel dafir folgt spéter.

Zuletzt wollen wir uns noch anschauen, wie man im Konstruktiven etwas von
der Form —P zeigt, also wie man im Konstruktiven etwas widerlegt. Grund-
satzlich gibt es die Moglichkeit P — 1 zu zeigen, wobei 1 dem Falsum ent-
spricht, was auch zuldssig ist. Allerdings gibt es auch die Moglichkeit ein so-
genanntes schwaches Gegenbeispiel anzugeben, das bedeutet, man kann nicht
im konstruktiven Bereich =P beweisen, aber dafiir kann man aus P ein Tabu
in der konstruktiven Analysis folgern. Ein solches Tabu ist, wie oben schon
erwahnt, zum Beispiel =——P — P. PV =P ist d4quivalent zu -——P — P, deswe-
gen ist dies auch ein Tabu. Zwei weitere Tabus, die wir spéater noch brauchen
werden, werden mit LPO und LLPO bezeichnet.

Die LPO Aussage, sieht folgendermaflen aus:

Va € {0,1}N (Vn(an =0)V In(a, = 1))

wenn a = (ap)peN-
In Worten: Jede Binarfolge enthélt entweder nur 0-en oder mindestens eine 1.

Die LLPO Aussage sieht sehr dhnlich aus:



In Worten: Fiir jede Binérfolge a € {0, 1} mit héchstens einer 1, gilt ag, = 0
fiir alle n € N oder ag,+1 = 0 fiir alle n € N, das heif}t:

Va € {0, 1}N mit #{n € N :a, =1} < 1 (Vn(agn =0) VVn(agnt1 = O))

Im der klassischen Mathematik sind die beiden Aussagen trivialerweise richtig,
allerdings miissen wir uns in der konstruktiven Analysis die Losung durch
einen Algorithmus konstruieren kénnen. Hierbei wird klar, warum LPO im
Konstruktiven nicht gilt, denn ich kann durch einen Algorithmus nicht alle
unendlich vielen Bindrzahlen in der Folge iiberpriifen, ob sie 0 sind, oder ob
sie nicht schliellich doch eine 1 enthélt. Jetzt gehen wir dann aber erstmal
nédher auf die hier verwendete Mathematik ein.

2.2 Uber Bishops kontruktive Analysis

Das komplette Kapitel benutzt Bishop’s Mathematik, weswegen nicht uner-
wéahnt bleiben sollte, was das genau ist. Erret Bishop war ein bedeutender Ma-
thematiker im 20. Jahrhundert, der die konstruktive Mathematik sehr gepragt
hat. Die Mathematik, die Bishop verwendet, hat einen besonderen Punkt. Im
Laufe der Zeit und vor Bishop haben sich noch Brouwer’s Intuitionistische
Mathematik und der Russian Konstruktivismus entwickelt. Beide haben das
Problem, dass sie sich nicht mit der klassischen Mathematik vertragen. Zum
Beispiel kann man bei beiden beweisen, dass jede reelle Funktion auf dem In-
tervall [0, 1] punktweise stetig ist. Bishop’s Mathematik allerdings vermeidet
das. Das bedeutet, dass jede Aussage, die in Bishop’s Mathematik bewiesen
wird, auch fiir die klassische Mathematik gilt.

Der eigentliche besondere Punkt ist aber, dass sich Bishop’s Mathematik mit
der Intuitionistischen Logik von Brouwer und mit dem Russian Konstruk-
tivismus vertragt, sprich Bishop’s Mathematik ist in der Schnittmenge der
klassischen Mathematik, der intuitionistischen Logik von Brouwer und dem
Russian Konstruktivismus, also ist fiir jeden dieser Bereiche ein Beweis von
Bishop zuléssig.

2.3 Besondere Eigenschaften konstruktiver Analysis
beziiglich des Hahn Banach Theorems

Nun wollen wir uns aber der konstruktiven Mathematik widmen. Ein erster

wichtiger Punkt ist hierbei der Begriff der lokalisierten Menge, welcher eine

zentrale Rolle spielen wird. In der klassischen Mathematik ist diese Definition
nicht noétig, da jedes Objekt diese Eigenschaft erfullt
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2.3.1 Definition
Sei X ein metrischer Raum und S C X nicht leer. Dann nennen wir S loka-
lisiert genau dann, wenn d(x, S) = inf{d(z, s) : s € S} existiert fiir jedes z € X

In der konstruktiven Mathematik kénnen wir nicht beweisen, dass bei jeder
beschriankten Teilmenge in R das Infimum und Supremum existieren, weshalb
auch hier der Begriff der lokalisierten Menge eine Rolle spielt.

Schauen wir uns doch mal ein Beispiel einer nicht lokalisierten Menge an. Zu
diesem Zweck sei P eine beliebige Aussage und betrachten die Menge

M={0YU{zeR|(z=1)AP)}

Wenn wir nun annehmen, dass M lokalisiert ist, dann gilt entweder d(1, M) <
1 oder d(1,M) > 0. Fiir den ersten Fall kénnen wir ein m € M wéhlen, so
dass d(1,m) < 1 gilt. Also muss m ¢ {0} gelten, womit m = 1 und P gilt. Fiir
den zweiten Fall muss 1 ¢ {x € R | (x = 1) A P} gelten, was unmittelbar =P
impliziert.

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass gilt: M lokalisiert = PV —P. Dies ist
aber ein schon angesprochenes Tabu in der konstruktiven Mathematik, wes-
halb wir nicht davon ausgehen kénnen, dass M lokalisiert ist.

Wir wissen aulerdem nicht, dass die Norm aus Definition 1.1 existieren muss,
auch wenn das lineare Funktional beschrankt ist, da es sich um ein Supremum
handelt.

2.3.2 Definition

Seien X und Y normierte Rdume und u : X — Y ein beschrénktes lineares
Funktional, dann nennen wir u normierbar, wenn ||u|| aus Definition 1.1 exis-
tiert.

Auch hier wollen wir zeigen, dass nicht jede beschrinkte Funktion normierbar
ist. Nehmen wir also an, dass jedes beschrinkte Funktional auf dem Folgen-
raum [? normierbar ist. Sei aufierdem « eine Binirfolge mit hochstens einer
eins. Betrachte das Funktional f : [?> — R mit

o0

f(@) =" apay, mit @ = () gen € 17
k=0

Dann gilt
|f@)] < [lzll2

woraus dann folgt, dass f beschriankt ist. Wenn f nun normierbar ist, dann
gilt entweder || f|| > 0 oder || f|| < 1. Wenn nun || f|| > 0 gilt, dann muss es ein
x # 0 geben, sodass f(x) > 0 ist. Dies ist nur der Fall, wenn es ein k£ € N gibt,
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sodass ay > 0, also a = 1. Fiir den Fall || f|| < 1 betrachten wir fiir beliebiges
n € N den Einheitsvektor e,, € 2 mit (), = Opn,m- Dann gilt

flen) =Y ager = an
k=0

Da nun |le,|l2 = 1 und ||f|| < 1, muss nach Definition von || f]| f(en) < 1
gelten, also a,, < 1. Daraus folgt a,, = 0. Da nun n € N beliebig war, folgt
a=0.

Insgesamt haben wir also gezeigt:

Falls jedes beschrankte Funktional normierbar ist, dann gilt LPO. Daraus folgt
also, dass wir nicht annehmen koénnen, dass jedes Funktional normierbar ist.

Als néchstes widmen wir uns erst einmal der nétigen Vorarbeit fiir das Theo-
rem. Denn wir werden spéter fiir das Hahn Banach Theorem brauchen, dass
ein Funktional genau dann normierbar ist, wenn der Kern lokalisiert ist. Des-
wegen beweisen wir das nach einem dafir nétigem Lemma.

2.3.3 Lemma
Seien X und Y normierte Raume und u : X — Y ein lineares beschranktes
Funktional. Dann ist der Kern von u lokalisiert genau dann, wenn

ng = inf{t: ¢ > 0 und u(x) € tu(Bx)}

fir jedes © € X existiert, wobei Bx = {x € X : ||z|| < 1}. Falls u(z) # 0,
dann gilt aulerdem n, > 0

Beweis. Dalfiir zeigen wir erstmal die Gleichheit folgender zwei Mengen:
{t >0:3y € ker(u) mit ||z —y|| <t} ={t >0:u(z) € tu(Bx)}

"C": Sei t > 0 so, dass es ein y € ker(u) existiert mit ||z — y|| < t. Wé&hle

z =4 dann gilt [|z]| <1 und u(x —tz) = u(z — (r —y)) = u(y) = 0. Da

nun z € By und u(z) = u(tz) = tu(z), folgt schon u(x) € tu(Bx)

"D": Umgekehrt sei t > 0 mit u(z) € tu(Bx). Sei z = §, dann gilt wegen
Linearitat tu(z) = u(z), also u(z) € u(Bx) und damit z € Bx. Auflerdem
wenn wir y = x — tz wéhlen, dann gilt u(y) = u(z — tz) = u(z — x) = 0.
Deswegen y € ker(u) und ||z —y|| = ||tz < t.

Wenn nun ker(u) lokalisiert ist, dann existiert das Infimum der ersten Menge,
also somit auch das Infimum der zweiten Menge, welches genau n, entspricht.
Wenn umgekehrt das Infimum der zweiten Menge existiert, dann auch das In-
fimum von der ersten und damit ist ker(u) lokalisiert.

Angenommen es gilt u(z) # 0. Fir jedes y € Y gilt |u(y)| < [Jull|ly|] und
|u(@)|

[l

deswegen koénnen wir r = setzen, womit dann folgt, dass
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Waihle ein ¢ < r, dann gilt ||tz]] < r fir jedes z € Bx und damit folgt
lu(tz)| < |u(zx)|, also insgesamt t ¢ {t > 0 : u(x) € tu(Bx)}, woraus dann
folgt, dass ny > r > 0 gilt. O

2.3.4 Proposition
Sei u # 0 ein lineares Funktional. Dann ist u genau dann normierbar, wenn
der Kern von u lokalisiert ist.

Beweis. Nun zeigen wir zuerst, dass der Kern von u lokalisiert ist, wenn u
normierbar ist. Da u # 0 gilt, muss ||u|| > 0 gelten. Sei nun a € X. Dann gilt

fir alle x € ker(u) nach Definition ||u|| > |7ﬁia__f”)‘ und damit folgt:
o - af > MG
ul
o) — u(z)
[l
|u(a)l

Sei nun € > 0 klein genug, so dass € < ||u|| gilt. Nun kénnen wir einen Vektor
xo mit ||zo|| = 1 so wahlen, dass u(zg) > ||ul]| — €. (Dies konnen wir tun, da
[ul = sup{|u(z)| : [l«]| = 1} ). Sei nun

z=a— u(xg)xo
dann gilt u(z) = u(a) — :((;lo))u(xo) = 0, weswegen z € ker(u) folgt. Dann
haben wir
u(a) H
a—z||=l|a—a-— x
la — =] (o)
|u(a)l
- U(.CIZ'O) ||:U0H
 Ju(a)
u(zo)
_ Ju(@)
[ul| —

Also haben wir gezeig;t, dass fiir jedes Element im Kern von u der Abstand
von a grofler gleich Wua“)l. Erhohen wir diesen Abstand um eine beliebig kleine
Zahl z, so finden wir ein Element im Kern welchen kleineren Abstand hat als
lwlal _ » Also ist inf d(a, ker(u)) = ‘ﬁj‘)' und existiert somit. Da a beliebig

[lull
war ist der Kern von u lokalisiert.
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Sei nun der Kern von u lokalisiert. Dann gilt wegen Lemma 2.3.3, dass
z=inf{t >0:1 € tu(Bx)}

existiert und gréfer 0 ist. Nehmen wir ein beliebiges © € By, dann gilt
u(z) < 1/z oder u(z) # 0. Fir den zweiten Fall betrachte y := @)l dann

u(z)
gilt
|u(z)| H
ol = [fe
|u(z)|
[l
Ju(z)|
= [||
<1
und auflerdem
1 L Ju(z)]
u(y) = u(z) =1
|u(z)] u(z)] u(z)
Da y € Bx gilt, gilt u(y) € u(Bx), also gilt
1
>inf{t >0:1€tu(Bx)} ==
uz)]
Durch Umstellen gelangen wir zu |u(z)| < 1.
= 1 ist obere Schranke von [|ul|
Wenn wir ein 0 < € < % haben, dann wahlen wir
< _*
2
05 1 ez
und x € By so, dass 1 = zpu(x). Dann folgt:
1 1-— 1
u(z) = — > SN
20 z z
Also haben wir insgesamt gezeigt, dass |lul| = 1, was den Beweis abschliefit.

O

Das war jetzt der erste wichtige Teil, den wir spéter im Beweis vom Hahn
Banach Theorem benutzen werden. Der zweite wichtige Teil bezieht sich auf
total beschrankte Mengen, da man bei diesen sagen kann, dass das Supremum
in R immer existiert. Also werden wir diese jetzt definieren und dann damit
verbundene wichtige Sétze beweisen.
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Definition 2.3.5: Total beschrankter Raum Sei X metrischer Raum e¢ >
0, dann verstehen wir unter einer € -Approximation einer Teilmenge Y eine
Teilmenge Z C Y, sodass

ey (Foen(d(y,2) <e))

Falls fiir jedes € > 0 eine endliche e-Approximation existiert, dann nennen wir
Y auch total beschrankt.

Beispielsweise ist jeder abgeschlossene Ball aus R"™ eine total beschrankte Men-
ge, wobei die Metrik der euklidischen Metrik entspricht, da er kompakt ist im
topologischen Sinne und sich deswegen von endlich vielen e-Béllen iiberdecken
lasst fiir beliebiges € > 0

Wir nennen X lokal total beschriankt, wenn jede beschrénkte Teilmenge aus
X in einer total beschrankten Teilmenge enthalten ist.

Lemma 2.3.6
Fiir jede total beschréinkte Menge Y C R existiert das Supremum und das
Infimum.

Beweis. Hier werden wir ohne Beweis das konstruktive Theorem fiir das Prin-
zip der kleinsten oberen Schranke benutzen, welches so aussieht: Eine nicht-
leere Menge S C R, welche nach oben beschrankt ist und fiir alle Zahlen x,y
mit z <y

Vses(s < x) oder Jses(y < s)

erfiillt, hat ein Supremum.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass S endlich ist. Sei also S = {s1, ..., s, }. Fr
zwei Zahlen x,y mit © < y gilt dann entweder s < z fiir alle k =1, ..., n oder
es gibt ein j € {1,...,n} mit s; > y, womit die Voraussetzungen des Theorems
erfiillt sind, und das Supremum somit existiert.

Nun sei S eine beliebige Menge. Seien wieder x < y reelle Zahlen und set-
ze € = 52 > 0. Da S total beschrénkt ist, finden wir eine endliche e-
Approximation, die wir durch {sq,...,s,} darstellen. Wegen dem ersten Fall
existiert

a = sup{sy, ..., Sp}

Nun gilt entweder a > y oder a < y + €. Fiir den ersten Fall haben wir wegen
der Definition von « also ein s; € S mit s; > y. Fiir den zweiten Fall wollen
wir zeigen, dass Vses(s < x) gilt. Sei also s € S. Dann existiert wegen der
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e-Approximation ein k < n mit |s — sg| < e. Daraus folgt dann

5 < skl +[s — skl
<a+te
<y+2e

=z

Also haben wir wieder die Voraussetzungen des Theorems erfiillt und damit
existiert das Supremum. O

Lemma 2.3.7
Wenn X ein lokal total beschrankter metrischer Raum und Y ein lokalisierte
Teilmenge ist, dann ist Y lokal total beschréinkt.

Beweis. Fiir diesen Beweis, zeigen wir erst einmal eine wichtige Behauptung:
Sei T eine total beschrinkte Teilmenge von X. Dann existiert eine total be-
schrénkte Menge S, so dass

TNnNY cScY

Beweis der Behauptung:

Sei n € N. Da T total beschrinkt ist, gibt es fiir alle n € N eine endliche
%—Approximation, welche wir durch T,, bezeichnen. Da Y lokalisiert ist, hat
jeder Punkt in X einen Abstand zu Y. Deswegen kénnen wir T;, = A, U B,
schreiben, sodass fiir jedes t € T gilt

ted, & dt,Y) <

teB, < d(tY)>

$lee

A, und B, sind dann endlich, da T;, endlich sind, und wegen % > % gilt auch
T, =A,UB,.

Nun nehmen wir fiir jedes t € A, ein y;,, € Y, sodass d(t,yin) < % Nun
kénnen wir unser gesuchtes S definieren {iber

Sn = {yn,t ’ te An}

und S = US”

n=1

Dann ist S nach Definition in Y enthalten. Zeige nun, dass S total beschrinkt
ist. Dafiir zeigen wir, dass U?L”l S; eine endliche %— Approximation ist. Sei
also s € S beliebig. Dann gilt s € S, fiir ein n € N
Fall 1: n < 6m

In diesem Fall folgt bereits, dass s € U?fl S; gilt, womit der Fall trivial ist.
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Fall 2: n > 6m
Wir haben also ein t € T, mit d(s,t) < % und, da T, eine % -Approximation
ist, gilt d(t,T),) < %, also folgt insgesamt

d(s,Tp,) < d(s,t)+d(t, Ty)
3

n

1

m
1 1
- 2m m
_3
T 2m

2

Sei nun £ € Ty,, so dass d(s,f) < 5. An der Definition von A, und B,

_ 2m
kénnen wir ablesen, dass t € A,,. Also folgt insgesamt:

d(S, ym,f) < d(87 t~) + d(t~, ym,f)

_3.,.3
2m  m

_9

- 2m

Da nun U™ S; endlich ist, ist S total beschréinkt.

Bleibt also nur noch die Inklusion T'NY C S zu zeigen. Sei dafir x € TNY.
Sei n € N beliebig. Dann gibt es wegen, der total Beschrianktheit von T ein
t € Ty, so dass d(z,t) < L gilt. Also gilt d(¢,Y) < 122 woraus wir schliefen
kénnen, dass t € A,, gilt. Fir y,; € S gilt, dann

d(37 yn,t) S d(37 t) =+ d(tv yn,t)

13
<-—+=
n n
4
_n

Da n beliebig und S abgeschlossen ist, folgt x € S, womit der Beweis der
Behauptung abgeschlossen ist.

Sei also X lokal total beschréankt. Sei A eine beschrinkte Teilmenge in Y.
Da X lokal total beschrankt ist, gibt es eine total beschréinkte Teilmenge T
mit A C T. Wegen unser vorangegangenen Behauptung gibt es ein S C Y |
sodass TNY C S, also A C S. Daraus folgt, dass Y lokal total beschrankt
ist. O

Proposition 2.3.8
Die folgenden zwei Aussagen sind fiir einen metrischen Raum X &quivalent:

(i) X ist lokal total beschrankt
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(ii) X ist endlich dimensional

Da dieser Beweis noch einige andere Definitionen und Sétze benétigen wiirde,
lassen wir den Beweis hier aus und konzentrieren uns stattdessen auf das letzte
bendétigte Lemma.

Lemma 2.3.9

Sei X ein normierter Raum und Y ein endlich dimensionaler metrischer Raum
mit Basis {b1, ..., b,—1} und b, ein Vektor mit d(b,,Y") > 0. Dann ist die Menge
{b1, ..., by} eine Basis zu ihrem Spann.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass by, ..., b, linear unabhéngig sind. Betrachten
wir dafiir \; fir 1 <4 <n. Wir zeigen:

n

ZP\Z‘ >0 = ”Z)\sz” >0

i=1 =1

was die lineare Unabhéngigkeit impliziert, da eine Norm positiv definit ist. Sei
also 7 1 |\i| > 0. Dann gilt entweder A, # 0 oder 7= |\;| > 0. Im ersten
Fall gilt

I _Xill > Anld(ba, Y) >0
i=1

Falls nun Y77 [\;| > 0 ist, gilt wieder entweder ||\,by| > 0, sprich A, # 0,

womit wir im oberen Fall wiren, oder || A,by| < || S0 Aibs|| Bei diesem Fall
rechnen wir

n n—1
I Xabill = 11D Aibi — (= Anby)||
=1 =1

n—1
i=1
>0

Also in jedem Fall || -7 A;bi|| > 0, womit wir dann fertig wéren. O
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3 Das konstruktive Hahn Banach
Theorem

In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf die Aussage des Hahn Banach
Theorems in der konstruktiven Analysis

3.1 Das approximierte Hahn Banach Theorem

Zuerst wollen wir uns an einem Beispiel klar machen, dass das klassische Hahn
Banach Theorem nicht akzeptiert werden kann.

3.1.1 Beispiel

Nehmen wir an, dass das klassiche Hahn Banach Theorem in der konstrukti-
ven Analysis gilt (also, dass Korollar 1.5 gilt). Dann kann man leicht folgern,
dass fiir jedes 0 # = € X ein lineares Funktional u existiert, sodass u(x) = ||z||
und |jul| = 1 gilt (indem man Korollar 1.5 auf den Unterraum < {z} > und
das Funktional v(ax) = «a||z| anwendet).

Nun wenden wir diese Eigenschaft auf den normierten Raum R?, versehen
mit der Norm ||(z,y)|| = |=| + |y| fiir alle z,y € R, und den Punkt (1,a) € R?
an, wobei a eine beliebige reelle Zahl ist. Also existiert ein lineares Funktional
w mit der Eigenschaft u(1,a) = ||(1,a)|| = 1+|a| und |lu|| = 1. Nach der Defini-
tion der Norm eines Funktionals, gilt wegen ||u|| = 1 auch u((z,y)) < ||(z, )|,
woraus 1((0,1)) <1 und u((1,0)) < 1 folgt. Daraus folgt:

((1,a))
((1,0)) + au((0, 1))
((1,0)) + lal

1+ |a| =

u
u
<u

Also muss u((1,0)) = 1 und au((0,1)) = |a| gelten. Nun gilt entweder
u((0,1)) < 1 oder u((0,1)) > —1. Aus dem ersten Fall kénnen wir schlieffen,
dass a < 0 gelten muss, da sonst au((0,1)) < |a|. Analog kénnen wir fiir den
zweiten Fall ¢ > 0 folgern.

Insgesamt haben wir also gezeigt, da a beliebig war:

VaeR(a <0Va> 0)
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Jetzt nehmen wir uns eine beliebige Binérfolge a = (ay)neny mit hochsten
einer 1. Dann gilt nach dem obigen Resultat:

S (=127 > 0 oder > (—1)"ap27" <0
n=1 n=1

Bei dem ersten Resultat folgt dann, dass ao,11 = 0 fiir alle n € N. Bei dem
zweiten Resultat folgt dementsprechend «s, = 0. Dies entspricht aber ge-
nau LLPO. Also haben wir aus aus dem klassischen Hahn Banach Theorem
ein Tabu der konstruktiven Mathematik gefolgert, womit das Theorem in der
klassischen Weise nicht akzeptiert werden kann.

Jetzt fragt man sich natiirlich, wie dann das Theorem im Konstruktiven ausse-
hen soll. Dafiir erwéhnen wir nochmal den Zwischenwertsatz, der in Abschnitt
2.1 schon erwéhnt wurde. Dieser kann in der konstruktiven Mathematik auch
nicht mit den selben Voraussetzungen bewiesen werden. Allerdings kann man
den Mittelwertsatz mit entsprechenden Ab#dnderungen beweisen. Fiigt man
ndmlich die Bedingung hinzu, dass f folgenstetig ist und f lokal nicht null
ist, dann kann der Zwischenwertsatz auch in der konstruktiven Mathematik
bewiesen werden.

So ahnlich ist es mit dem Hahn Banach Theorem. Mit denselben Voraus-
setzungen wie im klassischem Hahn Banach Theorem kénnen wir nur zeigen,
dass sich die Norm um hoéchstens ein beliebiges € > 0 erhoht. Die Gleich-
heit von den zwei Normen ist unzuléssig in der konstruktiven Analysis, was
wir anhand folgendem Beispiel erlautern. Also erhalten wir eine approximierte
Version des Hahn Banach Theorems. Fiigt man aber noch Bedingungen hinzu,
so konnen wir das vermeiden. Dies wird dann spéter aufgezeigt. Nun wollen
wir zuerst den ersten Schritt fiir das approximierte konstruktive Hahn Banach
Theorem machen. Dafiir zeigen wir jetzt erstmal, dass man die Dimension um
eins erh6hen kann und sich die Norm nur um ein ¢ > 0 andert.

3.1.2 Lemma

Sei X ein endlich dimensionaler normierter Raum tber R und Y ein Unter-
raum und nehmen wir an, dass X =< {Y,zo} > und d(zo,Y’) > 0. Sei u ein
normierbares lineares Funktional mit u # 0 auf Y. Dann existiert fiir alle e > 0
ein normierbares lineares Funktional v auf Y, so dass gilt

Vyey (u(y) = v(y)) und [|vf| < [lufl +€

Beweis. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
|lul] = 1. Seien z, 2’ € X, dann gilt wegen Lemma 1.4
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Yyey (u(y) < [lullllyll = [ly]l) und damit folgt

w(x) + u(x') = u(z + ')
<y +|l
< ly = zoll + [ly" + ol

= u(y) — ly — ol < |y + xol| — u(y’)
Definiere nun

e(y) = uly) — (1 + e)lly — o

Behauptung: Wir kénnen ein r > 0 finden, so dass

Yiyizr (@(y) < =1+ €)llzoll)

Beweis. Zuerst schauen wir uns ein paar Grenzwerte an fiir ||y|| — oco. Es gilt

’ ly — ol 1‘: ‘ ly — oll — [yl 'S B
Iyl [yl 1yl
Da H@)”” — 0 gilt fiir ||y|| — oo, gilt ‘% - 1’—) 0. Damit folgt:
’!y—mo\—onH _1‘:’%—%0\\ _ 4 _ ol
Iyl 1yl Iyl
< ’Hy—ﬂﬁoH B 1‘+ |0l
Iyl [yl

Da % — 1‘—> 0 und H@)”H — 0 gilt, kdnnen wir folgern, dass

ly—=zoll—llzoll
Ml
Jetzt wihlen wir r» > 0 so gro83, dass

- 1‘—> 0 also insgesamt ’W

— 1 gilt .

€

>1-—
1+e€

’Hy—fﬁoll — l[oll
[yl

fiir [ly]| = r

und da allgemein ||y — xo| — ||zo|| < |ly|| gilt, erhalten wir

ly — ol = [lwoll _ | _
[yl L+e

Daraus folgt dann

€
1+e

ly — ol — [loll
1yl

(1+¢) > (1+e)(1 - )

=1l+4+e—ce
=1
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Deswegen folgt dann

lyll < (T + e)lly — zoll = (1 4 €)|ol
< [lyl = A+ e)lly — zoll < =(1 + €)l[zoll

Nach diesem Resultat haben wir insgesamt fur [|y|| > r gezeigt:

o(y) = uly) — (1 + &)lly — o
< lyll = (1 +€)lly — o
< —(14€)|lzoll

Definiere nun

s =sup{p(y) : [lyll <7}

Dies existiert, da {¢(y) : ||y|| < r} eine total beschrankte Menge ist und wegen
Lemma 2.3.6

Nun gilt ¢(y) < ¢(0) fiir ||y|| > r also gilt s =sup{p(y) :y € Y}

Auflerdem haben wir fir y € Y:

u(y) —s < uly) — ¢(y)
= u(y) —u(y) + (1 + )|y — zo|
= (1+€)lly — o

Oben haben wir gezeigt, dass fiir alle y, 1y’ € Y gilt:
o(y) = u(y) = lly — zoll < Iy’ + zoll — u(y) also
u(y) +s < u(y) + (1 + €)lly + zoll — u(y)
= (1+&)lly + ol

Jetzt definieren wir unser gesuchtes lineares Funktional auf X indem wir fiir
beliebiges a € R setzen:

v(y + axg) = u(y) + as

was auf allen Vektoren von X definiert ist, da X =< {Y,zo} > gilt. Offen-

sichtlich gilt Vycy (u(y) = v(y)) also setzt v unser u fort. Fir a > 0 folgt
dann wegen den oberen beiden Abschétzungen

v(y + arg) = u(y) + as
= a(u(a”ly) + 5)
<a(l+e)|aty+ o
= (1 +¢)[ly + amol|
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und

u(y )—as

= a(u(a™y) - s)
<a(l+e)llaty — o
= (1 +€)[ly — awol|

v(y — axg) =

Deswegen gilt

Voex (v(@) < (1+0)z])

Ersetzen wir nun z durch —z, so erhalten wir |[v(z)| < (1 + €)||z|| gilt.

Also miissen wir jetzt nur noch zeigen, dass v auch normierbar ist, dann kon-
nen wir feststellen, dass [|v|| < ||u|| + €

Da u # 0 ist, konnen wir ein Vektor finden, sodass u(a) = § # 0 ist. Setze
Yo = 5 a, dann gilt u(yo) = —s. Sei nun y+axg ein beliebiger Vektor im Kern
von v. Es gilt

y+ axg = alxo+yo) + (y — azp)
Auflerdem haben wir

u(y — ayo) = u(z) — a(—s)
u(z) + as
v(y+azxg) =0

Also haben wir gezeigt, dass sich der Kern von v durch {yg 4+ zo} U ker(u)
aufspannen lasst.

Da nun u normierbar ist, ist auch der Kern von u lokalisiert nach Proposition
2.3.4. Dann folgt mit Lemma 2.3.7 und Proposition 2.3.8, dass der Kern von u
endlich dimensional ist, denn Y ist endlich-dimensional und damit lokal total
beschriankt, und Keru ist lokalisierter Unterraum. Nun haben wir

d(l‘o, )
d(l‘o + Yo, Y)
d(xo + yo, ker u)

IN

also ist nach Lemma 2.3.9 auch ker(v) endlich dimensional und damit lo-
kalisiert. Also ist ker(v) nach Proposition 2.3.4 auch normierbar, womit der
Beweis abgeschlossen ist O

Nun koénnen wir die approximierte Version des Hahn Banach Theorem bewei-
sen, indem wir Lemma 2.11 iterieren.
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3.1.3 Das approximierte konstruktive Hahn Banach Theorem

Sei u # 0 ein beschranktes Funktional auf einer Teilmenge Y eines separablen
normierten Vektorraums X iiber R, so dass der Kern von u lokalisierbar ist.
Dann gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein normierbares Funktional v auf X, sodass v
eine Fortsetzung von v ist und |[v|| < ||u|| + € gilt.

Beweis. Sei K der Kern von u. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ker(u) =
{0}, sonst wenden wir einfach das Theorem auf den Quotientenraum X/K an.
Auflerdem sagen wir, dass Y eindimensional ist, da sich alle anderen Félle aus
diesem hier ergeben. Da X separabel ist, konnen wir eine dichte Teilmenge
A finden. Sei nun (z,),>1 die Folge, die jedes Element aus A unendlich oft
enthélt, mit z; € Y. Nun konstruieren wir eine Folge (yn)n>1 mit y1 = 1 so,
dass fiir jedes n, wenn Y;, =< {y1, ..., yn} >, entweder

1
Ynt+1 = 0 falls d(zpy1,Yn) < -

oder yn 41 = Tp41 falls d(xp41,Y,) >0

Bemerke, falls fiir a € A auch d(a,Y;) > 0 gilt, dann gilt d(a,Y;) > % fiir ein
n € N, also kommen wir irgendwann nicht mehr in den oberen Fall. Da wir
unendlich viele a in der Folge haben, landen wir somit irgendwann im unteren
Fall, falls a bis dahin noch nicht im Spann des jeweiligen Unterraums liegt.
Also gehen wir somit sicher, dass A dicht in |, ¢y Y liegt. Also liegt U,,en Yn
dicht in X.

AuBlerdem ist Y,, endlich dimensional, und wir kénnen auf die Raume Y, und
Y,+1 Lemma 2.4 anwenden, welches besagt, dass wir v auf den nidchsten Raum
fortsetzen konnen und sich dabei die Norm nur um €27" &ndert. Fiithren wir
das so fort, so erhalten wir schliellich ein lineares Funktional v mit

loll < Jlull + > 27"

neN
= [lul| + €

was unserem gewiinschtem Resultat entspricht. O

3.2 Das Hahn Banach Theorem

Nun haben wir das approximierte Hahn Banach Theorem erfolgreich bewiesen.
Allerdings sind wir damit noch nicht zufrieden, da wir nur eine approximierte
Version des Theorems haben. Also wollen wir jetzt versuchen, unsere Voraus-
setzungen so anzupassen, dass wir tatséchlich in der Lage sind, das Theorem
in der Form von Korollar 1.5 beweisen zu konnen. Unser zweites Ziel ist es au-
Berdem die Voraussetzungen nicht zu streng zu machen, also wir wollen nicht,
dass nur sehr wenige Rdume diese erfiillen, sonder durch die Voraussetzungen
keine groflen Einschrankungen passieren. Zuerst definieren wir uns die erste
wichtige Bedingung, die keine grofien Einschrankungen enthalt.
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3.2.1 Definition: Gateaux differenzierbar
Sei X ein normierter Raum. Die Norm von X heifit Gateaux differenzierbar
bei z € X genau dann, wenn fiir jedes y € X

eyl o]
h—0 h

existiert. Wir nennen die Norm von X Géateaux differenzierbar, wenn sie an
jedem Punkt z € X mit ||z|| = 1 Gateaux differenzierbar ist.

Schauen wir uns ein paar Beispiele an.

3.2.2 Beispiel: X =R"
Betrachten wir z.B. die euklidische Norm || - |2 auf K". Diese ist fiir alle x # 0
Gateaux differenzierbar, da die Funktion

n
\ i=1

differenzierbar ist mit Gradient ﬁ Daraus kénnen wir schon schlielen, dass
jede Norm auf K" Géateaux differenzierbar ist, da jede Norm auf K" zu | - ||2
dquivalent ist.

3.2.3: Hilbertraum
Wir kénnen auflerdem noch zeigen, dass jeder Hilbertraum X bei # x € X
Gateaux differenzierbar ist: Dafiir rechnen wir fiir beliebiges y € X:

(I + byl = llel)(lz + byl + ll2])) = l|lz + hyl* — ||
=<z+hy,x+hy>—<z,z>
=< hy,r >+ < z,hy >+ < hy, hy >

also gilt
Nz +hyll =2l . <hy,xz >+ <z,hy >+ < hy hy >
lim = lim
0 h h0 h(le + hyll + ]
L <yx>+<z,y>+ <y hy >
= lim
h—0 |2 + byl + |||
- <yrx>+<z,Y>

2||x]

also existiert der Limes und somit ist die Norm bei jedem Punkt z € X
Géateaux differenzierbar.

Das folgende Lemma bendtigen wir spater noch.

25



3.2.5 Lemma Sei u eine konvexe Funktion von einem Raum X in R mit
u(xz) = —u(—=). Dann ist u ein lineares Funktional.

Beweis. Es gilt u(0) = —u(—0) = —u(0) also gilt auch «(0) = 0 Seien zuerst
0<A<1und x € X, dann gilt wegen Konvexitit von u

u(Ax) = u(Az + (1 — \)0)
< Au(z) + (1 — N)u(0)
= \u(z)

Ersetzen wir  durch —z, so erhalten wir u(—Az) < Au(—=x), also folgt nach
Voraussetzung —u(Az) < —Au(z) und deshalb auch Au(x) < w(Az). Somit
haben wir die Gleichheit gezeigt. Fiir beliebiges A > 0 gilt 1%\ < 1 und somit
gilt nach dem vorigen:

() = () =
[ N S NED S NUp

u(Ax)

Multiplizieren mit 1+ X ergibt Au(z) = u(Ax). Zuletzt berechnen wir fiir A < 0
u(Ar) = u((=A)(—x))
= —du(—=x)
= u(z)

Damit gilt Vaer(u(Ax) = Au(z)) Fir die Additivitit nehmen wir z,y € X,
dann gilt wegen Konvexitat von u

rty, _ulr)  uy)
<
U=ty
Verdoppeln wir beide Seiten erhalten wir u(x + y) < wu(z) + u(y) Ersetzen

wir wieder x,y durch —x, —y und gehen vor wie im Beweis fiir 0 < A < 1, so
erhalten wir letzten Endes u(x +y) = u(z) + u(y). Also insgesamt u linear [

Das néchste Lemma in Kombination mit 2.17 impliziert uns dann schon das
Resultat des Hahn Banach Theorem

3.2.6 Lemma

Sei X normierter Raum und 0 # x € X und nehme an, dass die Norm von
X bei z Gateaux differenzierbar ist, dann existiert ein eindeutiges lineares
normierbares Funktional v mit ||u| = 1 und u(z) = |||

Beweis. Definiere

Nz 4 hy| — ||z
=1
u(y) lim A
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Dies ist wohldefiniert, da die Norm bei x Gateuax differenzierbar ist. Dann ist
u konvex, denn fiir y;,y2 € X und A € [0, 1] gilt

[+ hAyy + h(1 = Nya|| — ||z

h
~ lim |z + hAy1 + h(1 — Nya + Az — Az|| — ||z]]

u(Ayr + (1= Ny2) = lim

h—0 h
< i 2= X (L= N+ [+ Bl = Al = (1= N)e]
h—0 h
(= Dl sl 4 M+ b = Al = (1= V]
h—0 h
= u(y1) + (1 — Au(y2)
Da auch u(y) = limw = limw = —u(—y)gilt, konnen wir
h—0 h—0
den letzten Satz anwenden und erhalten, dass u linear ist. Auflerdem gilt
_ o ety — [l
u(y)| = Jim 1252
< i J21+ Ayl = L)
h—0 h
= [yl

Und offensichtlich gilt u(x) = ||z|| und wir erhalten, dass |Ju|| = 1 gilt. Bleibt
noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei v ein Funktional mit denselben Eigen-
schaften wie u. Sei y € X, dann gilt fiir jedes h > 0

= hyll = [l _ v(z — hy) —v(z)

h - —h
_ v(=hy)
—h
=v(y)
und
v(x + hy) —v(x
oly) = ( h) (z)
_ Nz 4 by — f]
- h
Fiir h — 0 konnen wir also feststellen, dass u(y) < v(y) < u(y)gilt, also haben
wir gezeigt, dass u = v gilt und damit die Eindeutigkeit O

Jetzt definieren wir unsere zweite notige Bedingung flir das Hahn Banach
Theorem.

3.2.7 Definition: GleichmaBige Konvexitat
Ein normierter Raum X heifit gleichméfig konvex genau dann, wenn

Veso (315550 (Fatimyizr (o vl = e= 1252 <1-5) ) )
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3.2.8 Beispiel: Hilbertraum
Nehmen wir an, dass X ein Hilbertraum ist. Dann gilt die sogenannte Paral-
lelogrammgleichung fiir alle z,y € X:

lz +ylI? + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]*

Sei nun € > 0 beliebig und wéhle § = %62 und 6 = 1—+/1 — 4, dann gilt fiir alle
x,y € X mit ||z]| = ||y|| = 1 und ||x—y|| > € nach der Parallelogrammgleichung
I +9)/21° = () + Iyl — e — I

<1-—-¢
=1-90
Also gilt ||(z +v)/2|| = V1 =08 = 1 — 4. Daraus folgt dann die gleichmaBige

Konvexitat.

3.2.9 Beispiel X = [ mit der Norm ||z|| = > 07 |z
Um die gleichméBige Konvexitéit zu zeigen benétigen wir die Clarkson Unglei-
chung. Diese besagt fiir p > 2 und z,y € [*:

r+y|?

2

1
< Sl + 1y l17)

x—y‘p
2

Falls 1 < p < 2, dann gilt fiir ¢ mit p~' +¢ ' =1
q x J—

2

r+y
2

y|*_ 1 -
| < Gllall + Ity

Der Beweis dieser Ungleichung bendtigt nur Abschidtzungen, weshalb diese
Ungleichung konstruktiv akzeptiert werden kann. Sei ohne Beschriankung der
Allgemeinheit 1 > € > 0 und fiir den Fall p > 2 wihle § = 1 — {;/ — & (dann
gilt 6 € (0,1), da € < 1) und seien ||z|| = ||y = 1 mit ||z — y|| > ¢, dann gilt
nach Clarkson:

r+ylP 1 x—yl|P
< = p Py _
2" < Sl + 1wy - |55
P
<1-S
<1-2

Also folgt schon

%H <1 -6 ,womit der Fall fertig ist.

Fir den Fall 1 < p < 2 wéhle dieses mal § = 1 — §/1 — ;—f,, dann folgt fiir
llz|| = |ly|]| = 1 nach Clarkson
X + y q ]_ 1 €T — y q
< (2P pya—1 _
2" < Gllal + 1) -
q
<1-o
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+
Also folgt schon || %5

H <1 — 6 und dieser Fall ist somit auch fertig.

Schauen wir uns den Fall an, dass X = R™ mit der euklidischen Norm. Dann
ist X ein Hilbertraum und daher ist dieser Raum schon nach dem vorherigen
Beispiel gleichméfig konvex.

3.2.10 Proposition

Sei u # 0 ein lineares Funktional auf einem gleichméfigen konvexen Banach-
raum X. Dann existiert ein eindeutiger Vektor x € X mit u(z) = |Ju|| und
|l =1

Beweis. Sei (zp)nen eine Folge aus Einheitsvektoren und sei € > 0. Da X
gleichméfig konvex ist, gibt uns die Definition ein § > 0. Nun wissen wir, dass
es eine positive Konstante N gibt, so dass Vp>n((1 — %)Hu” < u(xy)) . Sei
m,n > N, dann gilt |u(x, + z,)| = |u(z,) + u(zy)| = u(z,) + u(zy,), da nach
Wahl u(z,,) > 0 fiir n > N, und auflerdem [|u|| — u(x,) < $ und wir erhalten
somit

[l

(Zn J; Tm) H Iu(xm2+ )|
u(zm) + u(wn)

2

= u(zy) — %(u@m) —u(zy))

> u(wn) = G ul@n) — |+ [lull - u(a,))

2
= ula) — g (] = ) — (]l = ()
> (1= )l = Sl = 2
= (1 - 5)

Also gilt ||%at2n|l > 1 — § woraus folgt, dass ||z, — x| < € gilt. Damit ist
(Zn)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert gegen einen Vektor z € X, da
X ein Banachraum ist. Wegen der Stetigkeit der Norm und w erhalten wir
[zl = 1 und w(z) = [[ul]

Eindeutigkeit: Sei y € X mit |y|| = ||z|| = u(z). Definiere die Folge (yn)nen
durch yo, = = und yop+1 = vy, dann ist (y,)nen eine Folge von Einheits-
vektoren, sodass u(y,) — |lu|| fir n — oo. Also muss (y,)nen gegen einen
Einheitsvektor konvergieren, und erhalten somit x = y O

3.2.11 Hahn Banach Theorem
Sei X ein gleichméBiger konvexer Banachraum mit Gateaux differenzierbarer
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Norm und Y ein Unterraum. Sei v # 0 ein lineares Funktional auf Y. Dann

existiert ein ein eindeutiges lineares Funktional v auf X mit V,cy (v(y) = u(y))
und luf] = ]|

Beweis. Wir kénnen ||u|| = 1 annehmen. Nun koénnen wir, da u stetig ist, es
auf dem Rand von Y so fortsetzen, dass ||u|| = 1 immer noch gilt. Nun ist Y’
ein abgeschlossener Raum und somit auch ein Banachraum, der gleichméflig
konvex ist, also liefert uns die vorherige Proposition ein z € Y, sodass u(z) =
|lu|| = 1. Nun ist die Norm Gateaux differenzierbar, also gibt es nach Lemma
3.6 ein lineares Funktional v mit v(z) = ||z|| und ||v|| = 1. Also sind u,v |y
zwei Funktionale mit Norm 1 und u(z) = v(z) = 1. Da aber Lemma 3.6 sagt,
dass das Funktional eindeutig ist, muss u = v |y gelten. O
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