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KAPITEL 1

Zahlsysteme

In diesem Kapitel werden wir einige grundlegende Eigenschaften der
folgenden Zahlensysteme betrachten: der natiirlichen Zahlen N, der ganzen
Zahlen Z, der rationalen Zahlen @, und der reellen Zahlen R. Dazu werden
wir eine kiirze Einfiihrung in die grundlegenden Mengenbegriffe und in den
Begriff der Funktion zwischen zwei Mengen machen.

1.1. Mengen

Die Menge ist eines der wichtigsten und grundlegenden Konzepte der
Mathematik. Mit ihrer Betrachtung beschéftigt sich die Mengenlehre.

DEFINITION 1.1.1. Eine Menge X ist eine Zusammenfassung von ein-
zelnen mathematischen Objekten. Ein mathematisches Objekt x in X heif}t
ein Element von X, und wir schreiben

z € X.
Wenn y kein Element von X ist, dann schreiben wir
y ¢ X :& nicht (y € X).

Die leere Menge () hat kein Element. Die Mengen X und Y heiflen gleich,
und wir schreiben X =Y, genau dann wenn X und Y die gleichen Elemente
enthalten, d.h.

X=Y:eV.(reXereY).

Eine Menge A ist eine Teilmenge von X, und wir schreiben A C X, genau
dann wenn jedes Element von A ein Element von X ist, d.h.

AQX:ﬁva(aEA:aEX).

Wenn A C X und z € X, sodass ¢ A, dann ist A eine echte Teilmenge
von X, und wir schreiben A C X. Die Menge P(X) aller Teilmengen von X
heifit Potenzmenge von X.

Sehr oft benutzen wir die Symbole {, } um eine Menge zu bezeichnen.

1
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BEeispiEL 1.1.2. Die Menge aller natiirlichen Zahlen N ist die Menge
N=1{0,1,2,3,...}.
Die Menge aller ganzen Zahlen Z ist die Menge
Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Offensichtlich gilt
N C Z.

Sei X eine Menge. Wir konnen eine Teilmenge Xp von X durch eine
FEigenschaft P(x) auf X definieren, indem wir alle Elemente von X zusam-
menfassen, fiir die gilt P(x) ist wahr. Wir schreiben

Xp={re X |P(x)}.
BEIspIEL 1.1.3. Die Menge Even aller geraden Zahlen ist definiert durch
Even ={n € N| P(n)}, P(n):& Jnen(n=2m),
wobei
HmeN(n = 2m) & Elm(m eN&n= 2m).
Es gilt Even C N. Die Menge 0dd aller ungeraden Zahlen ist definiert durch
0dd={neN|Q(n)}, Q(n):& Inen(n=2m+1).

Die Mengen X,Y sind gleich genau dann wenn X eine Teilmenge von Y
ist und Y eine Teilmenge von X ist, d.h.

X=Y<XCY&YCX.

DEFINITION 1.1.4. Seien X,Y Mengen. Die Schnittmenge X NY, oder
der Schnitt von X und Y ist die Menge aller Objekte die gleichzeitig Ele-
mente von X und Y sind, d.h.

XNY={z|zeX&zeY}.

Die Vereinigungsmenge, oder die Vereinigung X UY von X und Y ist die
Menge aller Objekte die Elemente von X oder von Y sind, d.h.

XUY ={z|z€ X oder ze€Y}.

Wenn A C X, ist das Komplement A’ von A in X die Menge aller Elemente
von X die nicht in A sind, d.h.

A={zeX|z¢ AL
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Offensichtlich gelten
0dd N Even = (),

0dd UEven = N,
0dd’ = Even,

Even’ = 0dd.

SATZ 1.1.5. Sei X eine Menge und seien A, B,C Teilmengen von X.
(1) P C X und X C X.
(ii) ANA=Aund AUA = A.
(it) ANB=BNAund AUB=BUA.
() (ANB)NC =ANn(BNC) und (AUB)UC =AU (BUCQC).
(v) (ANB)UA=A und (AUB)N A= A.
(vi) ACB& ANB=Aund ACB< AUB=B.
(vii) AN(BUC) = (ANB)U(ANC) und AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

SATZ 1.1.6. Sei X eine Menge und A, B Teilmengen von X.
(i) 0/ =X und X' = 0.

(11) ANA' =0 und AU A" =
(iii) (A") = A.

(i) (ANB) =A"UB.
(v) (AUB) =A'NnB.

(vi) ACB& B' CA.

DEFINITION 1.1.7. Seien X,Y Mengen. Das kartesische Produkt, oder
das Produkt X xY von X,Y ist die Menge aller Paaren (x,y) mit x € X
und y € Y, d.h.

XxY={(z,y) |lze X &yeY},

wobei
(z,y) =@"y) er=2a"&y=y,
fur alle (z,v), (2',y') € X x Y.
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1.2. Funktionen

DEFINITION 1.2.1. Seien X,Y Mengen. Eine Funktion, oder eine Abbil-
dung, f: X — Y von X nach Y ist eine Regel die jedem Element (input)
x € X ein einziges Element (output) f(x) € Y zuordnet. Das Element f(z)
heifit der Wert von f auf x. Um zu bezeichnen, dass durch f z auf f(z)
abbildet wird, schreiben wir

z — f(z).
Um zu bezeichnen, dass jedem Element von X ein eindeutiges Element von
Y zugeordnet wird, schreiben wir

z=2'= f(z) = f(a'),
fiir alle z,2’ € X. Die Menge X heifit Definitionsmenge von f, und die

Menge Y Zielmenge von f. Die Wertemenge Im(f) von f ist die Menge aller
Werte von f, d.h.

In(f) ={y €Y | Toex(y = f(2))}.
Wenn f: X — Y und g: X — Y, dann sind f, g gleich, genau dann wenn
f und g gleich sind fiir jedes x € X, d.h.
f=g9%Yeex(f(z) = g(x)).
Offensichtlich gilt
In(f) CY.
BEISPIEL 1.2.2. Sei f: N — N definiert durch
n—2n;, néeN.

Nach Definition gelten f(0) =0, f(1) = 2, and f(50) = 100. Es gilt Im(f) =
Even.

DEFINITION 1.2.3. Eine Funktion f : X — Y ist eine Injektion, oder
injektiv, wenn fiir alle z, 2’ € X gilt

fl@)=f@a)=z=2"
Eine Funktion f: X — Y ist eine Surjektion, oder surjektiv, wenn Im(f) =

Y. Eine Funktion f ist eine Bijektion, oder bijektiv, wenn f eine Injektion
und eine Surjektion ist.

Eine Funktion f: X — Y ist injektiv, genau dann wenn fiir alle z, 2’ € X
gilt
z#a = f(z) # f(2),

d.h. wenn f ungleichen inputs ungleiche outputs zuordnet.
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BEISPIEL 1.2.4. Die Funktion f: N — N, definiert durch n — 2n; n € N,
ist injektiv, weil 2n = 2m = n = m, fur alle n,m € N, aber sie ist nicht
surjektiv, da Im(f) = Even C N.

DEFINITION 1.2.5. Sei X eine Menge. Die identische Abbildung idx :
X — X ist definiert durch die Regel

r—x;, x€X.
Offensichtlich ist idx eine Bijektion.
BEISPIEL 1.2.6. Sei g : Z — N definiert durch

z ,2z2>0
9(z) = -z ,2<0.
Es gilt g ist surjektiv, weil g(n) = n, fiir alle n € N, aber g ist nicht injektiv,
da z.B. g(-1) =g¢(1) = 1.
DEFINITION 1.2.7. Seien X,Y Mengen, und sei yg € Y. Die Funktion
9o : X — Y, definiert durch
r—1yy; x€X,
ist die konstante Funktion von X nach Y mit dem konstanten Wert .
DEFINITION 1.2.8. Seien X,Y,Z Mengen, f: X - Y undg:Y — Z.
Die Komposition go f : X — Z von f und g ist definiert durch
(gof)(x) =g(f(z)); zeX

9
XfY Z.

\_/
gof

Weil g und f gleichen inputs gleiche outputs zuordnen, ordnet auch die
Komposition g o f gleichen inputs gleiche outputs zu, d.h.

(g0 f)x) =g(f(x)) = g(f(w)) = (go f)(w),
wobei z,w € X mit x = w.
BEISPIEL 1.2.9. Sei f : N — N definiert durch f(n) = n + 1, fiir jedes
n € N, und sei g : N — N definiert durch g(n) = n?, fiir jedes n € N. Es
gelten go f : N — N, und
(g0 f)(n) =g(f(n)) = (n+1)%
fiir jedes n € N.
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SATz 1.2.10. Seien XY, Z W Mengen, f : X =Y, g:Y — Z, und
h:Z — W. Es gelten:

(i)foidX:f
x4, e F Ly
\/
f
(i) idy o f = f
f idy
X Y

(iii) ho(go f) = (hog)o f
(hog)o f

mhogh
L

ho(go f)

X w.

Beweris. (i) Nach Definition der Gleichheit von Funktionen, miissen wir
zeigen, dass

Yoex ((f oldx)(z) = f()).
Wenn z € X, dann gilt
(feidx)(z) = f(idx (z)) = f(z).

WEeil z ein beliebiges Element von X ist, folgt foidx = f.
(ii) und (iii) Aufgabe. O

1.3. Vollstindige Induktion

Die vollstidndige Induktion (IND) ist ein wichtiges Prinzip der natiirlichen
Zahlen. Das Prinzip IND ist die hdufigste Beweismethode fiir eine Allaussage
(oder Universalaussage)

VHEN (QS(N)) )
d.h. “fiir alle natiirlichen Zahlen n die Eigenschaft ¢(n) ist wahr”.
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Vollstéindige Induktion IND: Sei ¢(n) eine mathematische Formel auf N,
sodass folgendes gilt:

(i) ¢(0) ist wahr (Induktionsanfang).

(79) Fiir jedes n € N, aus der Aussage (der Induktionsannahme) ¢(n) folgt
stets die Aussage ¢(n + 1), d.h.

Ynen (6(n) = ¢(n +1)).

Dann ist die Aussageform ¢(n) allgemeingiiltig, d.h. ¢(n) ist wahr fiir alle
n € N.

Wir kénnen das Prinzip IND wie folgt schreiben:

(IND) [4(0) & Ynen(d(n) = ¢(n+1))] = Ynen(4(n)).

BEISPIEL 1.3.1. Wir beweisen die folgende Allaussage
VneN <(1 +2020)" >14n- 2020>

mithilfe des Prinzips IND.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N:
é(n) = (1 + 2020)" > 1+ n - 2020.
Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(0) wahr ist:
$(0) 1= (142020)° =1>1=1+0-2020.
Schritt 2: Sei n € N. Wir zeigen die Implikation:
o(n) = dp(n+1) d.h.

(142020)" > 1+mn- 2020} = {(1 +2020)"*t > 1+ (n +1)2020].

Angenommen
(1+2020)" > 1+ n- 2020,
zeigen wir die Ungleichung

(1+2020)"" > 1+ (n +1)2020 = 1 + n - 2020 + 2020
wie folgt:
(14 2020)""! = (1 +2020)™(1 + 2020)
> (1 +n-2020)(1 + 2020)
=1+ n-2020 + 2020 + n - 2020?
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> 14 mn-2020+ 2020
=1+ (n+1)2020. O
Sei NT die Menge der natiirlichen Zahlen die ungleich 0 sind d.h.
Nt ={1,2,3,...}.
Das Prinzip IND ist dquivalent zu dem folgenden Prinzip IND™.

Vollstéindige Induktion INDT: Sei ¢(n) eine mathematische Formel auf
NT, sodass folgendes gilt:

(1) ¢(1) ist wahr (Induktionsanfang).

(i7) Fiir jedes n € NT, aus der Aussage (der Induktionsannahme) ¢(n) folgt
stets die Aussage ¢(n + 1), d.h.

Vnent (6(n) = é(n +1)).

Dann ist die Aussageform ¢(n) allgemeingiiltig, d.h. ¢(n) ist wahr fiir alle
n e NT.

Wir kénnen das Prinzip INDT wie folgt schreiben:

(IND¥) [6(1) & Ypen+ (6(n) = ¢(n+1))] = Ypen+ (6(n)).

BEISPIEL 1.3.2. Wir beweisen die folgende Allaussage

n(n+1)

Vn€N+<l+2+...—|—n:2>

mithilfe des Prinzips INDT.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N*:

1
é(n) :@1+2+...+n:"(n;).
Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist:
2 1(1+1)
Nisl=2=12

Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation:
o(n) = o(n+1), d.h.
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1 1 2
1—|—2—|—...+n:n(nz+)} = [1+2+.”+n+(n+1):(n+)2(n+) '
Angenommen
1
1+2+“.+n:”W;{

zeigen wir die Gleichheit

1)(n+2
1+2+...+n+(n+1)—("+)2(”+)
wie folgt:

1+24...+n+(n+1)=[1+2+...+n]+(n+1)

Zn(n;—UJr(n—Fl)
nn+1) 2(n+1)
2 + 2
n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)

=" ([
2

DEFINITION 1.3.3. Seien aq,as,...a, € N. Wir definieren die Summe

1
E ap = ag,
k=1

und fiirn > 1

n n—1
a = <Zak> + ap
1

k= k=1
= (al—l—ag—l—...—l—an,l) + ap
=a1+...+ay.
Zum Beispiel, wenn a1 = a2 = ... = a5 = 2, dann

5
Z2:2+2+2+2+2:10.
k=1

Gleichfalls
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und

n
E n = n2.
k=1

Deshalb schreiben wir die Gleichheit

1
1+2+...+n:n(n;)
wie folgt:
ik: n(n—i—l).
2
k=1

BEISPIEL 1.3.4. Wir beweisen die folgende Allaussage

n(n+1)(2n+ 1)
o)

Vn€N+<12—|—2Q—|—...—|—n2:

mithilfe des Prinzips INDT.

BEWEIS. Sei ¢(n) die folgende Formel auf N:

p(n) = 12422+ .. +n?= n(n+1é(2n+1).

Schritt 1: Wir zeigen, dass ¢(1) wahr ist:
6 11+1)(2+1)

. 2 _ 12—
o(1) e 1P =1= = : .

Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation:
d(n) = p(n+1) d.h.
1)(2 1
n(n+1)(2n + ] N

[12—0—22—0—...—1—712: :

2 _ (n+1)[(n+1)+1][2(n+1)+1]]
5 .

= {12+22+...+n2+(n+1)

Angenommen

1)(2 1
12+22+...+nQ:n(nJr )2n + >,

zeigen wir die Gleichheit

2 _ (n+Dn+1)+1]2(n+1) + 1]
6
_ (n+1)(n+2)(2n+3)
6

24224+, 402+ (n+1)
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wie folgt:
P+22+ . +n?+(n+1)?=[12+22+.. + 0% + (n+1)
_n(n+ )6(2n+1) 1)
n(n+1)2n+1) n 6(n+1)(n+1)
6 6
nn+1)2n+1)+6(n+1)(n+1)
6
(n+1)[n(2n+1) +6(n+1)]
2
(n+1)[2n? + n + 6n + 6]
2
(n+1)[2n* + Tn + 6)]
2
(n+1)[2n* + 4n + 3n + 6)]
2
(n+1)[2n(n+2) + 3(n +2)]
2
(n+1)(n+2)(2n + 3)

pu— . D
6
SATz 1.3.5. Sei f: NT — NT mit a = f(1). Angenommen
fn+m)=f(n)f(m),
fiir jede n,m € N*. Dann gilt
Ven+ (f(n) = a").
BEWEIS. Wir verwenden das Induktionsprinzip IND™T fiir die Formel
¢(n) :& f(n) =a".
Schritt 1: ¢(1) 1< f(1) = a! = a.
Schritt 2: Sei n € N*. Wir zeigen die Implikation

¢(n) = o(n+1),

d.h.
[f(n)=d"] = [f(n+1) = a"“]
wie folgt:
F(n+1) = F)f(1) = a" (1) = a”a = a™*1. O
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LEMMA 1.3.6. Seien k,l € N. Es gelten:
(i) k € Even = k? € Even.
(i) k € 0dd = k? € 0dd.
(iii) k? € Even = k € Even.
(iv) k* € 0dd = k € 0dd.
(v) k € Even = kl € Even.
(vi) k,l € 0dd = kl € 0dd.

BEWEIS. (i) Wenn k = 2n fiir n € N, dann gilt
k* = (2n)? = 4n* = 2(2n?) € Even.
(ii) Wenn k = 2n + 1 fir n € N, dann gilt
k= (2n+1)* =4n* + 4n + 1 = 2[2n* + 2n] + 1 € 0dd.

(iii) Wenn k% € Even und k € 0dd, dann folgt aus (ii) k? € 0dd, was ein
Wiederspruch ist.
(iv) Wenn k? € 0dd und k € Even, dann folgt aus (i) k* € Even, was ein

Wiederspruch ist.
(v)-(vi) Aufgabe. O

DEFINITION 1.3.7. Sei Q die Menge der rationalen Zahlen, definiert
durch

k
(@:{”keZ&leZ*},
wobei
7Z*={z€Z]|z#0}.
Esgilt NC Z C Q, weil 2 = 1, fiir jedes z € Z, und % ist in Q aber nicht
in Z.
LEMMA 1.3.8. Es gibt keine rationale Zahl ¢ mit ¢> = 2.

BEWEIS. Sei ¢ € Q mit ¢?> = 2, und seien k € Z und [ € Z* mit
q= 7
Ohne Verlust der Allgemeinheit sei ¢ > 0 und seien k € N, [ € N*, sodass
k,1 sind nicht gleichzeitig in Even (warum ist das moglich?). Wenn k% = 212,
dann gilt k? € Even, also gilt k € Even. Sei k = 2m fiir m € NT. Weil

k? = 4m? = 212, dann gilt {2 = 2m?, also gelten [?> € Even und [ € Even,
was ein Wiederspruch ist. O
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1.4. Die reellen Zahlen

Sei R die Menge aller reellen Zahlen. Die Axiome fiir R sind die folgen-
den:

(I) Axiome der Addition.

(IT) Axiome der Multiplikation.
(III) Das Distributivgesetz.

(IV) Die Anordnungs-Axiome.
(V) Das Vollstindigkeits-Axiom.

(I) Axiome der Addition: Es gibt eine Abbildung +: R x R — R
(z,y) =z +vy,

sodass gilt:
(Add;) [Assoziativgesetz| x + (y + z) = (v + y) + 2, fir alle z,y,z € R.

(Adds) [Existenz der Null] Es gibt eine Zahl 0 € R, sodass 0 + = = =, fiir
alle x € R.

(Adds) [Existenz des Negativen| Zu jedem x € R existiert eine reelle Zahl
—x € R, sodass z + (—z) = 0.
(Adds) [Kommutativgesetz] z +y = y + z, fiir alle z,y € R.

Die Zahl 0 ist durch ihre Eigenschaft eindeutig bestimmt: Sei 0’ € R, sodass
gilt 0' + x = z, fiir alle x € R. Nach den Axiomen (Adds) und (Addy) folgt
daraus

0=0+0=0+0=0"

Das Negative einer Zahl z € R ist eindeutig bestimmt: Sei y € R, sodass gilt
x +y = 0. Nach den Axiomen (Add;), (Adds) und (Addy) folgt daraus

(=) = 0+(=2) = (z+y)+(—2) = (y+x)+(—2) = y+(=z+(-2)) =y+0=y.
DEFINITION 1.4.1. Fiir z,y € R setz man
r—y=z+(-y).
DEFINITION 1.4.2. Fiir n > 1 und x1,29,...,2, € R setz man

1

E Ti = T1,

=1
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und fiirn > 1

n+1 n
> = () 4w,
=1 =1

Es gilt

n
Zl’i:l‘l-i—...—l-ivn.
=1

(IT) Axiome der Multiplikation: Es gibt eine Abbildung - : R x R — R
(z,y) =z -y,

sodass gilt:

(Multy) [Assoziativgesetz] z - (y - z) = (z - y) - 2, fiir alle z,y, z € R.

(Mults) [Existenz der Eins] Es gibt ein Element 1 € R, 1 # 0, sodass gilt

1-x =z, fir alle z € R.

(Mults) [Existenz des Inversen] Zu jedem x € R mit x # 0 gibt es ein % € R,

sodass gilt x - % =1

(Multy) [Kommutativgesetz] = -y = y - x, fiir alle z,y € R.

Wir schreiben auch xy statt x - y. Die Zahl 1 ist durch ihre Eigenschaft

eindeutig bestimmt, und das Inverse einer reellen Zahl xz # 0 ist eindeutig

bestimmt.

DEFINITION 1.4.3. Fiir z,y € R mit y # 0 setzt man

T 1
— = —.
Y Yy
DEFINITION 1.4.4. Seien n > 1 und z1,...,z, € R. Wir definieren

1
[[i =
=1

und fiirn > 1
n+1

n
H T = <H$z> " Tn41-
i=1 i=1
Es gilt

n
Hzi:xl-...-xn.
=1
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DEFINITION 1.4.5. Ist a € R, so werden die Potenzen a” fiir n € N wie
folgt definiert
an::{ln_l ,TL:O

a"ta ,n>0.
Es gilt

Ist a # 0, so definiert man negative Potenzen ™" (n > 0) durch

0" = (a1 = (i)n

SATZ 1.4.6. Fiir die Potenzen gelten folgende Rechenregeln:

am—l—n — aman’

(am)n — amn7
a"b" = (ab)".
BEWEIS. Aufgabe. O

(IIT) Distributivgesetz:
(Distr) - (y+2) =x -y +x - 2, fir alle z,y,z € R.

SATZ 1.4.7. Seien x,y,z,w € R. Es gelten:
(1) 0-z=0.
(i) (—x)y = —(zy).
(iid) (~2)(—y) = 2.
(iv) ~(z +) =~z — v.
(v) Wenn z,y # 0, dann gilt xy # 0, und (xy)~' =2~y L.
(vi) Wenn z,w # 0, dann gilt

TY _ Y o T Y _rwtyr

zZw A z w zZw

(vii) Wenn x # 0 und zy = zz, dann gilt y = z.
BEWEIS. Aufgabe. O
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(IV) Die Anordnungs-Axiome: In R sind gewisse Elemente als positiv
ausgezeichnet (Schreibweise x > 0), sodass folgende Axiome erfiillt sind.

(Anord;) Fiir jedes x € R gilt genau eine der drei Beziehungen
x>0 oder x =0 oder —a > 0.

(Anords) Wenn > 0 und y > 0, dann gilt x +y > 0 und z -y > 0 (Summe
und Produkt positiver Elemente sind wieder positiv).

DEFINITION 1.4.8. Fiir reelle Zahlen z,y definiert man
r>y&sx—y >0,
y<zxsSx>y,
r<0& (—x) >0,
x>y x>y oder z =y,

r<y<sx<yoderz=y.

SATz 1.4.9. Seien x,y,z,w € R. Es gelten:

(

(

(iii) Wenn x,y <0, dann gilt xy > 0.

(iv) Wenn x >0 und y < 0, dann gilt zy < 0.

(v) Wenn x # 0, dann gilt > > 0.

(vi) Wenn x > 0, dann gilt L > 0.

(vii) Wenn x <y und y < z, dann gilt © < z.

(viii) Wenn x <y und z € R, dann gilt x + z < y + z.
(ix) Wenn x <y und z > 0, dann gilt xz < yz.

() Wenn x <y und z <0, dann gilt vz > yz.

(
(

xi) Wenn x <y und z,y > 0, dann gilt i < %

xii) Wenn xy = 0, dann gilt © = 0 oder y = 0.

BEWEIS. Aufgabe. O



1.4. DIE REELLEN ZAHLEN

DEFINITION 1.4.10. Sei die Abbildung |.| : R — R, definiert durch
x|z,

wobei

] = z ,x2>0
|l —z ,z2<0

ist der Absolut-Betrag von .

SATZ 1.4.11. Seien x,y € R. Es gelten:
i) |z| = max{z, —z}.
i) |z| > 0.

i) x < |x| und —x < |x|.

v) |z =02 =0.
vi) |zy| = |zllyl.
)

vii) |z|? = 2.

(
(
(
(i) |z = | — 2|
(
(
(
(viii) [Dreiecks-Ungleichung| |z + y| < |x| + |y|.
Bewers. (vi) Es gilt

ley| = zy ,axy>0&x,y>0oderz,y <0
= —(zy) ,2zy<0&z>0&y<0]oder [z<0&y>0]

und
Ty ,x>0& 1y >0
) -y ,x>0&y<0
[yl = —xy ,x<0&y>0

(—x)(—y)=zy ,z<0&y<O.
(vii) Es gilt
>
jz|* = ! 2 _ .2 =
(—x)* =2 ,x<0.

(viii) Aus (iii) folgt = < |z| und y < |y|. Es gilt
z+y < |z +yl.
Aus (iii) folgt —z < |z| und —y < |y|. Es gilt
(=) +(=y) = —(z +y) < |z + |y].
Aus (i) folgt [z +y| = max{z +y, —(z +y)} < [z]+ |y|.

17
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Das Archimedische Axiom (Arch): Zu je zwei reellen Zahlen z,y > 0
existiert eine natiirliche Zahl n mit nx > y

(Arch) Yz yeR <[9: >0& y > 0] = Fpen(na > y)>

COROLLAR 1.4.12. Zu jeder reellen Zahl x gibt es eine natirliche Zahl
n, sodass gilt x <n & —n <.

BeEweis. (i) Wenn z = 0, dann nehmen wir n = 1.
(ii) Wenn x > 0, dann folgt aus (Arch) fiir x und 1, dass es n € N gibt mit
n >z, also gilt —n <0< x<n.
(iii) Wenn < 0, dann gilt —z > 0. Aus (ii) folgt —z <n & —n < (—x),
fireinn e N. Alsogilt r <n & —n<uz. (]
COROLLAR 1.4.13. Zu jedem € > 0 existiert eine natirliche Zahl n > 0
mit )

— < €.
n

BEwEIS. Wenn ¢ > 0, dann gilt % > 0. Nach Corollar 1.4.12 existiert
ein n € N mit n > % Daher folgt % <e. O

1.5. Folgen reeller Zahlen

DEFINITION 1.5.1. Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine
Abbildung « : N = R. Jedem n € N ist also ein

ap :=a(n) R
zugeordnet. Man schreibt hierfiir
(n)nen, oder (an)il, oder (ag,oq,aqsas,...).
BEISPIEL 1.5.2. (i) Sei z € R, und sei a : N — R, definiert durch
an = x,
fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge
(x,x,x,...).

(ii) Sei f: N — R, definiert durch
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fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

(L11)
(iii) Sei v : N — R, definiert durch
= (="
fiir alle n € N. Man erhélt die Folge
(1,-1,1,-1,1,-1,1,...).
(iv) Sei 0 : N — R, definiert durch

fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

123
<0,2,3,4,...>.

(v) Sei ¢ : N — R, definiert durch

fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

O1 2 13 34 1
274 2793 8924 4

(vi) Die Folge der Fibonacci-Zahlen Fib : N — R ist definiert durch

0 ,n=0
Fib, :=<{ 1 ,n=1
Fib,_1 + Fiby,_o , n > 2.

Man erhélt die Folge
(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).
(vii) Sei z € R, und sei 7 : N — R, definiert durch
N =1z",
fiir alle n € N. Man erhélt die Folge

(1,$,ZL‘2,ZE3,$4, . )
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DEFINITION 1.5.3. Sei a : N — R eine Folge reeller Zahlen. Die Folge
heisst konvergent gegen x € R, falls gilt:

Zu jedem e > 0 existiert ein N, € N, sodass gilt |a,, — x| < ¢, fiir alle n € N
mit n > N,

Ves0IN.enVns . (Jan — 2| < ).

Konvergiert (a,)nen gegen x, so nennt man = den Grenzenwert oder den
Limes der Folge und schreibt

n . .
ap — x, oder lim «p =z, oder lima, =x.
n—o0

Fiir ¢ > 0 versteht man unter der e- Umgebung von x € R die Menge aller
Punkte der Zahlengeraden, die von = einen Abstand kleiner als £ haben.
Dies ist das Interval

(z—c,o+e)={yeR|z—e<y<az+e}.

Die Konvergenz-Bedingung lésst sich nun so formulieren: Zu jedem € > 0
existiert ein N; € N, sodass gilt

ap € (r—¢g,x+¢),
fir alle n > N..

DEFINITION 1.5.4. Eine folge (ay,)nen reeller Zahlen, die nicht konver-
giert, heisst divergent. Eine folge (a,)nen reeller Zahlen heisst beschrinkt,
wenn es eine Konstante M > 0 gibt, sodass gilt

’Oén| S M7
fiir alle n € N.

SATz 1.5.5. Jede konvergente Folge (o, )nen ist beschrankt.

BEWEIS. Sei a,, — z. Dann gibt es ein N € N, sodass gilt
V>N, (]an —z| < 1).
Daraus folgt
lon| = |an — x4+ 2| <oy — x|+ |z| < 14 |z,
fiir alle n > Ny. Wir setzen
M = max {|aol, ..., |an, 1], 1+ |z}
Damit gilt |a,| < M, fiir alle n € N. O



1.5. FOLGEN REELLER ZAHLEN 21

Behandlung des Beispiels 1.5.2:
(i) Die konstante Folge (z,x,z,...) konvergiert gegen x: Sei ¢ > 0. Wir
setzen N, = 0. Es gilt
Vnso(lom — 2| =z — 2| =0 < ¢).
(ii) B, —= 0: Sei ¢ > 0. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es ein
N. € N* mit
1
— <&
N, =€
Damit ist

n+1 E
(iii) Die Folge (n)nen divergiert (Aufgabe).

1 1
Vn>N.—1 (!ﬁn - 0| =18n] = < < 5).

(iv) 6, — 1: Es gilt

&

n_ n(n+1)‘_ -1 ’_
n—+1 n+1 n+1
fiir alle n > N, wobei N € Nt mit N > 1.

(V) ¢ == 0 (Aufgabe).

(vi) Die Folge (Fiby,)nen divergiert (Aufgabe).

1] 1 _
n+1| n+1

(vii) Das Konvergenzverhalten der Folge (z"),en hidngt vom Wert von z
ab. Wir unterscheiden vier Fille.

(a) Fiir |z| < 1 gilt 2™ % 0 (Aufgabe).
(b)
(c) Fiir x = —1 divergiert die Folge (z™) (Beispiel (iii)).
d)

(d) Fiir || > 1 divergiert die Folge (z"), weil die Folge (z") unbeschrénkt
ist (Aufgabe).

Fiir = 1 ist 2™ = 1 fiir alle n € N, also 2" — 1.

SATZ 1.5.6. Seien (ap)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und \,xz,y €
R. Seien die Folgen reeller Zahlen
(@ + B)nen, (- B)nen; (A)nen,
definiert durch
(@ + B)n = an + Bn,
(- B)n =+ Bn,
(@), = Ay,
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fir alle n € N. Wenn 3, # 0, fir alle n € N, sei die Folge reeller Zahlen
(5)
B nGN’
(1) _1
B)n  Bn

fiir alle n € N. Wenn o, — x und B, — y, dann gilt das folgende:
(@) (a+B)n -z +y.

(id) (@ B)n — - .

(1i1) (Aa)p — M.

(iv) Wenn y # 0, dann gibt es ng € N, sodass gilt B, # 0, fir alle n > ny,

und
<1> 1
B) ning y’

(“) nz
B ) ntng Y

BEWEIS. Nach Definition 1.5.3

definiert durch

und

\V/5>OE|N§‘€NVTLZN§‘ (|an - l’| < 5)'
VE>OHN£€NV7L2N£ (‘Bn - y| < 6)'
(i) Nach der Driecks-Ungleichung gilt:
[(@+B)n = (2 +y)| = lan + Bn —z =y
= [(an = =) + (Bn = )|
< lom — )|+ [Bn — v

cE.€
2 2
:E’

fiir alle n > N&T° = max{Ng, Ng}
(ii) Sei M > 0 eine Schranke von «a. Es gilt
(- B)n — xy| = |anfn — xy]
= [omfn — any + any — zy|
= [(nfn = any) + (any — zy)|
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S |an(5n - y)‘ + ‘(an - x)y\
= |an||Bn — y| + |an — z||y|
< M|By =yl + |an — z]]y|

3 £
< M— +
Y RNT(TESY
~E4c
2 2

= 67

fiir alle n > N&P = max{Ni,Na c
o’ A
(iii) Aufgabe.
(iv) Weil 8, = y gilt
8 vl < 2,

fir allen > ng =N ﬁl‘ . Also fiir jedes n > ng gilt
2

Nach Blatt 3, Aufgabe 3(iii) gilt
|z =yl = ||z = |yl = || - [y].
Also fiir jedes n > ng gilt

‘/Bn| = ’y_ (y_ﬁn)’
> |lyl = 18n — yl|
>yl —18n—y
Zlyl—‘g’

_ vl
2
> 0.

Dariiber hinaus es gilt

(0o
B), vyl |Bn vy
y_/Bn

23
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fiir alle n > max{ny, Nf‘%‘Q}

Die Konvergenz

1
|Bnlly]

1Bn — ¥l

< 21<€|y!2)
lyl lyl \ 2

:€7

(), ™
/B n+no

folgt aus (ii) und die Konvergenz (

< |

T
Y
1 n
/3> -
n+ng

BEISPIEL 1.5.7. (i) Wir betrachten als Beispiel die Folge

Qp

Fiir n > 0 kann man schreiben

_4n2+14n
 on2—2 "’

n € N.

_ nP(4+14L) 4+ 141

Qp

Es gilt % 50, also gilt % = %% —5 0 und 14%
gilt
Ol 4.
(ii) Sei die Folge
4n? + 14n
Bn = 39 N.
Fiir n > 0 kann man schreiben
n?(4 + 141

Con2(1-25%)  1-2%7

n

—

Bn:

11
nn

Es gilt % 50, also gilt % = %
gilt

4+142
1-2%

und 8, — 0.

)_1
13) n

— 0 und 141

— 4,

n

0, —2-% -5 0. Also

1
1<4+14n>.
1-2%

50, —2-% 5 0. Also
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(iii) Sei die Folge
4n3 + 14n
771 - n2 - 2
Fiir n > 0 kann man schreiben
Cnf(4+14) <4 + 14T}2>
T ety T 12

, néeN.

Es gilt 2 — 0, also gilt 5 =11 2 0 und 145 5 0, =25 5 0. Also
gilt
4+14%
1-2%
und v, — +oo d.h. v ist divergent.

SAaTz 1.5.8. Seien (apn)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und seien
z,y € R. Angenommen oy, — x, B — y, und

apn < By,

fiir alle n € N. Dann gilt auch x < y.

BEWEIS. Sei ¢ =z —y > 0. Fiir alle n > N¢ gilt
2

€ € € € €
oy, —z| < - ——<ap—zr<-Sr—-<a,<z+ -,

2 2 2 2 2
also gilt
(67 >x—x;: Ty
" 2 2
Fir alle n > N? gilt
2
g g g 3 g
Bo—yl <5 & 5 <b-y<geoy-—5<bu<yty,
also gilt
-y T+y
< _—
Somit gilt fiir alle n > max { N¢, NP}
2 2
Bn < x;y < ap,

ein Widerspruch. Also gilt = < y. O
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1.6. Das Vollstédndigkeits- Axiom

Mithilfe der bisher behandelten Axiome ldsst sich nicht die Existenz
von Irrationalzahlen beweisen, denn all diese Axiome (I), (II), (III) und
(IV) gelten auch in Q. Es ist ein weiteres Axiom nétig, das sogenannte
Vollstéindigkeits-Axiom.

Eine charakteristische Eigenschaft konvergenter Folgen, die formuliert
werden kann, ohne den Grenzwert der Folge zu nehmen, wurde von Cauchy
entdeckt.

DEFINITION 1.6.1. Eine Folge (au, )nen reeller Zahlen heifit Cauchy-Folge,
wenn gilt:
Zu jedem € > 0 existiert ein C. € Nt sodass gilt

lay, — am| < g, fiir alle n,m > C.

d.h.
Ves03c,en+ Vnm>c. (Jan — am| < ).

Eine Folge ist eine Cauchy-Folge, wenn die Folgenglieder untereinander
beliebig wenig abweichen, falls nur die Indizes geniigend grof3 sind.

SATZ 1.6.2. Sei (ap)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen. Dann ist
(an)nen eine Cauchy-Folge.

BEWEIS. Sei z € R, sodass gilt o, — . Es gilt
e €
lay, — | = oy — 2+ & — g S\an—$|+|x—am|<§+§:€,
fiir alle n,mZN% =C.. O

Die Umkehrung von Satz 1.6.2 formulieren wir nun als Axiom.

Vollstindigkeits-Axiom (VA): In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Nun beweisen wir als Anwendung des Vollsténdigkeits-Axioms die Existenz
der Wurzeln positiver reeller Zahlen.

THEOREM 1.6.3. Seien a,b € R mit a > 0 und b > 0. Sei (n)nen
definiert durch

Dann gilt:
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(1) an, > 0, fiir alle n € N.
(ii) a2 > a, fiir allen > 1.
(111) ant1 < ap, fir allen > 1.
(

iv) Sei (Bn)nen+ definiert durch

Dann gilt:

(a) B2 < a, fir allen > 1,

(b) Bn < amm, fir alle n,m > 1, and
(c)

an — Bp <

21171 (Oé]_ - /81)7

fiir alle n > 1.
(v) Die Folge (aun)nen ist eine Cauchy-Folge.

(vi) Sei z € R mit a, s x. Es gilt > 0 und 2 = a.

BEWEIS. (i) Man nutzt das Induktionsprinzip IND.

(ii) Es gﬂt
o, —a=—-|« + —a>0
" 4 n-l Qp—1 .

(iii) Aus (i) und (ii) folgt
Qp — Qnt1 > 0.
(iv)-(vi) Aufgabe. O
Sei die Folge (o )nen definiert durch

aozl,

1 2
n

Nach dem Theorem 1.6.3 folgt
a5 V2.
Mithilfe des Induktionsprinzips IND kann man zeigen
Vnen (Oén € Q)

d.h. die Menge der rationalen Zahlen Q erfiillt nicht das Vollstédndigkeits-
Axiom.
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THEOREM 1.6.4. Sei k € N mit k > 2, und seien a,b € R mit a > 0 und
b > 0. Sei (an)nen definiert durch
Qp = b,
1 a

n

Es gelten:
(i) ap, > 0, fiir alle n € N.
(v) Die Folge (aun)nen ist eine Cauchy-Folge.
(vi) Wenn z € R mit oy, — x, dann gilt x > 0 und z* = a.

DEFINITION 1.6.5. Die Menge I der irrationalen Zahlen ist definiert
durch

I={zeR|z¢Q}

d.h. I ist das Komplement von Q in R.

Es gilt v2,v3 € L.

1.7. Unendliche Reihen

DEFINITION 1.7.1. Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Folge der
Partialsummen (o, )nen der Folge (o )nen ist definiert durch

n
an:Zak:ag+a1+...+an,
k=0

fiir alle n € N. Wenn (0, )nen gegen x € R konvergiert, dann schreiben wir

o
z = lim O'n:E Q-
n——oo
n=0

Wenn (0,,)nen konvergiert, dann schreiben wir

oo
Z ay, € R
n=0

Wenn (0, )nen divergent ist, dann schreiben wir

i ap, ¢ R.
n=0
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BEISPIEL 1.7.2. Sei «y, = 0, fiir alle n € N. Die Folge (0y,)nen der
Partialsummen der Folge (o, )nen hat die Glieder

n
an:Zak:0+O+...+O:0.
k=0
Es gilt

[o.¢]
Zanzo.
n=0

BEISPIEL 1.7.3. Sei z # 0, und sei oy, = z, fiir alle n € N. Die Folge
(0n)nen der Partialsummen der Folge (o, )nen hat die Glieder

n
Jn:Zak:x+w+...+x:(n+1)x.
k=0

Nach dem Archidemishen-Axiom ist die Folge (oy,)nen unbeschrinkt, und

ian ¢ R.
n=0

Sei n > m. Es gilt

m

e (o) (£

k=0
=(m+o+...+am+amp+...an) — (@0 +o1+... 4 am)
=0mt1 T+ ...t oy
n
= Z ag.
k=m+1

Daruber hinaus gilt

e (§0) - (E)

k=0 k=0
=(w+ar+...+ap1+an) = (ag+ar+... +an1)
= Qip.

Ubrigens lisst sich jede Folge (an)nen auch als Reihe darstellen, denn
es gilt

an = ag + (a1 — ) + (0 — 1) + ... 4 (an — an1)
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n
= qqp + Z(Oék — Ozkfl)
=1

e
=g+ ) (a1 — ).
k=0

Fine solche Darstellung, in der sich zwei aufeinander folgende terme immer
zur Hélfte wegkiirzen, nenn man auch Telescop-Summe.

SATz 1.7.4. Seien (Yn)nen, (an)nen Folgen reeller Zahlen, sodass gilt

Ve = Ok — Qg—1,

fir alle k > 1, und lim,,__, oy, = x, wobei x € R. Dann gilt

oo
§ Tn = T — Q.
n=1

BeEwEIs. Es gilt

k=1 k=1
Also gilt
[o.¢] n
> = Jim (o)
n=1 k=1

= lim (an—ao)

n—-ao0
= lim «a, — lim ag
n—-ao0 n—aoo
=T — Q. U

BEISPIEL 1.7.5. Sei die unendliche Reihe

oo

1
;n(n—kl)'
Es gilt
1 k k—1
TR+ D) R+l & RT L
wobei

n
n+1

oy = , neN.
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Es gilt ag = 0 und x = lim,,—, o, o, = 1. Deshalb gilt

1
Zm:1—0:1.

n=1

SATZ 1.7.6. Seien (an)nen, (Bn)nen Folgen reeller Zahlen, und seien

A€ R Wenn
Z%GR & ZﬁneR,
dann gilt " =
Z ()\an + ,uﬁn) eR, und
n=0
Z ()\an +:u5n) = A(Z@n> +N<Zﬂn)
n=0 n=0 n=0

BEWEIS. Seien die Folgen

n
Un:Zak; n €N,
k=0

n
T = Zﬁk, n € N.
k=0

Es gelten
[e.e]
ZanER@ lim o, ==,
n—-ao0
n=0
oo
Y BneRe lim 7, =y,
=0 n—-o0

wobei x,y € R. Sei die Folge
Xn = Aop + umy;  neN
Aus dem Satz 1.5.6 folgt

o0

5 G + ) =l
n=0
— nli_1>noo [Aon + 7]
=\ lim o,+u lim 7,
n—o0 n—ao0

=T+ py
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:A(Zan>+ﬂ<25n> 0

n=0
BeispieL 1.7.7. Es gilt

;nnﬂ _5<z::nl+1)>—5-1:5.

SATz 1.7.8 (Unendliche geometrische Reihe). Sei x € R mit |z| < 1. Es
qgilt

ix” eR & ix” =
n=0 n=0

BEWEIS. Sei n € N. Es gilt

(1 —a:)< nox’f) =1—z"tL

Ed

Wegen x # 1 gilt

3

g 2k = L—a" H.
1—=x
k=0

Es gilt |z| < 1, also (Aufgabe 4(ii)(a), Blatt 3) lim,, . 2" = 0, und
Zaz" = lim o,
— n—aoo
1 — gntl
— lim [}
n—>00 1—=x
limy, oo [T — 2™

lim,,— 00 (1 — )

1 —lim,,— oo 2" T1

1—=x

1—x
BeispieL 1.7.9. Es gilt

[ee]
1
D5 =1

n=1
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Nach dem Satz 1.7.8 gilt
1
=2,

oo 1 oo 1 n
ZQTL:Z(Q> —1_1
n=0 n=0 2

und N -
1 1 1
2:< ) +22—n:1+22—n.
n=1 n=1

2

1.8. Konvergenzkriterien fiir Reihen

SATZ 1.8.1 (Cauchysches-Konvergenz-Kriterium). Sei (o), eine Folge

reeller Zahlen. Die Reihe . an, konvergiert genau dann, wenn gilt
n
S < 5>.

k=m+1

v£>OE]CE€NVnzmzCE <
BEWEIS. Nach dem Satz 1.6.2 und nach dem Vollstandihkeits-Axiom
konvergiert die Folge (0,), genau dann, wenn gilt “fiir alle ¢ > 0 gibt es

n

>

k=m+1

C: € N, sodass gilt
<e,

o0 — om| =

fir alle n > m > C.”.
SaTz 1.8.2 (Divergenz-Kriterium). Sei (o), eine Folge reeller Zahlen.
Wenn die Reihe Z;’LOZO an, konvergiert, dann gilt lim,__ oy, = 0.
BEWEIS. Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium gilt
n
= || < 8). O

> o

k=n—1

Veso0dc.enVn>c.+1 (

BEISPIEL 1.8.3. Wenn z # 0, dann gilt
o0
Z x ¢ R,
n=0

weil die konstante Folge x nicht gegen 0 konvergiert.

Die Umkehrung des Satzes 1.8.2 gilt nicht: Es gilt
1 1
g — =00, aber lim — =0.
n—oo n

n
n=1
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DEFINITION 1.8.4. Sei (a)nen eine Folge reeller Zahlen. Die Reihe
Y om0 heiBt absolut konvergent, falls

o
> lan| €R.
n=0

SATZ 1.8.5. Sei (a)nen eine Folge reeller Zahlen. Es gilt

o0 o0
> lonl €R = Y on R
n=0 n=0

BEWEIS. Aufgabe. O

SATZ 1.8.6 (Majoranten-Kriterium). Seien (an)nen und (Bn)nen Folgen
reeller Zahlen mit

anN(|Oén| < Bn)y und Zﬁn €R.
n=0
Es gilt

o
> lan| €R.
n=0

BEWEIS. Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium gilt

<¢)

> b

k=m+1

n

> B

k=m+1

Ve>030sennzm>cf <

Sei €11 = OF. Fiwr alle n > m > O gilt

ol < ) B <

k=m+1 k=m+1

<e.

Nach dem Cauchysches-Konvergenz-Kriterium es gilt > > || € R O

Zum Beispiel gilt (Aufgabe)

o0

1
Y —€eR  k>2
n
n=1
SATZ 1.8.7 (Quotienten-Kriterium). Sei (o, )nen eine Folge reeller Zah-
len mit o, # 0, fiir alle n > ng. Sei 8 € R mit
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(1) 0< 0 <1, und
(4) fir alle n > ng gilt

Es gilt

BEWEIS. Weil

00 ng—1 0

> anl = > Jawl+ D Jaw,

n=0 k=0 k=ng
reicht es, folgendes zu zeigen:

[e.9]

> el €R.

k=mno
Ohne Verlust der Allgemeinheit, nehmen wir an «, # 0, fiir alle n € N.
Mithilfe des Induktionsprinzips IND folgt aus (ii) folgendes
Vneni(|anl < laolé").
Sei die Folge
Bn = lap|0"; neN.
Es gilt

Zﬂn = Z\aow” — \a()](ZH”) = \a0|119 eR.
n=0 n=0 n=0

Durch Verwenden des Majoranten-Kriteriums ergibt sich > °  |a,| € R.
(]






KAPITEL 2

Stetigkeit

2.1. Der Graph einer reellen Funktion

DEFINITION 2.1.1. Eine reelle Funktion ist eine Abbildung f : D — R,
wobei D eine Teilmenge von R ist. Der Graph Gr(f) von f ist die Menge

Gr(f) ={(z,y) e DxR |y = f(2)}.

Jede parallele Gerade zur y-Achse schneidet den Graphen einer Funktion
hochstens einmal.

BEISPIEL 2.1.2. Sei ¢ € R. Die konstante Funktion c ist die Funktion
fe: D — R, definiert durch f.(x) = ¢, fiir alle x € R. Wenn D = R, ist der
Graph von f,. eine horizontale Linie parallel zur z-Achse.

BEISPIEL 2.1.3. Die identische Abbildung idg : R — R ist definiert durch
x — x, fiir alle x € R. Sei die Funktion g : R — R, definiert durch g(x) = —=,
fiir alle z € R d.h. g = —idg. Der Graph von idg und der Graph von g sind
wie folgt:

g(z) = —x ™ idp(z) =2

g

BEeISpIEL 2.1.4. Die Betragsfunktion |.| : R — R ist definiert durch
x +— |z|, fiir alle z € R. Der Graph von |.| ist wie folgt:

37
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J\y

v

BEISPIEL 2.1.5. Die quadratische Funktion sq : R — R ist definiert
durch sq(z) = 22, fiir alle z € R. Der Graph von sq ist die folgende Kurve:

)
sq(z) = 22
3 4
2 4
1 4
¢ x
-3 -2 -1 1 2 3

BEISPIEL 2.1.6. Die Quadratwurzelfunktion Vv R* — R ist definiert

durch /(z) = V/z, fiir alle + € R*. Der Graph von |/ ist die folgende
Kurve:

V=

BEISPIEL 2.1.7. Die Dirichlet-Funktion Dir : R — R ist definiert durch

. 1 ,2€Q
Dir(x) ::{ 0 zel
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BEISPIEL 2.1.8. Die floor-Funktion |.] : R — R ist definiert durch x
|x], fiir alle x € R, wobei |z] ist die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit

lz] <x<|z|+1.

Der Graph von |.] ist wie folgt:

DEFINITION 2.1.9. Sei D C R, und seien f,g: D — R und A € R. Seien
die Funktionen f + g, Af, f-g: D — R, definiert duech

(f +9)(@) = f(z) + (),
(Af)(@) = Af(x),
(f-9)(x) = f(z) - g(),

fir alle z € D. Sei
D, ={x € D| g(x) #0}.
Die Funktion £ : Dy — R, ist definiert durch

(-5

Der Graph von —f ergibt sich als Spiegelung des Graphen von f an der
x-Achse.

fiir alle z € D;.
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BEISPIEL 2.1.10. Die Funktion & : R* — R, wobei R* = {z € R | « #
0}, ist definiert durch

1 1
(o2
sq x
BEIsPIEL 2.1.11. Eine Polynomfunktion p : R — R ist definiert durch,
n
b=y anidk
k=0

= apid} + aiidg + ... a,id}

= ag + a1idgr + agidﬁ + ...+ anidﬁ,

fiir alle x € R*.

wobei ag, a1,...,a, € R die Koeffizienten von p sind. Wenn a, # 0, dann
ist n der Grad von p. Sei x € R. Es gilt

p(a) = (;)kd{fg) (x)

= (ap + aridg + a2id3 + ... + a,idg) (z)

=ag+ a1z + ayz® + ... + apz™.

Die identische Abbildung idr ist eine Polynomfunktion ersten Grades mit
Koeffizienten ag = 0 und a; = 1. Die quadratische Funktion sq(z) = 22 ist
eine Polynomfunktion zweiten Grades mit Koeffizienten a9 = a; = 0 und
as = 1.

BEISPIEL 2.1.12. Seien die Polynomfunktionen

n m
D= Z apidf & gq= Z byidf.
k=0 k=0
Die rationale Funktion R, : D>q" — R ist definiert durch

Rpg(r) = Zgg

) (Shomidk ) o)
(Sromiet )
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ap + a1z + asx® + ...+ apz™

by + bz + bz + ..+ bya™

wobei
Dp ={x € R|by+bix+ by’ + ...+ bpz™ # 0}.

DEFINITION 2.1.13. Seien D, E C R und seien f: D - R und g: F —

R, sodass gilt
In(f) = {f(z) | = € D} C E.
Die Komposition go f : D — R von f und g ist definiert, fiir alle x € D,
durch
(g0 f)(@)=g(f(x))

BEISPIEL 2.1.14. Sei sq(x) = 2. Es gilt (y/°sq)(z) = V(sq(z)) =
Va2 = |z

sq v
R R+ R.

\_/
vosa=|

Seien ¢ > 0, f: D — R und seien die Funktionen f}, f*.,¢5,9*.: D = R
werden definiert durch

fix)=f(x)+¢ x€D,

flel@)=f(x) —¢ xeD,

ge(x) = flx+c); zeD,

g ()= f(x—¢); xz€D.
Dann ergibt sich der Graph von fF (f*,) aus dem Graphen von f indem er
parallel zur y-Achse nach oben (unten) um ¢ verschoben wird. Der Graph
von g¥ (g*,) ergibt sich aus dem Graphen von f indem er parallel zur -
Achse nach links (rechts) um ¢ verschoben wird.

Jede parallele Gerade zur x-Achse schneidet den Graphen einer Injektion

hochstens einmal und jede parallele zur z-Achse schneidet den Graphen einer
Surjektion mindestens einmal.
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2.2. Grenzwerte

DEFINITION 2.2.1. Seien D C R, f: D — R, und zg,! € R. Sei
F(N) = {a: N — R}.

(i) Sei D(xo) die Menge aller Folgen reeller Zahlen in D die gegen xo kon-
vergieren d.h.

D(zp) = {a € F(N) | Vpen(an € D) & l£>n an = T}

n

Sei D(xg) eine nicht-leere Menge ist, dann heifit zo ein Berihrpunkt von D
und wir definieren

lim f(z) =1 YaeD(z) <nlim flan) = l)

T—T0 — 0

d.h.

[nhllgoo On = x[)] = [nhl>noof(an) - 1]7

fiir alle Folgen (o, )nen reeller Zahlen in D.
(ii) Sei die Menge
DY (z0) = {a € F(N) | Vpen(an € D & oy > 70) & lim oy, = z0}.
n—aoo

Sei D" (xg) eine nicht-leere Menge. Wir definieren
Jm ) =15 Yoeeay (,Jim_fa=1).

(iii) Sei die Menge
D™ (z9) ={a € F(N) | Vpen(an € D & a, < 20) & hll)l Qap = To}

Sei D™ (xg) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

lim f(z)=1:& VQGD($O)< lim f(ay) = l).

z—xy n—7>oo

(iv) Sei D nach oben unbeschrdnkt d.h.

vnENaxGD(l‘ > n)
Sei die Menge
D(+00) = {a € F(N) | Vpen(ay € D) & lim o, = +o0},

n
wobei

lim o, =400 & Vy>odnenVn>nN (an > M)
n—~oo
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Sei D(+0o0) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

acgn—il—oo (@) =1:9 Y(a,),eneD(+00) <nh_l)noo flanm) = l).
(v) Sei D nach unten unbeschrinkt d.h.
VnenTzen(z < —n).
Sei die Menge
D(—0) = {(an)neny € F(N,R) | Vpen(an, € D) & lim «y, = —00},

n—oo
wobel

lim Qyp = —00 <= VM>OE|NENVn2N (Ozn < —M).
n—>00

Sei D(—o0) eine nicht-leere Menge. Wir definieren

xin_loo f(@) =1:% Y (a,),cneD(—o0) <nh_1>noo flan) = l>.

Wenn zg € D, dann ist zg ein Beriihrpunkt von D, weil die konstante
Folge xg zur D(zp) gehort.

BEISPIEL 2.2.2. Sei die floor-Funktion |.].

Y
2 ——o
1 ——o

D—HO

-2-10 1 27

o——o- 2

Es gilt
lim [z|]=0 & lim [z|=-1;

z—07F z—0~
Wenn (v, )neny € R1(0), dann gilt o, > 0, fiir alle n € N. Weil lim,, 00 ayy =
0, gibt es ng € N, sodass gilt «,, € (0, 1], fiir alle n > ng. Also gilt |, | =0,
fiir alle n > ng, und

lim |ap] = lim 0=0.
n—a=oo n—m->ao0

Wenn (o, )neny € R7(0), dann gilt o, < 0, fiir alle n € N. Weil lim,,—, o0 oy =
0, gibt es ny € N, sodass gilt a,, € (—1,0], fiir alle n > ngy. Also gilt
|, | = —1, fiir alle n > ng, und

lim |a,|= lim —1=-—1.
n—-ao0 n—-~oQ
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2.3. Stetigkeit

DEFINITION 2.3.1. Seien D eine Teilmenge von R und zy € D (also gilt
D(zg) # 0). Die Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt x, falls

lim f(x) = f(zo)

T—rT

Die Funktion f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Nach Definition 2.2.1 ist eine Funktion f : D — R stetig im Punkt
xg € D genau dann, wenn

L“ﬂw 0 = 960] = [nhglwf<an> = f(a0)].

fiir alle Folgen (o, )nen reeller Zahlen in D.

BEISPIEL 2.3.2. Die konstante Funktion f.: R — R, definiert durch
fe(z) = ¢, fir jedes z € R, wobei ¢ € R, ist eine iiberall stetige Funktion.
Seien (au,)nen eine Folge reeller Zahlen und zp € R mit lim,— o o, = .
Es gilt

witf folom) = it o= felao).

BEISPIEL 2.3.3. Die identische Abbildung idg: R — R, definiert durch
idg(z) = z, fiir jedes x € R, ist eine iiberall stetige Funktion. Sei (ay,)nen
eine Folge reeller Zahlen und zg € R mit lim,,_ , o, = x¢. Es gilt

lim idg(ay,) = lim @, = x¢ = idgr(z0).

BEISPIEL 2.3.4. Sei RT = {z € R | z > 0}. Die Funktion Vi Rt — RT,
definiert durch | /(z) = /z, fiir jedes z € R ist stetig in R. Zuerst zeigen
wir, dass die Funktion |/ stetig im 2o = 0 ist. Sei (atn)nen eine Folge reeller
Zahlen in R mit lim,,_ o oy, = 0, d.h.

VesoIneennzne (Jan — 0] = |an| = ar < ).
Wir zeigen, dass lim,,_oo /o, = V0 =0, d.h.
v5>03NﬁeanzNﬁ(|‘/a” — 0] = [Van| = Va, <e).
Sei € > 0. Also gilt €2 > 0. Sei n > NG = Q/a Es gilt
a, < &2 e Ja, <.

Seien xop > 0 und (ay, )pen eine Folge reeller Zahlen in RT mit lim, o0 oy =

o, d.h.
Ves03NaenYn>Na (|an — 20| < €).
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Wir zeigen, dass lim,,_~ /o, = /g, d.h.
v5>03N!EeNVn2Nﬁ(“/O‘” — Vol < ¢).

Sein > N, __ = NY°. Es gilt

ev/Zo
e vl = e vl )
_ <|@_\/$—0||\/@+x/970|>m
:<|(@—¢%)(@+m)|>m
_ (67 2 x ’ 1
= (e - o)

- <|an - 330|> W

1
<e | Vrgr—V/—/—m———
( [v/an + /Zo >
<e-1
=e.
Die in Beispiel 2.1.7 definierte Dirichletsche Funktion ist in keinem Punkt
x € R stetig (Blatt 7, Aufgabe 4).
SATZ 2.3.5. Seien D CR, xg € D, f,g: D — R, und A € R.
(I) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig im Punkt x.

(i) Dann sind auch die Funktionen f+g,\f, f-g: D — R (Definition 2.1.9)
im Punkt xg stetig.

(ii) Ist g(zo) # 0 & x0 € Dy, so ist auch die Funktion g : Dy — R in xg
stetig. Dabei ist Dy = {z € D | g(z) # 0}.

(II)(i) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig in D. Dann sind auch
die Funktionen f+ g, \f,f-g: D — R in D stetig.

(ii) Angenommen die Funktionen f,g sind stetig in Dg. Dann ist die Funk-
tion 5 : Dy — R in Dy stetig.

BewEeIs. (I)(i) Sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen in D, sodass gilt
lim,,— o0 @, = xg. Nach dem Satz 1.5.6 gelten

nhl{loo (f + 9) (ap) = n@m [f(an) + g(an)}
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46
— lim_flan)+ lm_gla)
= f(zo) + g(20)
= (f+9)(=0),
und
im (Af)(an) = lim Af(an) = A lim_fa) = M (o) = (M) (o),
und
T (f-g)(an) = Tm_[f(an)- glan)]
— lm_flan)- lim_g(a)
= f(@o) - g(z0)
= (f-9)(x0).
(D)(ii) Sei (Bn)nen eine Folge reeller Zahlen in Dj mit limy, o0 Bn = 0.
Nach Satz 1.5.6 gilt
. . Bn limy,,—oo f(Bn xo
i (F) 0 = i S0 = ==l = g = (4 ) e

(IT)(i) folgt aus (I)(i) und (II)(ii) folgt aus (I)(ii).
COROLLAR, 2.3.6. Alle Polynomfunktionen und alle rationalen Funktio-

nen sind stetig in threm Definitionsbereich.
BeEwEIS. Aus Satz 2.3.5(II)(i) folgt, dass eine Polynomfunktion

n
p= Z apidk
k=0
stetig ist. Aus Satz 2.3.5(II)(ii) folgt, dass eine rationale Funktion R,

Dy — R, definiert durch

p(x)
R, (x) = —%
pQ( ) q(m)
(Shoaidt )@
(Ziobidt ) @)
wobei
D;:{$€R|b0+b1$+b2$2+...+bmxm7é0}

auch stetig ist.
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SATZ 2.3.7 (Komposition stetiger Funktionen). Seien D, E C R, zy € D
und yo € E, und seien f: D — R und g : E — R Funktionen mit

In(f) = {f(z) |z € D} C E.

(2) Die Funktion f seiin xo und g inyo = f(xo) stetig. Dann ist die Funktion
go f:D — R stetig in x.
(ii) Die Funktion f sei in D und g in E stetig. Dann ist die Funktion
go f:D — R stetig in D.

BEWEIS. (i) Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen in D, sodass gilt
lim,,— o0 @y, = xg. Wegen der Stetigkeit von f in xq gilt

Jm flan) = f(@o) = yo-
Nach Voraussetzung gilt 8, = f(ay) € E, n € N, und
lim Bn = Yo.
n—-~oo
Da g in yq stetig ist, gilt
lim _g(8a) = g(vo)-

Deshalb folgt
lim (gof)(an) = lim g(f(an))

= lim _g(8,)
= 9(yo)
= g(f(x0))
= (g0 f) (o).
(ii) folgt aus (i). O

BEISPIEL 2.3.8. Die Funktion sq: R — R, wobei sq(z) = 22, fiir jedes
x € R ist stetig in R. Nach dem Beispiel 2.3.4 die Funktion |/ ist stetig in

RT. Dann ist auch die Funktion |.| = / © s9q stetig in R

sq v
vosa= ||

weil (,/ 0 sq)(z) = v/(sq(x)) = Va? = |a],
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2.4. Der Zwischenwertsatz

THEOREM 2.4.1 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b, und sei
f :[a,b] = R eine stetige Funktion in [a,b] mit f(a)f(b) < 0. Dann existiert
ein xg € [a,b] mit f(xo) = 0.

BEWEIs. Die Bedingung f(a)f(b) < 0 ist dquivalent zur Disjunktion
[f(a) <0 & f(b) >0] oder [f(a)>0& f(b)<0].

Die Aussage des Satzes ist anschaunlich klar. Sie bedarf aber natiirlich den-
noch eines Beweises, da eine Zeichnung kein Beweis ist.

Sei f(a) < 0 und f(b) > 0. Wir definieren induktiv eine Folge (ay)nen
und eine Folge (B, )nen, sodass gilt:

(1) [, Bo] 2 [, B1] 2 [a2, Ba] - .. 2 [avn, Br] 2 [ant1, Brt1] 2 -
(2) Bn —ap = b;—n“.

(3) f(an) <0, fiir jedes n € N.

(4) f(Bn) >0, fur jedes n € N.

Wir setzen oy = a und By = b. Sei das Intervall [, 5,,] bereits definiert.

Wir setzen
anTL,Bn 7wennf<an;ﬁn>§0

Qnpit1 = 2
Qap, , anderfalls
v (25 <o
ﬁn—i—l =
dn ; Fn , anderfalls

Offenbar sind die Eigenschaften (1) — (4) fiir n + 1 erfiillt. Wir zeigen, dass
die Folge (o, )nen eine Cauchy Folge ist. Es gilt

o + B Bn — an b—a ’f(an;'ﬁn)go

— (v = =
Apt1 — Op = 2 " 2 on+1

0 , anderfalls.
Also gilt
b—a
Opt1 — Op = |an+1 - an| < W’
Fiir n > m gilt

|04n - am| = |(04n - an—l) + (an—l - an—2) +...+ (Oém—l-l - Oém)‘
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<l|an — an—1| + |on—1 — an—2| + ... + |ms+1 — am
b—a b—a b—a

1 1 1
pu— b— )
( a)<2n+2n_1+ +2m>

fiie jedes n > m > C’EB , wobei nach dem Cauchuschen-Konvergenz-Kriterium
fiir die geometrische Reihe

L, = _
n=0 n:02n

gibt es cle N, sodass gilt

<e,

|
> o
k=m
fiir jedes n > m > CP. Die Folge (Bn)nen ist auch eine Cauchy Folge, weil

|Bn_ﬁm|:‘/Bn_an+an_am+am_ﬂm|
< |Bn — anl + lan — am| + lam — Bl
b—a b—a

Nach dem Vollstéindigkeitsaxiom gibt es z,y € R mit oy, — 2 und 8, — y.
Weil

n——oo n——oo
= lim (ﬁn — an)
n——oo
b—a
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gilt z = y. Weil [a, b] eine abgeschlossene Teilmenge von R ist, gilt x € [a, b]

(wenn z > b oder z < a, dann kann weder a, 5 2 noch 8, — x).
Aufgrund der Stetigkeit von f ist

lim fla) = lim_f(8,) = f(a)

Aus Satz 1.5.8 folgt
f(x)= lim f(ay) <0,

und
fla)= lim_f(B,) > 0.
Also gilt f(z) = 0. O

COROLLAR 2.4.2. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion in [a,b]. Sei ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b). Dann ezistiert
xo € [a,b] mit f(xg) = c.

BEWEIS. Sei die Funktion g : [a,b] — R definiert durch

g9(x) = f(z) —c,

fiir alle € [a,b]. Dann ist g stetig in [a,b] mit g(a) = f(a) — ¢ < 0 und
g(b) = f(b) — ¢ > 0. Nach Satz 2.4.1 existiert daher ein zg € [a, b] mit

g(xg) =0« f(zo) —c =0« f(zo) =c. O

COROLLAR 2.4.3. Seip: R — R eine Polynomfunktion ungeraden Gra-
des d.h. es gibt n € N mit
p(x) =ag + a1z + asx® + ... 4 agpz®® + 2t
fir alle x € R. Dann ezistiert ein xo € R mit p(z) = 0.

BEWEIS. Sei x # 0. Es gilt

a a a a
p(x)=:c2”“< e +...+;"+1).

x?n—i—l xQn xQn—l
Also gilt
Man kann also Stellen a,b € R mit a < 0 < b finden mit p(a) < 0 < p(b).
Deshalb gibt es ein zg € [a,b] C R mit p(zo) = 0. O

Bemerkung. Eine Polynomfunktion geraden Grades braucht keine reelle
Nullstelle zu besitzen, wie das Beispiel p(z) = 2% + 1 zeigt.
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Y
p(z) =22 +1

DEFINITION 2.4.4. Eine Funktion f : D — R heif3t beschrdnkt, wenn ein
M > 0 existiert, sodass gilt

Yoen(|f(2)] < M).

Sei f : D — R eine beschrénkte Funtion mit |f(x)| < M, fiir alle z € D.
Dann ist der Graph von f zwischen den horizontalen Linien y = M und
y=—-M.

Die stetige Funktion p : R — R definiert durch p(z) = 2% + 1, fiir alle
x € R, ist unbeschrankt.

THEOREM 2.4.5. Seien a,b € R mit a < b, und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktion in [a,b]. Dann ezistieren xo,x1 € [a,b] mit f(xg) = m,
flx1) = M und

vme[a,b] (m < f(l’) < M)

BeEweIs. Siehe [1], p. 110. O
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2.5. Elementare Funktionen

SATZ 2.5.1. Fiir jedes © € R ist die Exponentialreihe

o xn
exp(z) = Z ol
n=0
20 b 2 23 gt
:a+7+7+§+ﬁ+ ..
1 2t x2 23 gt

.2132 .%'3 £C4
=lte+ o+t t.

6 24
absolut konvergent.
BewEgis. Wenn x = 0, dann gilt
2 3 ot
exp(O)—1+0+f+€+ﬂ+

Sei x # 0. Die Behauptung folgt aus dem Quotienten-Kriterium (Satz 1.8.7).
Mit
" n+1 n

xr T
_— [0 = =
M T ) nl(n+1)

gilt fiir alle z # 0 und n > 2|z|

On+1
Qn

O

x"an! i <1
zpln+ 1) n+1 -2

DEFINITION 2.5.2. Mit der Exponentialreihe definiert man die berithmte
Fulersche Zahl

o0

1 1
e:exp(l)zz —1+1+ —1—3'—1—

und die Ezponentialfunktion exp : R — R mit exp(x) = €*, fiir alle z € R.

Der Graph von exp(x) ist die folgende rote Kurve:
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Y exp(z) = e”

=Inx

(0,1)

’
s
> s
s
’
s
s
’
7 s
’
s
s
-,
s
’
’

SATZ 2.5.3. Fiir alle z,y € R gilt:

i) exp(z +y) = exp(z) exp(y).
i1) exp(z) > 0.

(
(
(ii7) exp(—z) = exp}( y-
(
(

iv) exp(n) = €", fir jedes n € N.
v) exp(k) = €, fur jedes k € 7.

BEWEIS. Aufgabe.
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O

Die Formel (v) des Satzes 2.5.3 motiviert die Bezeichnung Exponential-
funktion. Man kann sagen, dass exp(x) die Potenzen e*, k € Z, interpoliert
und so auf nicht-ganze Exponenten ausdehnt. Man schreibt deshalb auch
suggestiv e” fiir exp(x). Die Exponentialfunktion exp ist stetig und streng

monoton wachsend, d.h.

r < 12’ = exp(z) < exp(z'),

und bildet R bijektiv auf R™ = {y € R | y > 0} ab. Aus x < 2/ = exp(z) <

exp(a’) folgt exp(x) = exp(a’) = z = y, fiir jedes x, 2’ € R.
DEFINITION 2.5.4. Die Umkehrfunktion
In:R™ =R 2~ In(z)
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heist natiirlicher Logarithmus.
Die Funktion In ist stetig. Es gelten
"=y<en(y) ==z,
exp(In(y)) = eV =y,
In(exp(z)) = lne® =z,

y <y =1In(y) <In(y).

Aus y < ¢ = In(y) < In(y) folgt In(y) = In(y') = y = ¢/, fiir jedes
v,y € RT. Es gilt auch die Funktionalgleichung

In(y - ¢') = In(y) + In(y"),

fiir alle y,y’ € R, Statt In(x) ist auch die Bezeichnung log(z) gebriuchlich.
Fiir jedes z € R sind die unendliche Reihen

0 2n+1 3 5
x r oz oz
in(z)=> (-1)"— = T
sin(z) ;( e A TR T
o0 2n 0 .2 4
— e _r T T
cos(x) —T;O( 1) Gl "o 2 Tt T

absolut konvergent. Die absolute Konvergenz folgt unmittelbar aus der ab-
soluten Konvergenz der Exponentialreihe.

0 2n+1 2n+1
> G = Z' AlierEay
0 2n+1
= (2n+1)‘
N

DEFINITION 2.5.5. Seien die trigonometrische Funktionen sin : R — R,
definiert durch x +— sin(z), und cos : R — R, definiert durch x — cos(z),
fiir jedes = € R.

Die Funktionen sin(z) und cos(x) sind auf ganz R stetig.



2.5. ELEMENTARE FUNKTIONEN 55

f(x) =sinx

f(x) =cosx

Die Zahl 7 ist die eindeutig bestimmte Nullstelle der Funktion cos im Inter-
vall [0,2] (siehe [1], pp. 142-143). Es gilt
sin(x)? + cos(x)? = 1.
DEFINITION 2.5.6. Die Tangensfunktion ist fiir

xER\{g—l—kﬂ'U{:GZ}

definiert durch

tan(x) = sm(az)'
cos(z)
Die Cotangensfunktion ist fir v € R\ {kn | k € Z} definiert durch
cot(z) = C?S(x).
sin(x)

Es gilt cot(z) = tan (% — ).






KAPITEL 3

Differentiation

3.1. Differenzierbare Funktionen

DEFINITION 3.1.1. Sei D C R und f: D — R eine Funktion. f heifit in
einem Punkt xo € D differenzierbar, falls der Grenzwert

vy g flwo+h) = f(xo)
fao) = hlino h

existiert. Dabei sind bei der Limesbildung nur solche Folgen (h;,)pen mit
(i) limy,—s00 b, = 0,

(ii) hy, # 0, fiir jedes n € N,

(iii) xo + hyn, € D, fur jedes n € N.

Der Grenzwert f'(zg) heiit Ableitung von f im Punkt . Die Funktion f

heist differenzierbar in D, falls f in jedem Punkt x € D differenzierbar ist.
Man schreibt auch

d d
fc(ii[))’ oder %(mo) fiir £/ (o).

Der Differenzquotient

fzo +h) = f(zo)
h

ist die Steigung der Sekante des Graphen von f durch die Punkte (xq, f(xo))
und (xg + h, f(xzo + h)).

57
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x
. .
Beim Grenziibergang h — 0 = x9 + h — g, geht die Sekante in die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (xo, f(z0)) iiber.

BEISPIEL 3.1.2. Fiir eine konstante Funktion f. : R — R, f(z) = ¢, fiir
alle z € R, wobei ¢ € R, gilt

/ IRT) fc(x0+h)_fc(x0)_ : C—C_ . _
fe'@o) = hlglo h B hlino ho hlinoo =0
BEISPIEL 3.1.3. Fiir die identische Abbildung idg : R — R,idr(z) = =z,
fiir alle z € R, gilt
Ly 4 o idR(.%'o + h) - idR(l‘o) o
idg'(20) = hlino h B hlglo h h—0

BEISPIEL 3.1.4. Fiir die Funktion ¢ : R — R, g(z) = Az, fiir alle z € R,
wobei A € R gilt

)\({E()—i—h)—)\l‘o — lim Axg + Ah — Axg — lim N\ =\

lim
h—s0 h h—s0 h h—s0

g'(z0) =

BEISPIEL 3.1.5. Fiir die Funktion sq : R — R, sq(z) = 22, fiir alle z € R,
gilt
sq(xo + h) — sq(xo)

sq'(zp) = lim

h—0 h
2 .2
— fim (xo+ h)” —x§
h—s0 h

~ lim xk + 2xoh + h? — 2
h—0 h
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. 2x0h + h?
= hm —_—
h—s0 h
~ lim h(Z’Eo + h)
h—0 h
(2x0 + h)

= lim
h—0
= lim 2x9+ lim h
h—0 h—0
= 21‘0 + 0
= 2{[‘0.
BEISPIEL 3.1.6. Fiir die Funktion inv : R* — R definiert durch

inv(z) = —,
x

fir alle x € R*, gilt

inv(zg + h) — inv(zg)

inv/'(zg) = hlim

~ limy, 0 wo(wo + 1)
1
limy,_—0(xf + zoh)
1
B limh_>0 .Ig + limh_>0 .’L‘()h
1

2240

1

.
Lo

59
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BeispieL 3.1.7. Fiir die Funktion exp : R — R gilt
exp(20) = exp(wo),
fiir alle o € R (Aufgabe).
BeispieL 3.1.8. Fiir die Funktion sin : R — R gilt
sin’(z0) = cos(xp),
fiir alle zg € R.
BeispieL 3.1.9. Fiir die Funktion cos : R — R gilt
cos’(zg) = —sin(xg),
fiir alle zg € R.
BEIsPIEL 3.1.10. Die Betragsfunktion |.| : R — R, wobei |.|(z) = ||, fiir
alle x € R, ist nicht differenzierbar im Punkt zg = 0. Angenommen
- |zo + h| — |xo]

|
hl—>0 h

Seien die Folgen reeller Zahlen
1 1
n+1’ N

=leR.

Ay =

Dann gilt
1

3
T
=

1= lim
n—-o0

—_

n+1

1
— lim O+n+1‘_’0|
n—>o00 1
n+1
m —
n—>o0 Qo

:l
li |0+5n| B |Bn|
m —

n—soco Bn
1
n—soo __1
n+1
1
— lim -2+
n—o00 L
n+1
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was ein Widerspruch ist.

Ist die Funktion f : D — R im Punkt z¢ € D differenzierbar, so ist sie
in zg auch stetig d.h.

lim f(zo+h) = f(xo)
h—0
weil fiir h # 0 gilt:

Fo +h) — flag) = | LB = J@)]

h

3.2. Differentiations-Regeln

SATz 3.2.1. Seien f,g: D — R in x¢g € D differenzierbare Funktionen
und A € R. Dann sind auch die Funktionen

f+g9M,f-g:D—=R
in xo differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:
(f +9) (w0) = f'(x0) + g'(w0),
(Af) (o) = Af' (o),
(f - 9)'(x0) = f'(20) - g(wo) + f(0) - ¢’ (wo).
Ist g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die Funktion

[:D—>R
g

in xqo differenzierbar mit
(f)'(xo) _ '(x0) - g(w0) — f(x0) - g (o)
9 9(x0)? .
BEwWEIS. Wir benutzen die fogende Gleichungen:
(f+9)(@o+h) = (f+9)wo) _ flxo+h) = flzo)  g(xo+h) = g(z0)

h h h ’
Af)(zo +h) = (Af)(zo) _ | flao+h) — flzo)
h h ’
(fg)(wo +h) = (fg)(z0)

P =
h

_ f@o+h)g(zo+h) — f(@0)g(xo + ) + f(x0)g(zo + h) — f(z0)g(0)
h




62 3. DIFFERENTIATION

[f (o + h) — f(xo)lg(xo + h) + f(x0)lg(x0 + ) — g(0)]

h
Sei f(x) =1, fiir alle x € D. Es gilt
ot~ gew _ 1g(xo) — glzo + 1)
h h g(xo)g(xo + h)
_ 1 [9(960 +h) — g(z0)
g(x0)g(zo + h) h

also gilt

’

<1> (20) = _g/(x(;).

g 9(xo0)
Der allgemeine Fall folgt hieraus mithilfe der Produktregel:

(g)l(l‘o) = <f : ;)l(ﬂﬁo)

= f'(0) -

= f'(@0) -

(o) - g(w0) — f (o) - g'(w0)

O

BEISPIEL 3.2.2. Sei n € NT. Fiir die Funktion f, : R — R definiert

durch
fn(z) = 2",
fir alle z € R, gilt
f (o) = nan ™,
fiir alle zg € R. Sei n = 1. Es gilt
fi'(zo) = idg’(z0) = 1 = 1f1(z0) L.

Induktionsschritt: Da

Fasa(@) = 2" = 2" = fo(2)idg(a),
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folgt aus der Produktregel

frg1(@o) = (fr - idr)’(z0)
= fu'(w0)idr (x0) + fn(zo)idg'(20)
= fu'(z0)z0 + fn(20)1

(1.v) n—1
=" nxy "z + T

DEFINITION 3.2.3. Seien D C R und f: D — R eine differenzierbare
Funktion in D. Die erste Ableitung von f ist die Funktion f': D — R,
definiert durch

D > xo = f(x0); x9 € D.

Wenn [’ differenzierbar im Punkt xy € D ist, dann heifit der Grenzwert
(f") (x0) die zweite Ableitung von f im Punkt 5. Man schreibt auch

dQC];;O), oder dQ—f(xo).

f"(z0), oder 72

Auf dhnliche Art definieren wir die n-te Ableitung £ (xq) von f im Punkt
o, fiir jedes n € Nt. Fiir n = 0 definieren wir f©) = f.

COROLLAR 3.2.4. Seienn € N, f, g : D — R n-te differenzierbare Funk-
tionen im Punkt xg € D, und A € R. Dann sind auch die Funktionen

im Punkt xog n-te differenzierbar und es gelten die Rechenregeln:

(f +9)"(20) = f") (x0) + g (o),

AN ™ (20) = A (),

(f-9) M (z0) =" (Z) £ (o) - g™ (o).

k=0

BEWEIS. Aufgabe. U
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3.3. Die Kettenregel

SATZ 3.3.1 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei D C R ein nicht-
triviales (d.h. ein aus mehr als einem Punkt bestehended)Intervall, f : D —
R eine stetige, streng monotone Funktion und g = f~' : f(D) — R die
Umkehrfunktion.

p— sy —2p

gof=idp
Ist f im Punkt xo € D differenzierbar und f'(x¢) # 0, so ist g im Punkt
yo = f(xo) differenzierbar und es gilt
1 1
/
9 \Yo) = = .
W)= Pla) ~ ot

BEWEIS. Sei (By)nen € f(D)\ {yo} mit B, — yo. Wenn ay, = g(3),
fiir alle n € N, dann gilt o, — g, weil g stetig im Punkt g ist. Da g eine

Injektion ist, gilt 8, # yo = ay # xg, fir alle n € N. Also gilt
9(Bn) — 9(%o)

! = lim
g (yO) n—>oo /Bn — Y%
— lim T %
n—oo f(an) — f(xo)
li 71
ngnoo f(an)—f(fo)
Qn—x0o
B 1
limn, o £102)=7l00)
1
f'(xo)’
weil
o @) = f)
fiwo) = lim pra——

BEISPIEL 3.3.2. Die Funktion In : R™ — R, wobei z — In(x), ist die
Umkehrfunction von exp : R — R. Daher gilt nach dem vorgehenden Satz

1 1 1

In'(yo) = exp’(In(yo)) - exp(In(yo)) W
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SATZ 3.3.3 (Kettenregel). Seien f: D — R und g : E — R Funktionen
mit f(D) C E

DLf(D)gELR,

gof

Die Funktion f sei im Punkt xq € D differenzierbar und g sei in yo =
f(xo) € E differenzierbar. Dann ist die Funktion go f : D — R im Punkt
xo differenzierbar und es gilt

(9o f)(xo) = g'(f(z0)) - f'(w0)-

BEWEIS. Sei die Funktion A : E — R definiert durch

g(e)—g(¥o)
e—yo

) 675?/0
h(e) =

gwo) . e=uyo.
Da g differenzierbar im Punkt yq ist, gilt

lim h(e) = ¢'(yo) = h(yo)

e—Yo
d.h. h ist stetig im Punkt yo. Dariiber hinaus
Veer(g(e) — g(yo) = h(e)(e —yo)).
Wenn e # yp, nutzen wir die Definition von h(e). Wenn e = gy, dann

VecE (0 = 0). Also gilt
(g0 f)(zo) = lim L@ =9 (@)

T—>X0 Tr — X0

o @)@ — fao)]

T—>T0 Tr — X0

= lim h(f(z)) lim @) = f(wo)
)

T—>x0 T—>x0 T — T
= h(f(x0))g (wo)
= h(y0)g' (x0)
= ¢'(f(20))g' (z0)- 0

BEISPIEL 3.3.4. Sei f : R — R differenzierbar und ¢g : R — R definiert
durch
g(z) = f(2019z + 2020),
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flie alle x € R. Dann gilt
g (z0) = 2019 /(20190 + 2020).
BEISPIEL 3.3.5. Sei g : R — R definiert durch
9(x) = sin®(z),
fiie alle z € R. D.h. h = sq o sin. Dann gilt
g (z0) = 2sin(xg) sin’(zg) = 2sin(xg) cos(xg).
BEISPIEL 3.3.6. Sei h : R — R definiert durch
h(z) = cos?(x),
fiie alle z € R. D.h. h = sq o cos. Dann gilt
b (zo) = 2 cos(zg) cos’(zg) = 2 cos(zg)[— sin(zg)] = —2sin(zg) cos(zp).
BEISPIEL 3.3.7. Seien a € R und f : R™* — R definiert durch
fz) =2t
fiir alle z € R. Dann gilt (Aufgabe)
f'(x0) = azf™",
fiir alle 79 € R**.

COROLLAR 3.3.8. Seien f : C - R, g: D — R, und h : E — R mit
f(C)C D und F(D)CE

¢ reycp—ypycr R

hogof

Sei f im Punkt xy € C differenzierbar, sei g im Punkt yo = f(xo) € D
differenzierbar, und sei h im Punkt zo = g(yo) € E differenzierbar. Dann ist
die Funktion hogo f: C — R differenzierbar im Punkt xq mit

(hogo f) (o) =M (g(f(z0))) g'(f(x0)) - f (o).
BEWEIS. Aufgabe. U
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3.4. Der Mittelwertsatz

DEFINITION 3.4.1. Eine Funktion f : [a,b] — R hat ein lokales Mazimum
im Punkt & € [a, b], falls es ein € > 0 gibt mit

vze[a,b]“x - §| <ée= f(x) < f(é-))a

Eine Funktion f: [a,b] hat ein lokales Minimum im Punk £ € [a, b], falls es
ein € > 0 gibt mit

vxe[a,b}(’x - §| <ée= f({L’) > f(g))

Eine Funktion f : [a,b] — R hat ein lokales Extremum im Punkt £ € [a, b]
wenn f ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum im Punkto £ hat.

Eine konstante Funktion hat eine (lokales) Maximum [und eine (lokales)
Minimum] in jedem Punkt ihrer Definitionsbereich. Offensichtlich muss ein
lokales Minimum (Maximum) nicht zwingend ein globales Minimum (Maxi-
mum) sein.

SATz 3.4.2. Seien f : [a,b] — R und & € [a,b], Wenn f ein lokales
Eztremum im Punkt £ hat und wenn f differentzierbar im Punkt £ ist, dann

gilt f(€) = 0.

BEWEIS. Angenommen f hat ein lokales Maximum im Punkt £. Seien
e >0 mit f(x) < f(£), fiir alle z € [a,b] mit |z — ] < e. Es gilt

fE+h) = f(§)

1'(€) = hlino h
h) —
= i [N SOy
h—0

Fiir ein geniigend kleines h gilt f({ +h) — f(§) < 0. Wenn h > 0, dann gilt

fE+h) = f(©)
h

<0 & fle(§) <o

Wenn h < 0, dann gilt
fE+h)—f(§)
h

>0 & f_(&)>0.

Also gilt 0 < f/(§) <0 d.h. f'(§) =0. O
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Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Die Funktion f : R — R, definiert
durch f(x) = 3, fiir alle x € R, hat kein lokales Extremum im Punkt ¢ = 0,
obwohl f/(0) = 0 gilt.

SATZ 3.4.3 (Satz von Rolle). Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] —
R eine stetige Funktion mit f(a) = f(b). Wenn f differenzierbar in (a,b)
ist, dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

BEWEIS. Wenn f eine konstante Funktion ist, dann gilt f/(c¢) = 0, fiir
alle ¢ € (a,b). Wenn f keine konstante Funktion ist, dann gibt es xo €
(a,b) mit f(zo) > f(a) oder f(xg) < f(a). Sei f(xg) > f(a). Weil f eine
stetige Funktion in [a, b] ist, hat f ein globales Maximum im Punkt £ € [a, b]
(Theorem 2.4.5). Weil xy € (a,b), gilt £ € (a,b) auch. Aus Satz 3.4.2 folgt
f(€) =0. Wenn f(z0) < f(a), arbeiten wir &hnlich. O

COROLLAR 3.4.4 (Mittelwertsatz). Seien a,b € R mit a < b und sei
f :]a,b] = R eine stetige Funktion. Wenn f differenzierbar in (a,b) ist,
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dann gibt es ein c € (a,b) mit

ey 1) = f(0)
1o)==
y -
1)
f(a) \ //,//
FQ) | e
X
a c b

BEWEIS. Sei die Funktion F : [a,b] — R definiert durch

F) = fa) - [T o),

fiir alle z € [a,b]. Offensichtlich, ist F' eine stetige Funktion in [a,b] und
differenzierbar in (a, b). Es gilt

Fla) = ) - 1O

fiir alle z € (a,b). Dariiber hinaus es gilt F'(a) = f(a) = F(b). Nach dem

Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) mit F'(¢) = 0, und
b) —
F'(c)=0% f'(c) = () = f(a) [)) f(a). O
—a

Geometrische Bedeutung des Mitelwertsatzes: Es gibt ein Punkt (¢, f(c))
des Graphes von f sodasss gilt: die Tangente der Kurve von f im Punkt
(¢, f(c)) parallel zu dem Segment zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

COROLLAR 3.4.5. Seien a,b € R mit a < b und seien f,g : [a,b] — R
zwei stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar sind. Dann gibt es ein
¢ € (a,b), so dass

BEWEIS. Aufgabe. O
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COROLLAR 3.4.6. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar ist. Seien m, M € R mit
m < f'(x) < M,
fiir alle x € (a,b). Dann gilt
m(zy — x1) < f(22) — f(21) < M(z2 — 71),
fiir alle 1,z € [a,b] mit x1 < x9.
BEWEIS. Aufgabe. O

COROLLAR 3.4.7. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R eine
stetige Funktionen, die in (a,b) differenzierbar ist. Wenn f'(z) = 0, fir alle
x € (a,b), gilt, dann ist f eine konstante Funktion in [a,b].

BEWEIS. Aufgabe. O
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Integration

4.1. Treppenfunktionen

DEFINITION 4.1.1. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R, wobei a < b, heifit
Treppenfunktion, falls es eine Unterteilung

a=z0<x1<...<xp_1<xTp=2>0

des Intervalls [a, b] gibt, so dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall (x;_1, z;),
wobei ¢ € {1,...,n}, konstant ist. Sei ¢(x) := ¢, fiir alle x € (z;_1, ;). Die
Werte von ¢ in den Teilpunkten xg,x1,...,z, sind beliebig. Sei Ta,b] die

Menge aller Treppenfunktionen ¢ : [a,b] — R. Das Integral f; ¢(x)dx einer
Treppenfunktion ¢ € Ta, b] ist definiert durch

b n
/ P(r)dx = Zci(xi —Ti-1).
@ i=1

Das Integral fab ¢(z)dr kann man als die zwischen der z-Achse und dem
Graphen von ¢ leigende Fliche deuten (falls ¢ auf einigen Teilintervallen
negativ ist, sind die entsprechenden Flichen negativ in Ansatz zu bringen).

SATZ 4.1.2. Das Integral f; ¢(z)dx von ¢ € Tla,b] ist unabhingig von
der Unterteilung von |a,b].

BEWEIS. Seien die Unteteilungen von [a, b]:
(P): a=x0 <1< ...<Tp_1 <xTp=2>,
(Q) : a=yo <Y1 <...<Ym-1<Ym =Db,

und seien
p(x) =ci;, x€ (Tic1,m), i€{l,...,n},

oy) =dj,  ye(yi-1,y5), Je{l,....,m}.
7
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es gilt
n m
Zcz — Ti—1 / P(x)dx = / B Zd](y] Yj-1)
i=1 Q j=1
Sei
P <Q & Yieqr, ) Il m} {1} (T = Ur,)-
Also gilt
Ticl = Yk < Yki14+1 < .- < Yg; = Ty,
und
dj = ¢;, fiir jedes j mit k;_1 < j < k;.
Es gilt

_y] 1

/Q P(y)dy

k;
Z —Yj-1)

>

§ le

/ ola
Seien P, beliebige Unterteilungen von [a,b]. Dann ist P U @ eine Unter-
teilung von [a, b] mit
P<PUQ & Q< PUQ.
Es gelten

PUng(z)dz:/Pgb( x)dr & PuQ(b dz—/qb
also gilt [, ¢(z)dx = fQ o(y)dy. O

Sei die Unterteilung
a=x9<x1=2>
des Intervalls [a, b]. Eine Konstante Funtion ¢, : [a,b] — R, wobei ¢.(z) = ¢,
fiir alle = € [a, b], ist eine Treppenfunktion mit

/(bc :;cxl—xo c(b—a).
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SATZ 4.1.3. Seien ¢, € Tla,b] und X € R. Dann gilt:
(i) ¢+ € Tla,b] und
b b b
/ (¢ + ) (x)dz = / o(x)dx + / Y(z)de.
(13) A\p € Tla,b] und

/a ’ (Ap)(z)da = A /a bgb(az)dm.

b b
(iid) s<v= [ o< [ u@ns
wobei
¢ < ¢ = vxe[a,b] (¢(w) < 1/1(33))
BEWEIS. Aufgabe U

DEFINITION 4.1.4. Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschriinkte Funktion
d.h. es gibt m, M € R mit

m < f(x) < M, x € [a,b].

Sei ¢y, € Tla,b] die konstante Funktion m auf [a, b] und sei ¢p; € Ta, b] die
konstante Funktion M auf [a,b]. Es gilt

Seien die Menge

A<f>={/ab¢<x>dx|¢eﬂa,b1 &¢2f},

b
5 ={ [ ote)s o Tl & o< 1},
A(f) ist eine nichtleere Teilmenge von R; da ¢ps € Tla,b] und ¢pr > f,
b
M(b—a) = / bar(w)de € A(f).

A(f) ist eine nach unten beschrinkte Teilmenge von R; fiir alle f; ¢(z)dzr €
A(f) gilt

6> f > b= /bw)dm > /b¢m<x>d:c —m(b - a).
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B(f) ist eine nichtleere und nach oben beschrinkte Teilmenge von R: fiir
alle [° ¢(z)dx € B(f) gilt

b b
o< f<ou= [ owin< [ o)z =Mb-a)

4.2. Das Oberintegral und das Unterintegral

DEFINITION 4.2.1 (Supremum, Infimum). Sei A C R. Eine Zahl s € R
heifit Supremum (bzw. Infimum) von A, falls s kleinste obere (bzw. groste
untere) Schranke von A ist. Dabei heifit s kleinste obere Schranke von A,
falls gilt:

(i) s ist eine obere Schranke von A (a € A = a < s).
(i) Ist s’ eine weitere obere Schranke von A, so folgt s < s'.
Dabei heifit ¢ griste untere Schranke von A, falls gilt:
() t ist eine untere Schranke von A (a € A = a > t).
(77) Ist ¢’ eine weitere untere Schranke von A, so folgt ¢’ < ¢.
Es ist klar, dass die kleinste obere Schranke (bzw. groste untere Schranke)
im Falle der Existenz eindeutig bestimmt ist. Man bezeichnet sie mit
sup(A) [bzw. inf(A)].
Zum Beispiel
sup(0,1) =1 & inf(0,1) =0.

THEOREM 4.2.2. Jede nichtleere, nach oben (bzw. unten) beschrdnkte
Teilmenge A C R besitzt ein Supremum (bzw. Infimum).

Bewels. Mithilfe des Vollstandigkeitsaxioms (siehe [1], S. 89). O

DEFINITION 4.2.3 (Oberintegral, Unterintegral). Sei f : [a,b] — R eine
beliebige beschrankte Funktion. Dann setzt man

/abf(:c)dx —inf A(f) = inf { /abqb(ac)dx |6 Tla,b] & ¢ > f},

/abf(x)da::supB(f) =sup{/ab¢(x)d:c | ¢ € Tla,b] & ¢ < f}_
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Fiir jede Treppenfunktion ¢ € Ta,b] gilt (Aufgabe)

/¢ m—/¢ m_/¢

Sei die Dirichlet-Funktion Dir : [0, 1] — R, definiert durch

(1 ,zeQno]
D”i@“{o e eln(o,1],

Es gilt ¢; € A(Dir) und ¢ € A(Dir) = ¢ > ¢;. Es folgt

/ dx—/ﬂm )z =1(1—0) = 1.

Es gilt ¢g € B(Dir) und ¢ € B(Dir) = ¢ < ¢g. Es folgt

/‘ dm—/i% 0(1-0)=0

/OlDir(x)dx#/olDir(x)da:

4.3. Das Riemannsche Integral

d.h.

DEFINITION 4.3.1. Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifit
Riemann-integrierbar, wenn

/abf(x)dx = /abf(x)dm
/ab f(z)dx = /abf(x)dx

Jede Treppenfunktion ist Riemann-integrierbar, aber die Dirichlet-Funktion
ist nicht.

In diesem Fall setzt man

SATZ 4.3.2. Es gelten:
(i) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

(7i) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

BEWEISs. Siehe [1], S. 198. O



76 4. INTEGRATION

SATZ 4.3.3. Seien f,g : [a,b] — R integrierbare Funktionen und A € R.

(i) Die Funktion f + g ist integrierbar und es gilt

[ Growar= [ s+ [ owa

(ii) Die Funktion \f ist integrierbar und es gilt

/ab (M) (z)da = A/: f(x)da.

b b
(7i7) f §g:>/ f(x)dx §/ g(z)dx,
wobei

f <96 Ve (F(2) < g(2)).
(iv) Die Funktion |f| ist integrierbar und es gilt

\ / ' flayde| < / | F@)lde

(v) Die Funktion f - g ist integrierbar.

BEWEISs. Siehe [1], S. 199.

O

SATZ 4.3.4. Seia <b<cund f:|a,c] — R eine Funktion. f ist genau
dann integrierbar, wenn sowohl die Beschrinkung f,p der Funktion f auf
[a,b] also auch die Beschrinkung fip, der Funktion f auf [b,c] integrierbar

sind und es gilt dann

/:f(x)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx.

BEWEISs. Siehe [1], S. 207.

O

DEFINITION 4.3.5. Seien a < b und f : [a,b] — R eine beschrinkte

Funktion. Man setzt
/ f(z)dz = 0.

Sei f Riemann-integrierbar. Man setzt

/baf(x)d:v = - /abf(x)dx.



4.4. MITTELWERTSATZ DER INTEGRALRECHNUNG 77

4.4. Mittelwertsatz der Integralrechnung
SATZ 4.4.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei ¢: [a,b] — RT

eine nicht negative integrierbare Funktion. Dann gibt es zu jeder stetigen
Funktion f: [a,b] — R ein & € [a,b] mit

[t =1 [ o

Wenn ¢(x) = 1, fir jedes x € [a,b], dann gibt es & € [a,b] mit

/a ' fla)de = (€6 a).
/f

der Mittelwert von f iiber dem Intervall [a,b] und sei

BEWEIS. Sei

M) = o [ @
oM ff é(z)dx Ja
der beziiglich ¢ gewichtete Mittelwert von f, falls
b
/ ¢(z)dx # 0.

Die Funktion f-¢ ist integrierbar als Produkt zwei integrierbare Funktionen
(Satz 4.3.3(v)). Seien

= inf{f(z) | = € [a, 0]},
M = sup{f(x) |z € [a, b]}.
Dann gilt
m-$<f-p<M-g,
also nach Satz 4.3.3(iii)

m/¢> dq:</f dang/abgb(a:)dx

Sei die stetige Funktion g: [m, M| — R definiert durch

5= t/abqﬁ(:n)dx
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fiir jedes t € [m, M]. Es gilt

b
¢20:>/ o(x)dx > 0,

also ist g streng monoton wachsend mit

b
g([m, M]) = [g(m),g(M)] & /f(w)¢(ff)d$€[g(m),g(M)]-

Nach dem Zwischenwertsatz existiert ein pu € [m, M| mit

b b
/ f(@)é(x)dz = p / o(x)dz = g(1).

Nach dem Zwischenwertsatz (f[a,b]) = [m, M]) existiert ein £ € [a, b] mit
f(&) = p, also gilt

/a bf(x)cb(:c)dx =y / bqb(:c)dx = f(§) /a bgb(a:)d:c. 0

Geometrisch bedeutet der Mittelwersatz im Fall ¢ = ¢; z.B. fiir eine
positive Funktion f, dass die Flidche unter dem Graphen von f gleich der
Fliache des Rechtecks mit den Seitenlingen b — a und f(§) ist. Fiir eine
stetige Funktion f: [a,b] — R ist also der Mittelwert gleich dem Wert von
f an einer gewissen Zwischenstelle & € [a, b]:

b
! / f(@)dz = 1(€).

M(f) = —

4.5. Integration und Differentiation
SATZ 4.5.1. Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und c € [a,b]. Fir
x € [a,b] sei

F(z) = / " Fyt.

Dann ist die Funktion F : [a,b] — R differenzierbar und es gilt F' = f. Die
Funktion F heifit das unbestimmte Integral von f.

BEWEIS. Sei h > 0. Es gilt

F(:c+h})l—F(:v) _ 2</j+h f(t)dt—/j f(t)dt)

_ i( / " fhydt+ / oy - / ' f(t)dt)
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z+h
- % / Ft)dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein &, € [z, z + h]
(bzw. &, € [z + h,z], falls h < 0) mit

x+h
/ ()t = F(E) @+ h— ) = F(En)h.

Dah— 0= &, = z und f stetig ist, folgt

= f(). O
DEFINITION 4.5.2. Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — R heift
Stammfunktion einer Funktion f : [a,b] — R, falls F' = f.

Also das unbestimmte Integral eine Stammfunktion des Integranden ist.

SATZ 4.5.3. Sei F' : [a,b] — R eine Stammfunktion von f : [a,b] — R.
FEine weitere Funktion G : [a,b] — R ist genau dann Stammfunktion von f,
wenn F'— G eine Konstante ist.

BEWEIS. (i) Sei F—G = ¢, wobeic € R. Dann ist G' = (F—c¢) = F' = f.
(ii) Sei G Stammfunktion von f, also G’ = f = F'. Dann gilt (F — G)' =0,
daher ist F' — G konstant (Corollar 3.4.7). O

THEOREM 4.5.4 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrech-
nung). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und F' eine Stammfunktion
von f. Dann gilt

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Bewers. Fiir z € [a, b] sei
G(z) = /:E f(t)dt.

Ist F' eine beliebige Stammfunktion von f, so gibt es nach Satz 4.5.3 ein
c € R mit
F-G=c
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Deshalb ist

F(b) = F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢)
= G(b) - G(a)

b a
f@ﬁ—/f@ﬁ

=1£ﬂﬂwdt—o

—Lw@a

Man setzt

F(z)| =F(b) - F(a).

a

Die Formel von Theorem 4.5.4 schreibt sich dann als

[ e = F

b

a

BEISPIEL 4.5.5.

jﬁlldx::jélodRydx::idR(x)
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4.6. Die Substitutionsregel und partielle Integration

SATZ 4.6.1 (Substitutionsregel). Sei f : [a’, /] — R eine stetige Funktion
und g : [a,b] — [d',V] eine stetig differenzierbare Funktion (d.h. g’ eine
stetige Funktion ist). Dann gilt

b g(b)
[t we= [ s
@ g(a)

BEWEIS. Sei F' : [d/,b'] = R eine Stammfunktion von f. Fiir die Funk-
tion F o g : [a,b] — R gilt nach der Kettenregel
(Fog)(t)=TF"(g(t)g'(t) = fg(t))g'(t).
Daraus folgt nach Theorem 4.5.4

g9(b)
= / f(x)dx. O
g

BEISPIEL 4.6.2. Seien f(x) = %, wobei x # 0, und ¢ : [a,b] — R eine
differenzierbare Funktion in [a, b] mit g(t) # 0, fiir jedes t € [a, b], und sei ¢’
stetig in [a, b]. Es gilt

b g’(t) B b /
/a g(t) dt—/a Flg(t))g'(t)dt

BEISPIEL 4.6.3. Fiir ¢ € R gilt

b
/ flt+c)dt = f(z)dz.

+c
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Sei g(t) =t + c. Es gilt ¢'(t) = 1 und

b b
/ F(t+ )t = / F(a(t)g/ (Dt

g(b)
[ fwyis
g(a)

b+c

BEISPIEL 4.6.4. Fiir ¢ # 0 gilt

/abf(ct)dt: i/;cf(x)dx

Sei g(t) = ct. Es gilt ¢'(t) = ¢ und

b
| stende=3 [ soeng e
a agb
- / f(@)da
g(a)
bc
e

SATZ 4.6.5 (Partielle Integration). Seien f,g : [a,b] — R zwei stetig
differenzierbare Funktionen. Es gilt

b
/ f(@)d (@)dz = f(x)g(x)

BEWEIs. Fir F' = f - g gilt

F'(z) = f'(2)g(z) + f(2)g (z) & f(2)g'(x) = F'(z) — f'(z)g(2),
fiir jedes x € [a, b]. Also gilt

/ £ () () = / F'(z) — f'(2)g(x))da

/F' d:c—/f




4.6. DIE SUBSTITUTIONSREGEL UND PARTIELLE INTEGRATION

b

= f(z)g(x)

BEISPIEL 4.6.6. Seien a,b > 0. Es gilt

/a ' ()i = / ' (o)l ds

b b
= zln(x) —/ In'(z)xdx

a

b b 1
= zln(x) —/ —zdx

x
b b
= zln(x) —/ dx

=zln(z)| — =z

- [ s

a

= [zln(z) — ]
ab

= [z(In(z) — 1)]
BEISPIEL 4.6.7. Sei das Integral

I= /e’” cos(z)dz.

a

Es gelten
I= /(e’”)’cos(x)d:z
= e" cos(x) — /ex[— sin(x)|dx
= e" cos(x) + /em sin(x)dx
= e cos(x) + J,
und

J= / " sin(z)dz
- / (c*Y sin(x)dz

83
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= e”sin(x) — /e‘” cos(z)dx
= e®sin(x) — 1.
Also gilt

I =e"cos(x) +e"sin(z) — I & I = %[cos(az) + sin(x)].

4.7. Uneigentliche Integrale

Der bisher behandelte Integralbegriff ist fiir manche Anwendungen zu
eng. So konnten wir bisher nur iiber endliche Intervalle integrieren und die
Riemann-integrierbaren Funktionen waren notwendig beschrénkt. Ist das
Integrationsintervall unendlich oder die zu integrierende Funktion nicht be-
schrinkt, so kommt man zu den uneigentlichen Integralen, die unter gewis-
sen Bedingungen als Grenzwerte Riemannscher Integrale definiert werden
konnen.

Fall 1. Eine Integrationsgrenze ist unendlich.

DEFINITION 4.7.1. Sei f : [a,+00) — R eine Funktion, die iiber jedem
Intervall [a, M], wobei a < M, Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

lim /M f(x)dx

M—+o00

/a+00 f(x)dx

existiert, heifit das Integral

konvergent und man setzt

/:OO f@)dz = lim /aM Fa)da.

M—+o00

Sei g : (—00,a] — R eine Funktion, die iiber jedem Intervall [m,a], wobei
m < a, Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

a

lim g(x)dx
m—r—0oQ m
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a
/ g(x)dz
—00
konvergent und man setzt

/a g(x)dr = lim ag(x)dx.

oo m——o0

existiert, heifit das Integral

BEISPIEL 4.7.2. Seien t, M > 1. Weil

1 1-t\r 1
(1—753: >xt’

gilt
M M
1 1
/ —dr = ztt
1 Xz 1—1t 1
1
— - t(Ml—t _ 11—t>
— L(l M=)y
t—1
1 1 1
t—1 Mt=1 )7
Da
li ! 0
im =
M—+o0 Mt-1 ’
folgt

/+<>°1d _ L (] 1 1
™ R s S I ML) =1

Andererseits zeigt man:

konvergiert nicht fiir t < 1 (Aufgabe).

Fall 2. Der Integrand ist an einer Integrationsgrenze nicht definiert.

DEFINITION 4.7.3. Sei f: (a,b] — R eine Funktion, die iiber jedem Teil-
intervall [a + €,b], wobei 0 < € < b — a, Riemann-integrierbar ist. Falls der

Grenzwert
b

lim f(z)dx

e—0 ate
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b
/ f(x)dx
a
konvergent und man setzt

/abf(ac)d:v ~ lin /Gief(x)dx.

Sei g: [a,b) — R eine Funktion, die iiber jedem Teilintervall [a, b — €], wobei
0 < € < b — a, Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert

existiert, heifit das Integral

b—e
lim g(x)dx

=0/,

/a ’ glz)dx

b b—e
/ g(z)dzr = lim g(z)dx.
a e—0

a

existiert, heifit das Integral

konvergent und man setzt

BEISPIEL 4.7.4. Das Integral

1
1
o T

konvergiert fiir ¢t < 1. Es gilt

1 1
1 1 1 1
dr = 1-t — llft_ 1—-t — 1— 1—-t )
/6 =T T )=tz
Da lim_g€e!~t = 0, folgt
1
1 1 1
—dr=1lim |— (1 — ™| = —.
0 xtdm 61—r>r(l) |:1— ( ¢ ):| 1-—t

Andererseits zeigt man:

1
1
o T

konvergiert nicht fiir t > 1 (Aufgabe).

Fall 3. Beide Integrationsgrenzen sind kritisch.
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DEFINITION 4.7.5. Sei f: (a, 8) — R, wobei
acRU{-0} & peRU{+o0},

eine Funktion, die iiber jedem intervall [a,b] C (o, 8) Riemann-integrierbar
ist und sei ¢ € (a, B) beliebig. Falls die beiden uneigentlichen Integrale

/ f(x)dx = hm/ f(z
8 b
/ f(x)dx = lim/ f(z)dzx
c b—=p Jc
konvergieren, heifit das Integral
B
/ f(z)dx
konvergent und man setzt
B c B
/ F(@)da :/ f(x)d:v+/ f(@)de

Diese Definition ist unabhéngig von der Auswahl von ¢ € (o, ).

und

BEISPIEL 4.7.6. Das Integral

divergiert fiir jedes t € R (Aufgabe).

BEISPIEL 4.7.7. Ein nicht-triviales Beispiel eines uneigentlichen Integrals
ist die Dirichletsche Formel
+00 ;
sinz
/ de ="
0 x 2

4.8. Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen

Mithilfe der uneigentlichen Integrale kann man manchmal einfach ent-
scheiden, ob eine unendliche Reihe konvergiert oder divergiert.

SATZ 4.8.1 (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen). Sei f: [1,4+00) —
R* eine monoton fallende Funktion. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert < / x)dx konvergiert.
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BEWEIS. Seien die Treppenfunktionen ¢: [1,+00) — R, ¥: [1,+00) —
R definiert durch

Y(z) = f(n); xz€nn+1), n>1,

¢(x)=f(n+1); zenn+1), n>1
Integration iiber das Intervall [1, N] ergibt

Y fm)=f@2)+...+ f(N)

Falls

konvergiert, ist deshalb die Reihe

> fn)
n=1

beschréinkt, also konvergent. Falls umgekehrt die Reihe konvergiert, so folgt,

dass
M
/ f(x)dx
1
fir M — +oo monoton wachsend und beschriankt ist, also (nach dem
Vollstandigkeitsaxiom) konvergiert. O
BEISPIEL 4.8.2. Die Reihe
oo
1
D
n=1

konvergiert fiir ¢ > 1 und divergiert fiir ¢ < 1 (Aufgabe).
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Insbesondere erhélt man aus dem vorigen Beispiel fiir ¢ = 1 die Divergenz

der harmonischen Reihe
o0

1
>
n=1






KAPITEL 5

Funktionenfolgen

Der Begriff der Konvergenz einer Folge von Funktionen (fy,)nen gegen
eine Funktion f, die alle denselben Definitionsbereich D haben, kann einfach
auf den Konvergenzbegriff fiir Zahlenfolgen zuriickgefiihrt werden: Man ver-
langt, dass an jeder Stelle x € D die Zahlenfolge f,(z), fir n — +o0o gegen
f(x) konvergiert. Wenn man Aussagen iiber die Funktion f aufgrund der Ei-
genschaften der Funktionen f,, beweisen will, reicht jedoch meistens diese so
genannte punktweise Konvergenz nicht aus. Man braucht zusétzlich, dass die
Konvergenz gleichméfBig ist, das heiffit grob gesprochen, dass die Konvergenz
der Folge (fn(z))nen gegen f(x) fiir alle z € D gleich schnell ist. Beispiels-
weise gilt bei gleichméfiger Konvergenz, dass die Grenzfunktion f wieder
stetig ist, falls alle f, stetig sind. Die gleichméflige Konvergenz spielt auch
bei der Frage eine Rolle, wann Differentiation und Integration von Funktio-
nen mit der Limesbildung vertauschbar sind. Besonders wichtige Beispiele
fiir gleichméBig konvergente Funktionenfolgen liefern die Partialsummen von
Potenzreihen.

5.1. Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

DEFINITION 5.1.1. Sei K C R und seien f,: K — R, n € N, Funktionen.

(i) Die Folge ( fn)nen konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: K — R,
und wir schreiben

fo = 1,
falls fiir jedes x € K die Folge (fn(x))nen gegen f(x) konvergiert, d.h. wenn
qgilt:
v;1@6Kv6>0ElN:N(z,e)GNVnZN(ac,E) (‘fn(-x) - f(l‘)’ < E)'
(ii) Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmdfig gegen eine Funktion f: K —
R, und wir schreiben

fo =5 1,

91
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falls
Ves0IN=N(enVaek Vnsn(e) (| fn(z) — f(2)] < €).
Der Unterschied ist also der, dass im Fall gleichméfiiger Konvergenz N
nur von €, nicht aber von x abhéngt.
Die Bedingung

bedeutet, dass der Graph von f,, ganz im “e-Streifen” zwischen f — e und
f + € liegt.

BEISPIEL 5.1.2. Es gilt
lim 0" =0,

n—oo
und die Folge f,(x) = 2™, wobei x € R, punktweise (und gleichm#fig) gegen
die konstante Funktion 0 konvergiert auf K = {0}.

400 5

200

—400 *

Konvergiert eine Funktionenfolge gleichméflig, so auch punktweise. Die
Umkehrung gilt jedoch nicht.
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BEISPIEL 5.1.3. Fiir n > 2 sei f,,: [0,1] — R definiert durch
1
fn(z) = max {n —n?

r— — ,0}.
n
Wir zeigen, dass die Folge (f,) punktweise gegen die konstante Funktion 0
konvergiert auf K = [0,1]. Fiir z = 0 ist f,(x) = 0 fir alle n. Zu jedem
x € (0, 1] existiert ein N > 2, so dass

2
vn>N ( < ZL‘) .
- n

Damit gilt f,(x) = 0 fir alle n > N d.h. lim,,,o f(z) = 0. Die Folge (f,)
konvergiert jedoch nicht gleichméfig gegen 0, den fiir kein n > 2 gilt

Veeo,1) (Ifn(z) — 0] < 1).

SaTz 5.1.4. Sei K C R und (fn)nen, eine Folge stetiger Funktionen,
die gleichmdf$ig gegen die Funktion f: K — R konvergiert. Dann ist auch f
stetig.

BEWEIS. Sei xg € K. Es ist zu zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein § > 0
gibt, so dass
Voer (|2 — 20| <8 = |f(z) — f(zo)| <e).
Da die Folge (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert ein N € N, so
dass

3
Da fy im Punkt xg stetig ist, existiert ein 6 > 0, so dass

VaceKOfU ~ w0l <5 = [fw(@) - fuleo)| < )

eere (I (o) - f@)] < 5 ).

3
Daher gilt fiir alle z € K mit |z — xo| < ¢
|f(z) = f(zo)| = [f(x) — fn(z) + fn(x) — fn(20) + N (T0) — f(20)]
=|(f(z) = fn(2)) + (fn(z) = fn(z0)) + (fn(20) — f(20))]
<|[f(z) = fn(@)] + |fn(x) = fn(zo)| + [ (z0) — f(70)]

P
3 3 3
=e. O

Konvergiert eine Folge stetiger Funktionen nur punktweise, so braucht
die Grenzfunktion nicht stetig zu sein.
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5.2. Das Konvergenzkriterium von Weierstrass

DEFINITION 5.2.1 (Supremumsnorm). Sei X C R und sei f: K — R
eine Funktion. Dann setzt man

Il = sup{|f(2)| | = € K7}

Sind Missversténdnisse ausgeschlossen, schreibt man oft kurz ||f|| statt
IS
Es gilt
1fllx € RT U {+o0}.
Die Funktion f ist genau dann beschrinkt, wenn

1l < 400

Mithilfe der Supremumsnorm 18t sich die Definition der gleichméfiigen Kon-
vergenz so umformen:

Eine Folge (f)nen konvergiert gleichméBig gegen eine Funktion f: K — R,
falls

| fn = fllx =0

lim
n—oo
Denn die Bedingung
Vosne) (1 fn — fllx <€)
ist gleichbedeutend mit

vxeKanN(e)(’fn(x) - f(.f)‘ < 6)'

SaTz 5.2.2 (Konvergenzkriterium von Weierstrass). Seien f,: K — R,
n € N, Funktionen. Es gelten

o
n=0

Dann konvergiert die Reihe
e.9]
> fn
n=0
absolut und gleichmdfig auf K gegen eine Funktion F: K — R.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass > fn punktweise gegen eine ge-
wisse Funktion F': K — R konvergiert. Sei x € K. Da

(@) < | fallx
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konvergiert (nach dem Majoranten-Kriterium) die Reihe )’ f,,(z) absolut.
Wir setzen

Fa) =Y fula).
n=0

Damit ist eine Funktion F': K — R definiert.

Sei
k=0

Wir beweisen jetzt, dass die Folge (F},) gleichmifig gegen F' konvergiert. Sei
€ > 0 vorgegeben. Aus der Konvergenz von Y - || fu||x folgt, dass es ein

N € N gibt, so dass
vnzN< S il < )
k=n+1

Dann gilt fiir n > N und alle x € K

[Fu(a) = F(a)| =] Y ful@)
k=n+1
< Z | fr ()]
k=n+1
< Z | fellx
k=n+1
<e. O
BEISPIEL 5.2.3. Die Reihe
i cos(nx)
n2
n=1
konvergiert gleichméflig auf R, denn fiir
cos(nx)
fn(.T) = n2

gilt

1 =1
anHRzﬁ & nZanER'
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5.3. Integration und Limesbildung

Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Es gilt
) = |If1] = sup{[f(z) | = € [a,b]} € R.

SATZ 5.3.1. Sei fn: [a,b] = R, n € N, eine Folge stetiger Funktionen.
Die Folge konvergiere auf [a, b] gleichmif$ig gegen die Funktion f: [a,b] — R.

Dann gilt
b b
/f(a;)dx— lim/fn(x)dx

BEWEIS. Nach Satz 5.1.4 ist f wieder stetig, also integrierbar. Es gilt

‘/f da:—/fn )dx /|f (x)|dz
s/a 1f = fullda

=|[f = full(b—a).

Dies konvergiert fiir n — oo gegen 0. U

5.4. Differentiation und Limesbildung

Satz 5.4.1. Seien f,: [a,b] — R, n € N, stetig differenzierbare Funk-
tionen, die punktweise gegen die Funktion f: [a,b] — R konvergieren. Die
Folge der Ableitungen f,': [a,b] — R konvergiere gleichmdfig. Dann ist f
differenzierbar und es gilt

/ T /
fia) = lim fp(z),
fir alle x € [a,b].
BEWEIS. Sei
ff= lim fa.
Nach Satz 5.1.4 ist f* wieder stetig auf [a,b]. Fiir alle z € [a, b] gilt

) = fula) + [ g0
Jgklffﬁaﬁﬁ:ilzf“wﬁ

Nach Satz 5.3.1
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also erhalt man N
f@) = 1@+ [ 5o
Differentiation ergibt f'(x) = f*(x).
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