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Übungen zur Vorlesung “Logik”, Probeklausur

Aufgabe 1. Der Rang r(φ) einer Formel φ ist definiert durch

r(φ) := 0, φ Primformel

r(φ�ψ) := max{r(φ), r(ψ)}+ 1, � ∈ {∧,∨,→}
r(∃xφ[x/v]) = r(∀φ[x/v]) := r(φ) + 1.

(a) Definieren Sie eine Funktion ||.|| : F → N so dass

||φ|| = die Anzahl von logischen Zeichen {∧,∨,→,∃,∀} in φ.

(b) Zeigen Sie, dass für jede Formel φ

r(φ) ≤ ||φ||.

Aufgabe 2. (a) ` ¬(¬φ ∧ ¬ψ)→ ψ ∨ φ
(b) `m φ ∧ ¬ψ → ¬(φ→ ψ).

Aufgabe 3. Sei L = {g} mit g zweistelliges Funktionszeichen. Sei φ die
Formel

∃x ∀y g(x, y)
.
= y.

Geben Sie zwei Modelle A,B der Sprache L an mit φ gilt in A, aber nicht
in B.

Aufgabe 4. Sei Σ eine Menge von Formeln. Wir definieren

Σ := {φ ∈ F | Σ � φ}.

Man zeige:

(a) Σ ⊆ Σ.
(b) Wenn Σ1,Σ2 Mengen von Formeln sind mit Σ1 ⊆ Σ2, dann Σ1 ⊆ Σ2.

(c) Σ = Σ.
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Aufgabe 5. (a) Zeigen Sie, dass die faktorielle Funktion n 7→ n! rekursiv
ist.

(b) Sei f : Nk+1 → N rekursive Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktion

g(~n,m) :=
∏
i≤m

f(~n, i)

rekursiv ist.

(c) Seien f : N→ N eine rekursive Funktion und R ⊆ N.

Man beweise oder widerlege:

(i) Wenn R rekursiv ist, dann ist f(R) rekursiv.
(ii) Wenn R rekursiv aufzählbar ist, dann ist f(R) rekursiv aufzählbar.

Aufgabe 6. Seien f1, f2 : N → N, g1, g2 : N3 → N, und h1, h2 : N2 → N
definiert durch

h1(0, n) = f1(n)

h2(0, n) = f2(n)

h1(m+ 1, n) = g1(h1(m,n), h2(m,n), n)

h2(m+ 1, n) = g2(h1(m,n), h2(m,n), n).

Zeigen Sie, dass wenn f1, f2, g1, g2 rekursiv sind, dann sind h1, h2 rekursiv.

Abgabe. Donnerstag, 28. Januar 2016, in der Vorlesung.

Besprechung. Donnerstag, 28. Januar 2016, in der Übung.


