Bachelorarbeit

Induktive Typen
in der univalenten Typentheorie

angefertigt von Rebecca Salome Fiebiger

30. Juni 2018

fiir den Studiengang
Mathematik

an der

Fakultat fir Mathematik, Informatik und Statistik
der Ludwig-Maximilians-Universitat Mtunchen

Betreuer: Dr. losif Petrakis (LMU Miinchen)



Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung

1 Fundamentale induktive Typen der Homotopietypentheorie
1.1 Urteile . . . . . . . . .
1.2 Induktive Typen . . . . .. .. ... ... ...
1.2.1 Funktionentypen . . .. ... ... ... .. .. .....
1.2.2  Abhédngige Funktionentypen . . . . . .. . .. ... ...
1.2.3 Produkttypen . . . . . . .. ... L oo
1.2.4 Abhingige Paartypen . . . . . .. ... ... ...
1.2.5 Koprodukttypen . . .. .. .. ... oL,
126 Derleere Typ . . . . . . . . . o o oL
1.2.7 Der Einheitstyp . . . . . . . ..o
1.2.8 Der Boolean-Typ . . . . . . . ... ... .. ... ..
1.2.9 Die natiirlichen Zahlen . . . . . . .. ... ... ... ..
1.2.10 Identitdtstypen und Pfadinduktion . . . . . . . . .. ..
1.3 Aussagen iiber Pfade . . . . . . ... ... ... ... ... ..

2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie
2.1 Axiome der Typentheorie . .. ... ... ............
2.1.1 Aquivalenz von Typen . . . . . .. .. ... .......
2.1.2 Das Extensionalitdtsaxiom . .. .. .. ... ... ...
2.1.3 Das Univalenzaxiom . . ... .. ... ... .. .....
2.2 Eindeutigkeit induktiver Typen . . . . . . . ... ... ... ..
2.3 Mengen und univalente Propositionen . . . . . ... ... ...

3 Generelle Syntax induktiver Typen
3.1 W-Typen von Martin-Lof . . . . ... ... ... ... . ....
3.2 Syntax der Konstruktoren . . . . . . ... ... ... .. ....
3.3 Syntax der Prinzipien . . . ... ... ... ... 0.

Literaturverzeichnis

Selbststandigkeitserklarung

33
34
34
36
37
38
43

49
20
93
95

57

58



0 Einleitung

In der heutigen Zeit spielt die Technik eine immer wichtigere Rolle im Alltag.
Immer mehr Prozesse werden digitalisiert und programmierten Maschinen,
Computern, liberlassen.

Die Grundlagen der Mathematik, mit der die meisten Menschen am ehesten
vertraut sind, ist die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaxiom (kurz:
ZFC). Doch so gut sich andere Dinge in eine Programmiersprache iibersetzen
lassen, so schwer tun wr uns leider immer noch darin, die Axiome der Men-
genlehre in ein Computerprogramm zu packen.

Daher hat sich im letzten Jahrhundert ein neuer Zweig der Mathematik auf-
getan, indem berithmte Mathematiker wie Per Martin-Lof, Bertrand Russel
nund Vladimir Voevodksy begannen, ein neues System zu entwickeln: die so-
genannte Typentheorie.

Heutzutage wird immer doch daran geforscht und gearbeitet, Aussagen der
weitaus bekannteren Mathematik, der Mengenlehre, in die Typentheorie zu
iibersetzen, was es uns schliefflich erleichtern soll, die Mathematik in eine Pro-
grammiersprache zu tibersetzen.

Um einen kleinen Einblick in die Grundlagen der Typentheorie zu geben, wer-
den wir uns im ersten Abschnitt dieser Arbeit den fundamentalen induktiven
Typen widmen, die in der Typentheorie existieren. Wir werden die notigen
Methoden zeigen, wie man mit ihnen arbeiten kann und Aussagen fiir den
jeweiligen Typ beweisen kann. Dabei wollen wir speziell auf das Prinzip der
Pfadinduktion fir Identitdtstypen eingehen.

Im Zweiten Abschnitt dieser Arbeit werden wir uns mit der univalenten Ty-
pentheorie beschéftigen, die gerade einmal zwei Axiome bendtigt, und auch
die Eindeutigkeit induktiver Typen erlautern. Aber wir werden auch zwei Bei-
spiele aufzeigen, welche Gesetze der Mengenlehre in der Typentheorie nicht
so einfach gelten. So kénnen wir den Satz vom ausgeschlossenen Dritten hier
nicht anwenden und ebenso keinen Widerspruchsbeweis fiithren.

Am Ende wollen wir noch einen sehr speziellen induktiven Typ vorstellen,
den W-Typ, der uns dann auch zu einem Ausblick auf die ganz allgemeine
Definition jeglicher induktiver Typen fiihrt.



0 Einleitung

Nachdem Voevodsky in [7] und Awodey und Warren in [1] mithilfe von Hof-
mann und Streicher in [2] die intensionale Typentheorie (ITT) von Martin-Lof
in [3], [4] und [5] neu erforscht und in der univalenten Typentheorie mithilfe
von Homotopie neu interpretiert haben, ist es mit der Zeit immer besser mog-
lich, die Mathematik und die Informatik zu verbinden.

Die univalente Typentheorie (UTT), die wir in dieser Arbeit betrachten wer-
den, ist somit eine Erweiterung der ITT, da die UTT das Univalenzaxiom
beinhaltet, das wir in Kapitel 2.1.3 anfiihren werden. Es sagt aus, dass eine
Aquivalenz zwischen zwei Typen auch gleich den Beweis fiir ihre Gleichheit
liefert. Umgekehrt aber hat Martin-Lof durch die induktiven Definitionen auch
eine Moglichkeit gegeben, aus dem Beweis der Gleichheit die Aquivalenz zu
folgern, da es reicht, dass ein Induktionsprinzip das andere impliziert, wie wir
auch noch an einem Beispiel in Kapitel 2.2 sehen werden.

DANKSAGUNG

An dieser Stelle danke ich Herrn Dr. Tosif Petrakis von der LMU Miinchen,
dass er sich die Zeit genommen hat, mich bei der Erstellung dieser Arbeit zu
unterstiitzen und anzuleiten, und mir die Moglichkeit gegeben hat, mich im
Rahmen meiner Bachelorarbeit mit diesem faszinierenden Thema der Mathe-
matik zu beschéftigen.



1 Fundamentale induktive Typen der
Homotopietypentheorie

Beginnen wir damit, einen kleinen Einblick in die Homotopietypentheorie zu
geben, einer der grundlegenden Sprachen in der Mathematik, wie sie auch in
Kapitel 1 von [6] zu finden ist, aus das sich der Inhalt des ersten Kapitels
dieser Arbeit bezieht.

Eine vermutlich weitaus bekanntere Sprache ist die Mengentheorie, die vor
allem auf die Logik erster Ordnung und Axiome aufbaut, die uns sagen, wie
wir mit Mengen arbeiten kénnen. In der Typentheorie allerdings ist die ei-
gentliche Idee, nicht mit Mengen und Propositionen zu arbeiten, sondern mit
Typen. Wollen wir also eine Aussage beweisen, fassen wir diese Aussage als
Typ auf und konstruieren uns ein Objekt diesen Typs, was wir daher als Be-
weis der Aussage auffassen.

Innerhalb eines Beweises machen wir immer wieder Annahmen, wie zum Bei-
spiel a : A (siehe Kapitel 1.1). Diese zusammen nennen wir den Kontext, den
Raum, in dem wir arbeiten. FEine geordnete Liste von Typen, in der spétere
Annahmen (Typen) auf frithere aufbauen konnen.

Fir all diese Dinge gibt es in der Typentheorie einige Regeln, auf die das
System aufbaut, mit denen wir arbeiten konnen und die sich immer ohne Be-
weis anwenden lassen. Alle Beweise lassen sich auf diese Regeln zuriickfiihren.
Generell verwenden wir in der Typentheorie also kaum Axiome, sondern nur
Urteile und Regeln, die alle Informationen iiber das Verhalten von Mengen
und Typen geben. Es gibt also Regeln, die uns sagen, wie wir neue Typen und
Objekte dieses Typs konstruieren kénnen, und welche, die uns sagen, wie wir
mit ihnen arbeiten kénnen.

Fiir induktiv definierte Typen gibt es sogenannte Rekursionsprinzipien und
Induktionsprinzipien, wobei die Rekursion ein Spezialfall der Induktion ist,
namlich der Fall, dass der Ausdruck, der Typ, in dem wir ein Objekt konstru-
ieren wollen, konstant ist.
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Im Allgemeinen hilft uns folgende Tabelle uns etwas unter diesen Typen vor-
zustellen und gibt uns ein Schema, mit dem wir Aussagen in Typen iibersetzen
kénnen:

falsch 0
wahr 1
AANB Ax B
AV B A+ B
A= B A—B
nicht A A—=0
fiir alle x aus A gilt P(x) .4 P (7)
es gibt x aus A, sodass P(x) gilt | ¥(,.4)P(z)

Abbildung 1

Diese Tabelle werden wir auch vor allem in Kapitel 1.3 verwenden, um Aussa-
gen in Typen zu iibersetzen oder uns etwas unter diesen Typen vorstellen zu
kénnen.
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1.1 Urteile

Urteile sind die Schreibweisen fiir die fundamentalsten Konstruktionen in der
Typentheorie. Bevor wir mit einem Typ arbeiten kénnen, miissen wir erst
einmal die Bausteine kennenlernen und wissen, was es heifit, dass ein Objekt
einen bestimmten Typ hat und wie wir dies notieren.

Definition 1: a: A

Der Ausdruck a : A zeigt an, dass ein Objekt a vom Typ A ist. Informeller
kénnen wir auch sagen, ’a ist ein Element von A’, oder ’A hat einen Beweis’.
In der Typentheorie kénnen wir keine Objekte ohne Typ konstruieren. Haben
wir also ein Objekt a mit Typ A konstruiert, kénnen wir auch nicht mehr
widerlegen, dass a diesen Typ hat.

Definition 2: a=0b

Fiir a, b : A nennen wir dies Gleichheit nach Definition, wobei es sich hier nicht
um einen Typ handelt, weswegen wir auch einen Ausdruck dieser Form nicht
widerlegen konnen. Gleichheit nach Definition kann dementsprechend auch
nicht im Kontext eines Beweises auftauchen, da dieser aus Typen besteht.
Wollen wir etwas derartiges trotzdem in den Kontext aufnehmen, miissen wir
hierfiir Substitution verwenden, indem wir einen Ausdruck mit = : A in die
Annahmen aufnehmen und dieses x durch ein spezifischeres Element a : A
substituieren.

Gleichheit nach Definition gibt es natiirlich ebenso fiir Typen, geschrieben
A=B.

In jeglichen Ausdriicken binden die beiden Zeichen = und : immer am schwéchs-
ten und werden dementsprechend als letztes geklammert.
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1.2 Induktive Typen

Nun wollen wir zu den grundlegenden Typen kommen, mit denen wir in der
Typentheorie arbeiten kénnen. Das sind vor allem jene Typen aus der Ta-
belle (vgl. Seite 5), die wir als Bausteine und Ubersetzungen verwenden, um
Aussagen in Typen zu iibersetzen. Noch dazu werden wir uns den Typ der
natiirlichen Zahlen anschauen.

Zu all diesen Typen gibt es Konstruktoren, die uns sagen, wie wir Objekte
diesen Typs bilden kénnen, und Prinzipien, um Aussagen iiber diesen Typ be-
weisen zu kénnen.

Als letztes werden wir auf ein wichtiges Prinzip der Typentheorie eingehen,
der Pfadinduktion, deren Anwendung wir in Kapitel 1.3 dann nédher betrach-
ten werden.

Jedes Objekt, das wir in der Typentheorie verwenden oder konstruieren, muss
wie wir in Kapitel 1.1 bereits gesagt haben, einen Typ haben. Dies gilt auch
fiir einen beliebigen Typ A, was uns zu folgender Definition fiihrt.

Definition 3: Universum und Familie

Ein Universum U ist ein Typ, deren Elemente wiederum Typen sind. Wollen
wir also einen Typ A konstruieren, schreiben wir A : U, um anzuzeigen, wel-
chen Typ der Typ A hat, statt nur zu sagen, dass A ein Typ ist.

Eine Familie von Typen B : A — U ist eine Sammlung von Typen abhén-
gig vom Typ A. Eine Familie konstanter Typen ist also ein Typ B : U.

Es gibt verschieden grofie Universen, so liegt der Typ P — U in einem grofie-
ren Universum U’ als U, also P — U : U’'. ITm weiteren ist aber nur wichtig zu
wissen, dass wir uns in der Typentheorie immer in solchen Universen U bewe-
gen. Auf die verschiedenen Groéflen werden wir in dieser Arbeit nicht genauer
eingehen.

Fiir einige der kommenden Typen werden wir jeweils zwei Prinzipien erldutern.
Einmal das Rekursionsprinzip, das wir nutzen, um eine Aussage zu beweisen,
die einem konstanten Typ entspricht. Und einmal das Induktionsprinzip, das
wir nutzen, wenn wir eine Aussage, die einer Familie von Typen entspricht,
beweisen wollen. Beide Prinzipien bauen darauf auf, dass es reicht, die Aussage
fiir die jeweiligen Konstruktoren des Typs zu zeigen, um sie fiir alle moglichen
Objekte des Typs bewiesen zu haben.
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1.2.1 Funktionentypen

Funktionen, die von einem Typ A auf einen Typ B abbilden, haben den Typ
A — B. Eine Funktion mit Namen f: A — B ist ein Ausdruck der Form

flz)=¢

wobei ¢ ein Term ist, der = : A als Variable enthalten kann.

Wollen wir eine Funktion konstruieren, ohne ihr einen Namen zu geben, nutzen
wir dafiir das A-Kalkiil. Damit sieht eine Funktion dann wie folgt aus:
AMz:A).g: A— Boder \x.p: A— B

So ist (Az.¢)(a) = ¢, wobei ¢’ aus ¢ gebildet wird, indem alle z in ¢ durch
dieses a ersetzt werden.

Eine Funktion f : A — B — C ist eine Funktion namens f, die von zwei
Variablen z : A, y : B abhéngt, also ein Ausdruck der Form

flz,y)=¢

mit ¢ als Term, in dem z : A und y : B als Variablen vorkommen koénnen.

Warnung: Nutzen wir hierfiir ebenfalls das A-Kalkiil, miissen wir beim Er-
setzen von Variablen darauf achten, dass sich dadurch der Ausdruck nicht
verdndert. Zum Beispiel ist (Az.A\y.y + x)(y) # Ay.y + y, da y nicht als freie
Variable vorkommt, sondern durch das A gebunden wurde. Stattdessen gilt:

Az y.y +2)(y) = Nz.z + y.

Wir nennen die gebundene Variable also jetzt z statt y, damit y eine freie
Variable wird und eingesetzt werden kann, ohne dass der Ausdruck seine Be-
deutung verdndert.

1.2.2 Abhdngige Funktionentypen

Funktionen, deren Zielmengen von Termen der Startmengen abhéngen, nennen
wir abhéngige Funktionen. Haben wir also einen Typ A : U und eine Familie
von Typen B : A — U, dann ist

H(z:A)B(w) U

eine abhéngige Funktion. Diesen Typ kénnen wir geméfl der Tabelle am Anfang
des Kapitels als Aussage auch in Fiir alle x aus A gilt B(z)’ iibersetzen. Fiir
[ (g4 B(x), definiert durch f(z) = ¢ mit z : A und ¢ : B(x), gilt also
f(a) : B(a). Ist B eine Familie konstanter Typen, dann gilt

H(x:A)B =A—B

Der Typ abhéngiger Funktionen mit konstanter Zielmenge entspricht also dem
bereits bekannten Funktionentyp.
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1.2.3 Produkttypen

Der Produkttyp A x B : U fiir A, B : U ist mit dem aus der Mengentheorie
bekannten kartesischen Produkt zu vergleichen und hat ebenfalls Paare (a, b)
mit a : A und b : B als Objekte.

Eine Funktion f : A x B — C mit (a,b) : A x B kann auch mithilfe einer
weiteren Funktion g : A — B — C' geschrieben werden, die keine Produktty-
pen mehr beinhaltet, indem wir diese definieren durch

f((a;0)) = g(a)(b)

Dies nutzen wir auch um abhingige Funktionen iiber Produkttypen zu kon-
struieren, denn fiir P : A x B — U definieren wir die abhédngige Funkti-
on f : Il axp)P(7) gerne iiber eine Funktion g : I, ). P((2,y)) mit
f((z, ) = 9(2)(y).

Folgende Prinzipien brauchen wir, um Aussagen iiber Objekte des Produkt-
typs A x B zu beweisen:

Rekursionsprinzip:
recaxp : pyy(A— B —P) - AxB—P
mit der Gleichung

recax (P, g, (a,b)) = g(a)(b)

Induktionsprinzip:

indaxp : H(P:AXBHZ/I) (H(a:A)H(yB)P((xay)» - H(x:AXB)P(x)

mit der Gleichung

indAXB(Paga ((1, b)) = g(a)(b)

Fiir den Produkttyp gibt es zwei wichtige Funktionen, mithilfe derer auch
gezeigt werden kann, dass jedes Objekt des Produkttyps A x B tatséchlich ein
Paar (a,b) mit a : Aund b: B ist. Das sind die Projektionsfunktionen, die wir
definieren als

pri A x B — A mit pﬁ((aab))
pro : A X B — B mit pra((a, b))

a
b
Diese Funktionen geben uns also die erste oder zweite Komponente des Paares

zuriick, sodass wir alle Objekte x : A X B auch schreiben kénnen als

x = (pri(z), pra(x))

10
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1.2.4 Abhdngige Paartypen

Bei Objekten von abhingigen Paartypen ¥ ;. 4)B(7) mit einem Typ A : ¢ und
einer Familie von Typen B : A — U handelt es sich um Paare, deren zweite
Komponente von der ersten abhéngt. Somit ist ein Objekt diesen Typs ein
Paar (a,b) : X(;.4)B(z) mit a : A und b : B(a). Einen Ausdruck dieser Form
kénnen wir auch geméfl der Tabelle am Anfang dieses Kapitels in ’Es gibt x
aus A, sodass B(z) gilt’ ibersetzen. Wenn B konstant ist, gilt hier:

E(IA)B(w) = A x B7
da b: B(a) = B gilt und somit (a,b) : A x B gilt mit a: A und b : B.

Folgende sind die noétigen Prinzipien, um mit abhangigen Paartypen arbei-
ten zu konnen:

Rekursionsprinzip:
recs , o B(x) - Upay(Hpa)B(x) = P) = Xa)B(x) - P
mit der Gleichung
I'GCAXB(P, g, (CL, b)) = g(a)(b)

Induktionsprinzip:
inds 4 B(2) * Lp:(s . B@)—1) Wia:a) L p:5(a)) P((a; ) —
Up:s,. 0B L (D)
mit der Gleichung

indz(z:mB(:c)(P: g,(a,b)) = g(a)(b)

1.2.5 Koprodukttypen

Fir A, B : U kénnen wir durch A + B : U den Koprodukttyp definieren. Dies
entspricht in der Mengentheorie sozusagen der Vereinigung zweier Mengen.
Um Objekte diesen Typs zu konstruieren, gibt es einmal inl(a) : A+ B und
inr(b) : A+ B, wobei inl(a) einem a : A und inr(b) einem b : B entspricht.
Also zeigt inl(z) an, dass = : A gilt, und inr(y) zeigt an, dass y : B gilt.

Eine unabhingige Funktion f : A+ B — C lasst sich auch durch zwei weitere
Funktionen gy : A — C und g1 : B — C definieren, indem wir f iiber die
Gleichungen

f(inl(a)) = go(a)
flinr(b)) =

definieren.

11
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Fiir den Koprodukttyp kénnen wir folgende Prinzipien nutzen:

Rekursionsprinzip:
recarp : pyy(A—P) = (B—P)—-A+B— P
mit den Gleichungen

recat (P, go, 91,inl(a)) = go(a)
reca+B(P, go, g1,inr(b)) = g1(b)

Induktionsprinzip:

indatp : p.at By (Ha:ayP(inl(a))) = (L.p) Pinr(b)))) —
H(:(::A+B)P(x)
1.2.6 Der leere Typ

Der leere Typ 0 : U enthilt tatsdchlich keine Objekte, was dazu fithrt, dass wir
Funktionen f : 0 — C' mit C' : Y immer ohne Definition verwenden kénnen,
da es keine Objekte in 0 gibt, auf denen wir f definieren miissten.

Fiir den leeren Typ gibt es folgende Prinzipien:
Rekursionsprinzip:  reco : II(py0 — P
Induktionsprinzip: indo : II(p.g_)(2:0)P(2)

Der leere Typ hilft uns die Negation eines Typs zu definieren:
-A=A—0.
Damit kénnen wir nun auch wie folgt beweisen, dass 0 kein Objekt enthélt:

Beweis. Um zu zeigen, dass ein Typ A kein Objekt enthélt, reicht es offen-
sichtlich zu zeigen, dass = A ein Objekt enthélt. Fiir A = 0 miissen wir also
zeigen, dass —0 ein Element enthélt. Dafiir gilt nun

-0=0 -0,

und wir wissen, dass die Identitdtsfunktion idg diesen Typs ist. Damit gibt es
ein Objekt des Typs —0 und somit kein Objekt des Typs 0, woraus wir folgern
konnen, dass der leere Typ O keine Elemente enthélt.

O

12
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1.2.7 Der Einheitstyp

Der Typ 1 : U besitzt sozusagen nur ein Element % : 1.

Dies bedeutet, dass wir zeigen konnen, dass jedes Element x : 1 gleich x
ist. Darauf werden wir in Kapitel 1.2.11 noch einmal genauer eingehen, wenn
wir auch definieren, was es bedeutet, dass zwei Terme x,y : A fiir einen Typ
A : U gleich sind.

Definieren wir also eine Funktion auf dieser Menge, kénnten wir sie genau-
so gut ohne diesen Typ definieren, da 1 nur eine Element hat, auf dem wir
die Funktion definieren miissen. Wir konnen die Funktion ebenso direkt als
konstante Funktion definieren, ohne x darauf abbilden zu lassen.

Fiir den Einheitstyp gibt es folgende Prinzipien:

Rekursionsprinzip:
recyp : H(P:M)P —1—P
mit der Gleichung

recy (P, c,x) = c fir c: P

Induktionsprinzip:
indy : I(p.y 00y P(*) = gy P(z)
mit der Gleichung

indy (P,¢c,x) =cfirc: P

1.2.8 Der Boolean-Typ

Der Name Boolean erinnert die meisten sofort an Wahrheitswerte, an die Wer-
te 'wahr’ und ’falsch’. An dieser Stelle méchte ich anmerken, dass der Typ 2 : U
in der Typentheorie nicht die Wahrheitswerte repréasentiert, auch wenn wir den
Objekten trotzdem bei der Ubersetzung dieselbe Bedeutung geben, wenn wir
Typen, die den Boolean-Typ beinhalten, in Aussagen iibersetzen. So enthélt
2 genau 2 Objekte: 02,12 : 2.

Funktionen f : 2 — C mit C' : U missen also auf diesen beiden Werten
definiert werden mit f(02) = ¢p und f(1l2) = ¢ fiir geeignete co,c; : C.

13
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Die dazugehorigen Prinzipien lauten wie folgt:

Rekursionsprinzip:
recg : [lpyyP - P —2— P
mit den Gleichungen

reca(P, o, c1,02) = ¢ fiir ¢o : P
reca(P, co,c1,12) = ¢ fiir ¢ : P

Induktionsprinzip:
indz : I p.2-y) P(02) = P(12) = z.0) P ()
mit den Gleichungen

ind2 (P, co, c1,02) = ¢o fiir ¢ : P
indg(P, Co,C1, 12) =C1 fur Cl . P

Mit diesem Induktionsprinzip und den bisher bereits bekannten Typen koénnen
wir nun auch beweisen, dass 02 und 15 tatséchlich die einzigen Objekte in dem
Typ 2 sind.

Beweis. Wollen wir diese Aussage in einen Typ umformen, erhalten wir also
den Typ

pP= H(:t::2) (.%' =2 02) + (.%' -2 12)
Seien also

co : P(13) = (02 =2 02) + (02 =2 12)
cl P(Oz) = (12 =9 02) + (12 D) 12).

Diese Objekte existieren offensichtlich und damit folgt

indz (P, g, c1,02) = ¢
inda(P, co, c1,12) = 1.

Hiermit haben wir bewiesen, dass 02 und 12 die einzigen Objekte im Typ 2
sind.
O

14
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1.2.9 Die natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen IN sind vor allem in der Dezimalschreibweise 0, 1, 2,
3, ... bekannt. Konstruieren kénnen wir sie durch das Element O : IN und eine
Abbildung succ : IN — IN, definiert durch: succ(0) = 1, suce(l) =2, ...

Damit lassen sich unabhingige Funktionen f : IN — (' einfach definieren
durch:

f(0) = «
f(suce(n)) = cs(n, f(n))

flir ¢g : P und eine Funktion ¢; : N — P — P. Diese Vorgehensweise zum
Definieren einer Funktion auf IN nennen wir auch primitive Rekursion.

Folgende Prinzipien gibt es fiir den Typ der natiirlichen Zahlen, um Aussagen
zu beweisen:

Rekursionsprinzip:
recy : ll(pyyP = (N— P — P) - N— P
mit den Gleichungen
recw (P, co,c5,0) = ¢
recn (P, o, cs, suce(n)) = cs(n,recn (P, co, cs,m))

fir cg: Pund ¢s: IN — P — P.

Induktionsprinzip:
indy : H(P:IN%U)P(O) — (H(n:]N)P(n) — P(succ(n))) — H(n:]N)P(n)
mit den Gleichungen
indn (P, ¢, cs,0) = co
ind]N(ljv €o, Cs, SUCC(TL)) = Cs (n7 ind]N (P7 €0, Cs, n))

fiir co : P und ¢s : H,.n) P(n) — P(succ(n)).

1.2.10 Identitatstypen und Pfadinduktion

Jetzt haben wir bereits einige wichtige Typen kennengelernt, mit denen wir
in der Typentheorie arbeiten. Jetzt kann es aber natiirlich genauso sein, dass
wir einfach mit irgendeinem Typ A : U arbeiten wollen, nicht nur mit einem
der bisher explizit definierten Typen. Zum Beispiel haben wir schon gesehen,
dass sich Aussagen in Typen iibersetzen lassen, und wenn sich diese Aussagen
nicht auf einen bestimmten Typ beziehen, brauchen wir ein neues Prinzip, um
auch dann diese Aussagen beweisen zu konnen, um zu zeigen, dass ein Element
diesen Typs existiert. Dafiir gibt es das Prinzip der Pfadinduktion, wofiir wir
zuerst einmal noch eine weitere Definition bendtigen.
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Definition 4: a =40

Bei diesem Ausdruck handelt es sich fiir a,b: A und A : & um den Ausdruck,
den wir propositionale Gleichheit nennen. Wir sagen also a und b sind propo-
sitional gleich, wenn es ein Objekt p : a =4 b existiert. So ein Objekt nennen
wir auch Pfad mit Namen p, der a als Startpunkt und b als Endpunkt besitzt.
Propositionale Gleichheit ist, anders als Gleichheit nach Definition, auch ein

Typ.

Wie bereits bei der Definition des Einheitstyps 1 gesagt, soll folgende Skizze
uns nun veranschaulichen, was propositionale Gleichheit ist und was es fir
einen Typ wie den Einheitstyp 1 bedeutet:

Abbildung 2

Jedes Element z : 1 ist also durch einen Pfad mit x : 1 verbunden, es gilt also
.1y =1 %, was wir so interpretieren, dass der Einheitstyp sozusagen nur %
als Element enthélt.

Ein spezielles Objekt des Typs der propositionalen Gleichheit, das wir beim
Prinzip der Pfadinduktion brauchen, ist das Reflexivitdtselement refl, : © =4 =
flir  : A, also der konstante Pfad von x nach .

Propositionale Gleichheit hilft uns auch die Ungleichheit zweier Objekte z
und y zu definieren, indem gilt:

(z#ay)=-(r=ay).

Zwei Objekte sind also nicht propositional gleich, wenn es keinen Pfad vom
einen zum anderen gibt. Allerdings hilft uns dies in der Typentheorie nicht zu
zeigen, dass zwei Objekte gleich sind. Denn Gleichheit zweier Objekte kann
nicht dadurch gezeigt werden, dass sie nicht ungleich sind.

16
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Diese propositionale Gleichheit bringt uns zu folgender Aussage:

Sei P : A — U eine Familie von Typen. Dann gibt es eine abhéngige Funktion
f : H(a:,y:A)H(p:a::Ay)P('x) — P(y>
mit
f(xu Z, reﬂw) = ldp(x))

das heifit, die Gleichheit von Objekten im Typ A wird von Familien von Typen
iiber den Typ A anerkannt.

Sei also zum Beispiel P eine Eigenschaft, die x besitzt, und seien =z und y
propositional gleich, dann muss also auch y diese Eigenschaft P besitzen. Aus-
sagen wie diese werden wir in Kapitel 1.3 noch genauer betrachten.

Das néchste Induktionsprinzip, das wir nun anfithren, nennt sich Pfadindukti-
on. Dieses baut genau auf diesen Typ der propositionalen Gleichheit auf, dem
sogenannten Identitdtstyp. Es sagt uns, wenn wir eine Aussage fiir einen Pfad
refl, : © =4 x beweisen kénnen, dann kénnen wir von diesem Pfad auch auf
alle anderen Pfade p : x =4 y schlielen und somit die Aussage auch fiir alle
x,y: Aund p: z =4 y als bewiesen ansehen, da wir den Pfad refl, : x =4 z
immer zu einem Pfad p : x =4 y verdndern kénnen.

Formal bringt uns dies zu dem folgenden Induktionsprinzip fiir Identitéts-
typen: Sei D : I . 4)(* =4 y) — U eine Familie von Typen und

d : Mg 0D (2, z,refl;)
eine abhéngige Funktion. Dann gibt es auch eine abhéngige Funktion
f i yet) L pa— 4y D(, ¥, D)
mit
f(z,x,refly) = d(x).

Wollen wir dies nun mit der uns bisher bereits bekannten Schreibweise fiir
Induktionsprinzipien formulieren, bekommen wir folgendes Prinzip:

Pfadinduktion:
ind—, : H(D:H(I’y:m(x:Ay)%M)(H(I:A)D(x,a:,reﬂx)) —
gy ) o= ) D (2, 9, D)
mit der Gleichung
ind— ,(D,d, z, x,refl;) = d(x)
Haben wir also eine Aussage iiber Pfade, die wir beweisen wollen, nutzen wir
hierfir das Prinzip der Pfadinduktion. Mit diesem reicht es also zu zeigen,

dass die Aussage fiir den konstanten Pfad refl, : x =4 x fir x : A gilt, um auf
alle anderen Pfade dieser Art zwischen zwei Objekten schliefen zu kénnen.
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1.3 Aussagen iiber Pfade

Wir haben jetzt schon alle wichtigen Typen mit samt ihren Rekursions- und
Induktionsprinzipien bereits kennen gelernt und kénnen somit Aussagen in die
entsprechenden Typen iibersetzen und beweisen. Am wichtigsten flir uns ist
dabei das Prinzip der Pfadinduktion, auf das wir als nichstes genauer einge-
hen wollen, in dem wir es an einigen Aussagen anwenden.

Sétze und Beweise dieses Kapitels sind grofiteils auch in Kapitel 2.1 bis Kapi-
tel 2.3 von [6] zu finden.

Der konstante Pfad mit demselben Anfangs- und Endpunkt ist nennt sich
das Reflexivititselement refl, : © = x. Doch auch andere Eigenschaften wie
Symmetrie und Transitivitdt besitzen solche Pfade, die wir mit folgenden zwei
Lemmas einfiihren wollen.

Lemma 1.3.1: Symmetrie der Pfade
Das Inverse eines Pfades p: x =4 y ist eine Funktion

pli(z=y) = (y=1),

also eine Abbildung p — p~', die fiir jeden Typ A :U und alle x,y : A existiert
und fiir die fiir alle x : A gilt: refi;! = refl,.

1 wollen wir

Beweis. Die Existenz des Inversen, also dieser Funktion p — p~
nun beweisen. Dafiir wollen wir die Aussage zuerst einmal in einen Typ tiber-
setzen, bevor wir mithilfe der Pfadinduktion zeigen, dass ein Objekt dieses

Typs existiert.

Mithilfe der Tabelle am Anfang des Kapitels kénnen wir die Aussage in fol-
genden Typ iibersetzen:
H(A:U)H(m,y:A) ('CC = y) - (y = CIZ)
Sei also A : U beliebig, aber fest und sei D : Il(, . 4)(z = y) — U eine Familie
von Typen, die wir definieren durch
D(z,y,p) = (y = z).

Nach dem Prinzip der Pfadinduktion brauchen wir jetzt also nur zeigen, dass
fiir dieses beliebige A : U ein Objekt des Typs D(x, z,refl,) fiir x : A existiert.
Nach Definition unseres Typs gilt

D(z,z,refl,) = (x = x)

x = x ist bekanntlich der Typ unseres Refexivitdtselements refl,, also gibt es
ein Objekt mit dem gewiinschten Typ und somit kénnen wir uns die abhéngige
Funktion

18
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d = Az.refly : (54 D(x, z,refl;)

eindeutig konstruieren, wodurch nach dem Prinzip der Pfadinduktion nun also
ein Objekt

ind:A(D7 d7x7y7p) : (y = Z’)

fiir alle p : x = y existiert.

Also gibt es ein Objekt des angegebenen Typs und somit gilt die Aussage
als bewiesen, das Inverse existiert und liefert uns ebenso refl;! = refl,.
O

Lemma 1.3.2: Transitivitit der Pfade
Die Verkniipfung, auch Komposition, zweier Pfade p : x = y und q : y = z,
also eine Abbildung p — q — p - q der Form

(=y) = Wy=2)—(r=27)
existiert fir alle Typen A :U und x,y,z : A und fir alle x : A gilt dann

refl, - refl, = refl,.

Folgende Skizze soll die Aussage dieses Lemma verdeutlichen:

Abbildung 3

Wir gehen also zuerst entlang des Pfades von x nach y und dann von dort aus
weiter den néchsten Pfad entlang nach z. Insgesamt sind wir also einen Pfad
von x nach z entlang gegangen.
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Kommen wir nun zum Beweis der Existenz der Funktion, die uns die Kompo-
sition zweier Pfade beschreibt.

Beweis. Diesmal haben wir zwei Pfade p und ¢, fiir die wir die Pfadinduktion
anwenden wollen, denn letztlich wollen wir ein konkretes Objekt konstruieren.
Wiirden wir nur iiber p oder q induzieren, hatten wir den jeweils anderen Pfad
immer noch stellvertretend fiir alle Pfade zwischen den beiden Variablen in-
nerhalb unseres Objekts, sodass wir nicht nur ein einzelnes, genau definiertes
Objekt unseres Typs erhalten, sondern einen weiteren Typ, der vom Typ des
gesuchten Typs ist.

Beginnen wir also mit der Induktion tiber den ersten Pfad p. Sei dafiir jetzt
Dy : Ty 4. 4)(z = y) — U eine Familie von Typen. Ubersetzen wir dafiir die
Aussage in einen Typ, erhalten wir fiir Dy die Definition

Dy (IE, y,P) = H(Z:A)H(q:y:z) ([E - Z)
Damit folgt
Dy (IL‘, €, reﬂx) = H(z:A)H(q:ac:z) (:L' = Z)‘

An dieser Stelle miissen wir eine weitere Induktion {iber ¢ einbauen, indem wir
die Familie von Typen Dy : I, ,.4)(z = 2) — U definieren durch

Dy(z,2,q) = (z = z)
Damit gilt
Dy(z,z,refl,) = (z = x)
und dieser Typ beinhaltet wieder das Reflexivitdtselement refl,.
Somit kénnen wir uns mit zweimaliger Pfadinduktion ein Objekt des gesuchten
Typs konkret definieren durch
d = Az.refly : (5. 4 Da2(z, 2, vefl,)
und die Existenz des Typs
Hgyza)(z=y) =y =2 — (=2

der Komposition zweier Pfade p und ¢ als bewiesen ansehen.
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Um mit dem Inversen und der Komposition von Pfaden auch arbeiten zu
koénnen, wollen wir noch ein paar Aussagen dariiber beweisen.

Lemma 1.3.3: Fir A :U und z,y,z,w : Amitp :x =y, q:y =z und
r:z=w gilt:

a) p-refly =pund refl, -p=1p

b) p-p~t =refl, und p~! - p = refl,
c)p=(p")"

d) (p-q)-r=p-(qg-7)

Beweis. Alle vier Aussagen kénnen wir uns anhand &hnlichen Skizzen wie
Abbildung 3 (vgl. Seite 18) ziemlich gut vorstellen. Kommen wir nun also zum
formalen Beweis dieser Aussagen, wofiir wir wieder Pfadinduktion verwenden.

a) Beginnen wir wieder damit, dass D : I, .4)(z = y) — U fiir ein A : U
eine Familie von Typen sei, definiert durch

D(z,y,p) = (p-refl, = p).
Dann gilt hier D(z,z,refl,) = (refl, - refl, = refl,).
Wir wissen bereits, dass refl, - refl, = refl, gilt, womit folgt, dass
D(z,z,refl,) = (refl, = refl,).
Also finden wir eine abhédngige Funktion
d = Az.reflien, : (5.0 D(7, 2, refly).

Damit liefert uns das Prinzip der Pfadinduktion nun fiir alle p: ¢ = ¥y
ein Objekt

ind—a(D,d,z,y,p) : (p-refl, = p)

Also haben wir ein Objekt im gegebenen Typ gefunden und somit ist die
Aussage bewiesen.

Die zweite Gleichung refl, - p = p kann man analog zeigen, weswegen
wir den Beweis dafiir hier auslassen werden.
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b)

Sei D : I, 4. a) (x = y) = U wieder eine Familie von Typen fiir ein A : U
definiert durch

D(z,y,p) = (p-p~" = refly)
Dann gilt D(z, x,refl,) = (vefl, - refl;! = refl,).

Wir wissen bereits, dass refl; L = refl, und refl, - refl, = refl,. Da al-
so refl,, - 1reﬂ:;1 = refl,, - refl, = refl,, folgt:

D(x,z,refly) = (refl, = refly)
Also finden wir eine abhéngige Funktion
d = Av.refleen, : Uy, a)D (2, z,refl;)
und somit mithilfe der Pfadinduktion auch fiir alle p : x =4 y ein Objekt
ind_a(D,d,z,y,p) : (p-p~t = refl,),
womit die Aussage bewiesen wére.

Die zweite Gleichung p~!

den.

-p = refl, kann wieder analog gezeigt wer-

Sei die Familie von Typen D : Tl (, 4. 4y(* = y) — U fiir ein A : U definiert
durch

D(z,y,p)=(p=(@")")
Mit dem Wissen, dass refl;! = refl, folgt hier

D(z,z,refl,) = (vefl, = (vefl; 1))
(refl, = (refl,) ™)
(refl, = refly)

Somit finden wir wieder eine abhéngige Funktion
d = Az.reflien, : I, 0)D(x, 2, refl;)

und nach dem Prinzip der Pfadinduktion fiir alle p : x =4 y ein Objekt
ind—a(D,d,z,y,p): (p=(p~ "))

womit wir ein Objekt im gesuchten Typ gefunden und somit die Aussage
bewiesen haben.
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d) Hier haben wir wieder mehrere Pfade iiber die wir induzieren miissen, um
ein konkretes Element konstruieren zu kénnen. Sei A : U ein beliebiger
aber fester Typ und sei zuerst Dy : Il(, . 4)(* = y) — U eine Familie
von Typen, die definiert ist durch

D, (.’L‘, y,p) = H(z,w:A)H(q:y:z)H(T:z:w)((p ) q) r=p- (q ) T))
Dann gilt
D, (l’, x, reﬂx) = H(z,w:A)H(q::c:z)H(r:z:w)((reﬂm ) Q) - =refly - (q : 7"))

Sei als néichstes Dy : Il(,..4)(z = 2) — U eine Familie von Typen
definiert durch

Dy (1’, 2y CI) = H(w:A)H(r:zzw)((reﬂLU ’ Q) -1 = refly - (q ’ 71))
Dann gilt
DQ(.%', z, reﬂx) = H(w:A)H(r:x:w)<(reﬁz -refly) - r = refly - (vefl, - T))

Und sei als letztes D3 : I(;.4)(z = w) — U eine Familie von Typen
definiert durch

Ds(z,w,r) = ((refly - refl,) - r = refl, - (refl, - 7))

Da wir wissen, dass refl, - refl, = refl,, gilt, folgt nun

Ds(z, z,refl,) = ((refl, - refl;) - refl, = refl, - (vefl, - refl;))
(refl, - refl, = refl, - refl,)
(refl, = refl,)

Also gibt es eine abhédngige Funktion
d = Az.reflien, : (5.4 D3(z, 2, vefly)

Dreimalige Pfadinduktion liefert uns also den Beweis der Assoziativitit
bei der Komposition von Pfaden.

O]
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Da wir nun schon ein wenig mit Pfaden arbeiten kénnen, wollen wir uns als
néichstes anschauen, wie sich Funktionen auf diese auswirken. Denn wenn es
in A einen Pfad von x nach y gibt, miissen wohl auch f(x): B und f(y) : B
fiir eine Funktion f: A — B einen Zusammenhang haben.

Lemma 1.3.4: Fir eine Funktion f : A — B und xz,y : A gibt es eine
Funktion

aps : (z=ay) = (f(z) =p f(y))

mit apy(refly) = refl(,).

Nachfolgende Skizze soll verdeutlichen, was diese Funktion aussagt:

Abbildung 4

Gibt es also einen Pfad p von x nach y, sind « und y also propositional gleich,
dann soll es auch einen Pfad geben, der f(z) und f(y) verbindet, also auch
diese sollen propositional gleich sein.

Beweis. Sei fiir A : U eine Familie von Typen D : Tl .4 (x = y) — U
definiert durch

D(z,y,p) = (f(z) = f(y))
Dann gilt also D(z, z,refl,) = (f(z) = f(z)) und somit gibt es eine abhéingige
Funktion
d = Azv.reflpyy : Higa)D(z, 2, vefly)

Pfadinduktion liefert uns also ein Objekt des gesuchten Typs und gibt uns
damit die Existenz der Funktion apy : (x =4 y) = (f(x) =p f(y)), bei der
fiir alle z : A gilt: apy(refl,) = reflf,)

O
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Um auch mit dieser Funktion arbeiten zu kénnen, gibt es ein paar hilfreiche
Regeln, die wir im néchsten Lemma anfiihren.

Lemma 1.3.5: Seien f: A — B und g : C — E Funktionen und p:x =4y
und q : y =4 z zwei Pfade in A mit x,y,z: A. Dann gilt:

a

D

ps(p-q) =ap(p) - aps(q)
1

o

)
) aps(p') = ap;(p)~
c) apgy(aps(p)) = apgor(p)
d) apia,(p) =p

Beweis.

a) Nachdem die Aussage zwei Pfade p und ¢ beinhaltet, miissen wir wieder
iiber beide Pfade induzieren. Dafiir beginnen wir mit einer Familie von
Typen Dy : g yay(z = y) — U fiir A : U und f : A — B definiert
durch

Di(z,y,p) = Uy igy=2(aps(p - ¢) = aps(p) - apy(q))
Damit folgt
Dy(x, z,refl,) = H(z:A)H(q:m:z) (apf(reﬂ:c q) = apf(reﬂx) ) apf(‘]))'

Sei also weiter Dy : I, .. 4)(* = z) — U eine Familie von Typen definiert
durch

Dy (x, 2,q) = (aps(refly - q) = ap(refl,) - aps(q))

Wir wissen bereits, dass refl, - refl, = refl, und apg(refl;) = refly(,) gilt,
und deswegen folgt

Dy(z, x,vefly) = (aps(refl, - refly) = aps(refly) - apf(refly))
= (apf(reﬂx) = reﬁf(x) : reﬂf(m))
= (reﬂf(x) = reﬂf(m))

Somit gibt es eine abhingige Funktion
d = Av.refleq,, : My a)D2(z, 7, vefl;)

Mit zweimaliger Pfadinduktion finden wir also ein konkretes Objekt des
zuerst definierten Typs und somit ist die Aussage bewiesen.
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b)

Sei hierfiir D : II(; ,.4)(z = y) — U eine Familie von Typen mit A : U
und f: A — B definiert durch

D(z,y,p) = (ap;(p~") = ap;(p) ")
Mit dem Wissen, dass apg(refl;) = refly,) und refl; L = refl, folgt dann
D(x,x,refly) = (apf(reﬂgl) = apf(reﬂgc)_l)
= (apy(refly) = reﬂ;(lx))
= (reﬂf(m) = reﬂf(x))
Also gibt es also eine abhéingige Funktion
d = Av.refleq, ,, Uz ) D(z, 2, vefly)
und somit liefert das Prinzip der Pfadinduktion den Rest des Beweises.
Sei D : U .4y (r = y) — U eine Familie von Typen fiir A : U und
f:A— Bund g:C — E definiert durch
D(z,y,p) = (ap,(ap;(p)) = apyos(p))
Da wir wissen, dass ap;(vefl;) = refly(,) gilt, folgt hierfiir
D(x,z,refl;) = (ap,(aps(refly)) = ap o p(refls))
= (ap (reﬂf ) = reflgop(a))
(refly(f(z)) = reflgof(z))
(feﬂgoﬂ:c) = reflyos(r))

Also gibt es eine abhéngige Funktion

d = Mv.refleq L (g:a) D (7, 7, refly ),

gof(z) *

womit das Prinzip der Pfadinduktion uns nun die Aussage als bewiesen
ansehen l&sst.

Sei hier idg4 : A — A fiir A : U gegeben und eine Familie von Typen
D : 1Ly 4.4y (x = y) — U definiert durch

D(z,y,p) = (apiqa, (p) = P)
Wegen ida(r) =z und apg(refl;) = refly(,y folgt fiir den Fall f =ida

D(z,z,refly) = (apjq,, (vefly) = refly)
(refliq , () = refly)
(refl, = refl,)
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Damit gibt es also eine Funktion
d = Az.reflien, : (.0 D(7, 2, Tefly).

Somit gilt die Aussage nach dem Prinzip der Pfadinduktion als bewiesen.
O

Nun wissen wir also bereits fiir Funktionen, dass diese Riicksicht auf proposi-
tionale Gleichheit nehmen. Gibt es einen Pfad p von x nach y, so gibt es auch
einen Pfad von f(x) nach f(y), den uns die Funktion apy liefert. Doch wir
wollen uns ebenfalls noch ansehen, wie es mit Familien von Typen aussieht,
wie P(x) und P(y) zueinander stehen, wenn es einen Pfad p von = nach y gibt.

Lemma 1.3.6: Transport
Fir eine Familie von Typen P : A — U mit einem Typ AU undp:x =y
gibt es eine Funktion

P« P(z) = P(y).

Bewets. Lasst uns jetzt also zeigen, dass tatséichlich solch eine Funktion exis-
tiert. Dafiir nutzen wir wieder das Prinzip der Pfadinduktion, beginnend mit
einer Familie von Typen D : I, . 4)(* = y) — U fiir A : U definiert durch

D(z,y,p) = P(z) = P(y)
Dann gilt natiirlich
D(z,z,refl,) = P(x) — P(x).
Und somit gibt es eine abhédngige Funktion
d = Az.idp(y) : (.4 D(x, z,refl;)

und mit Pfadinduktion kénnen wir uns nun also fiir alle p : = y die Funktion
ps« wie folgt definieren:

p« = ind—a(D,d, z,y,p) : P(x) = P(y).

Also existiert eine derartige Funktion.
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Diese Aussage bedeutet also, dass eine Familie von Typen P iiber einen Typ A
Gleichheit in A anerkennt. Wenn x und y in A propositional gleich sind, dann
sind auch P(z) und P(y) gleich, was bedeutet: Gibt es in A einen Pfad von x
nach y, dann gibt es auch einen Pfad zwischen P(z) und P(y), wie folgende
Abbildung verdeutlicht:

P(x)

Abbildung 5

Die Notation p!’ nutzen wir anstelle von p,, um die Familie von Typen P, mit
der wir gerade arbeiten, ebenfalls anzugeben.

Um damit auch arbeiten zu kénnen, brauchen wir aber noch eine Aussage
iiber den Zusammenhang zwischen diesen beiden Funktionen.

Lemma 1.3.7: Sei f : H(x:A)P(x) eine abhdangige Funktion ber einen Typ
A : U und eine Familie von Typen P : A — U, dann gibt es eine ebenfalls
abhdangige Funktion

apdf : H(p$:y)(pf(f(x)) =P(y) f(y))

Dieses Lemma sagt uns also, wenn es in A einen Pfad p zwischen x und y
gibt, dann gibt es auch in P(y) einen Pfad apd; zwischen p'(f(z)) und f(y).
Die Funktion p! transportiert den Punkt f(z) : P(x) also in den Typ P(y),
sodass dann pf(f(z)) : P(y) gilt, damit wir innerhalb des Typs P(y) einen
Pfad nach f(y) : P(y) finden koénnen.
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Diese Abbildung soll die gerade getroffene Aussage verdeutlichen.

Abbildung 6

Beweis. Kommen wir nun also dazu, die Aussage auch formal zu beweisen.
Dafiir sei D : I1(; 4. 4)(z = y) — U eine Familie von Typen definiert durch

D(x,y,p) = (L (f(x)) = [ (1))
Wie vorher bereits erklirt, gilt (refl,)?(f(z)) = f(z) und somit folgt

Also gibt es eine abhédngige Funktion
d = Azv.reflyyy : Hig ) D(z, 2, vefly)
Fir alle p: ¢ = y mit z,y : A liefert uns das Prinzip der Pfadinduktion nun
apdy : pf (f(z)) = f(y) -
O

Nicht alle Familien von Typen héngen von einem anderen Typ ab und wie be-
reits bei der Definition von Familien von Typen gesehen gibt es auch Familien
konstanter Typen, also eine Familie von Typen P : A — U mit P(x) = B fir
A, B :U und z : A. Auch hierfiir kénnen wir eine Aussage liber diesen gerade
kennen gelernten Pfad apd; machen.

Lemma 1.3.8: Sei P: A — U mit P(x) = B fir x : A und ein festes B : U
und sei b: B. Dann gibt es fir p:x =y mit x,y : A den Pfad

transportconstf(b) :pP(b) = b.

Beweis. Sei also b : B beliebig, aber fest fiir B : . Dann definieren wir die
Familie von Typen Dy, : I, . 4) (2 = y) — U durch

Dy(z,y,p) = (pf (b) = b)
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Wir wissen bereits, dass (refl,)f(b) = idg(b) = b gilt, und somit folgt

Dy(z, z,refl,) = ((refl,)T (b) = b)
=(b=0»)
Also finden wir eine abhédngige Funktion
d = Az.refly : Tl ;. 4) Dy (z, 7, vefl,)

womit Pfadinduktion den Rest des Beweises und somit auch die Existenz von
transportconstf(b) :pP(b) = b fiir alle p: x = y und x,y : A liefert.
O

Damit kénnen wir nun auch einen Zusammenhang zwischen ap; und apdy
herstellen, wie folgendes Lemma zeigt:

Lemma 1.3.9: Sei f: A— Bundp:x =4y, dann gilt:

apdy(p) = transportconstf(f(x)) -ap(p).

Beweis. Dafiir beginnen wir wieder mit D : IL(, . 4)(z = y) — U, einer Familie
von Typen, definiert durch

D(z,y,p) = (apd(p) = transportconst,) (f(x)) - ap;(p))

Mit dem Wissen, dass sowohl transportconstiﬂm (f(x)) = refly(,) und ebenfalls
apy(refly) = reflf(,) als auch apdy(refl,) = refly(,) und refl, - refl; = refl, gilt,
folgt hier

D(z,x,refl,) = (apds(refl,) = transportconstgﬁz (f(x)) - apy(refly))

(refly(p) = refly) - refly(p))
(refly(p) = refly())

Also finden wir eine abhéngige Funktion

d = Avrefle, )  H.a)D(z, 2, refly),

)
womit das Prinzip der Pfadinduktion nun den Beweis vervollstandigt.
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Fiir diese Funktionen gibt es noch ein paar weitere hilfreiche Aussagen, die
wir jetzt am Ende dieses Kapitels beweisen wollen.

Lemma 1.3.10:
a) Fir P:A—U,p:x=4Yy,q:y=4zundu: P(x) gilt:
@ (p«(u)) = (P @)«(u)

b) Sei f : A — B eine Funktion, P : B — U eine Familie von Typen,
u: P(f(x)) undp:x=4y. Dann gilt

Po
P () = (aps (p)) (u)
c) Seien P,Q : A — U Familien von Typen dber einen Typ A : U und

[ gayP(r) — Q(z) eine abhingige Funktion. Seien u : P(x) und
p:x =7y, dann gilt

P2 (fa(w)) = f(pL (u))
Beweis.

a) Hier gibt es wieder zwei Pfade p und ¢, tiber die wir induzieren miissen,
um ein konkretes Objekt angeben zu kénnen. Beginnen wir also mit einer
Familie von Typen DY : I, ,.4)(z = y) — U definiert durch

D11L($7 yvp) = H(z:A)H(q:y:z) (Q* (p* (u)) = (p ’ q)*(u))
Dann gilt
D%(x7 €, reﬂr) = H(z:A)H(q:x:z)(q*((reﬂJB)*(u)) = (reﬂw ’ Q)*(u))

Sei weiter Dy : I, ..4)(z = 2) — U eine Familie von Typen definiert
durch

D3(2,2,q) = (g« ((refly)«(u)) = (vefly - g)«(u))

Mit dem Wissen, dass refl, - refl, = refl, und (refl;).(u) = w fur u : P(x)
folgt nun
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1 Fundamentale induktive Typen der Homotopietypentheorie

c)

Also finden wir eine abhéngige Funktion
d = Az.refly : I, 4) DY (z, 2, vefly ),

womit die Aussage nach dem Prinzip der Pfadinduktion als bewiesen
gilt.

Sei f: A — B eine Funktion und D, : I, .4y (7 = y) — U eine Familie
von Typen mit

Du(z,y,p) = (07 (u) = (ap;(p))F (1))

Dann folgt mit (refl,)! (a) = a fiir a : P(x) und apy(refl,) = refly(,) und
da u: P(f(x))

Dy(z,x,refl,) =

((refly)y"* (u) = (apy(refls))y ()
(u = (reflpy))L (u))

(u=u)

Also finden wir eine abhéngige Funktion
d = Av.refly : Tl (. 4y Du (2, x, vefl;)

und Pfadinduktion gibt uns damit die gewiinschte Gleichheit fiir alle
p:rx=ymitazxy: A

Sei Dy, : i, 4.4y (7 = y) — U eine Familie von Typen definiert durch
Du(z,y.p) = (09 (fu(w) = £, (L (u)))

Da fy(u) : Q(z) fir w : P(x) fir ein z : A und (refl;).(a) = a fir
a: P(x), folgt also

Dy(x,z,refly) = ((refly) 2 (fo(u) = fu((vefly)] (u)))
= (fo(u) = fo(u))

Also finden wir eine abhéngige Funktion
d = Avrefly () 1 g a)Du(z, 7, 1efly),

sodass das Prinzip der Pfadinduktion den Beweis vervollstandigt.
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der
univalenten Typentheorie

Im ersten Kapitel haben wir nun mehrere grundlegende Typen kennengelernt
und dabei bereits auch einige spezielle induktive Typen.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit wollen wir uns dieses Prinzip induktiv de-
finierter Typen noch einmal genauer ansehen. Fiir einen induktiv definierten
Typ haben wir also endlich viele Konstruktoren, durch die wir alle Elemen-
te des entsprechenden Typs beschreiben koénnen, so besteht zum Beispiel der
Typ der natiirlichen Zahlen nur aus zwei Konstruktoren, aus der 0 und der
Funktion, die eine natiirliche Zahl auf ihren Nachfolger abbildet. Jede natiirli-
che Zahl ist also entweder die 0 oder der Nachfolger einer anderen natiirlichen
Zahl. Auflerdem haben wir zu jedem dieser Typen das passende Induktions-
prinzip kennen gelernt.

Zuerst wollen wir aber noch zeigen, dass diese Induktionsprinzipien auch ein-
deutig sind, dass induktiv definierte Typen generell eindeutig sind. Damit

werden wir uns im néchsten Teil dieser Arbeit beschéftigen.

Sétze und Beweise dieses Kapitels sind auch in den Kapiteln 2.4, 2.9.; 2.10,
den Kapiteln 3.1 bis 3.3 und den Kapiteln 5.1 und 5.2 von [6] zu finden.
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2.1 Axiome der Typentheorie

Zu zeigen, dass ein Induktionsprinzip oder ein induktiver Typ eindeutig ist, ist
damit verkniipft, zu zeigen, dass zwei gleich aussehende induktive Typen auch
tatséchlich gleich sind. Um aber iiberhaupt eine Aussage dariiber machen zu
kénnen, ob zwei Typen &dquivalent zueinander sind, miissen wir erst einmal
wissen, was dies bedeutet.

2.1.1 Aquivalenz von Typen

Bevor wir aber zu den noétigen Axiomen der Typentheorie kommen, die uns
letztlich erst Aquivalenz von Typen liefern kénnen, miissen wir uns davor an-
schauen, wie eben gesagt, was es heifit, dass zwei Typen gleich sind, dass sie
also dquivalent zueinander sind. Beginnen wir dafiir mit der Aquivalenz von
Funktionen. Dies benétigt jedoch ein wenig Vorarbeit.

Unsere Intuition sagt uns, dass zwei Funktionen f,g gleich sind, wenn sie
an jedem Punkt gleich sind. Ubersetzen wir dies mithilfe unserer Tabelle am
Anfang des ersten Kapitels (vgl. Seite 5), erhalten wir den Typ der folgenden
Definition:

Definition 5: f~g
Seien f, g : ;. 4)P(x) zwei abhéingige Funktionen iiber die Familie von Typen
P : A — U. Dann nennen wir die abhingige Funktion

(f ~9) = g (f(z) = 9(z))

eine Homotopie von f nach g.

Fir den Fall, dass wir eine unabhéngige Funktion f : A — B haben, kon-
nen wir dennoch mit dieser und allen folgenden Definitionen und Aussagen
arbeiten, indem wir die Familie von Typen P : A — U einfach als konstante
Familie ansehen, dass P also unabhéngig von z : A ist. Wenn wir dies aber
genauer betrachten, beinhaltet dieser Typ nur Pfade, gibt uns also nur propo-
sitionale Gleichheit zwischen den Funktionswerten. Dieser Typ gibt uns somit
tatsdchlich noch nicht die Gleichheit beider Funktionen.

Definition 6: (g,«, )
Das Tripel (g, «, 5), wobei g : B — A eine Funktion ist und « und  Homoto-
pien sind vom Typ

a:fog~idpg und B:go f~idy,

nennen wir das Quasi-Inverse einer Funktion f : A — B, wobei wir den Typ
dieser Quasi-Inversen definieren als qinv(f), sodass gilt: (g, a, 8) : qinv(f).
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Um nun auch Aquivalenz von Typen untersuchen zu konnen, brauchen wir
folgende, daraus resultierende Definition:

Definition 7: (Voevodsky) A~y B
Der Typ, der definiert ist durch

(A~ B) =% .45B) ((Z(g:B%A)(f og~ idB)) X (E(h:B—m)(h of~ idA))),

ist der Typ einer Aquivalenz von A nach B.

Gibt es also ein Objekt im Typ A ~ B sprechen wir von Aquivalenz zwi-
schen den Typen A : U und B : Y. Mithilfe dieser Definition wiirde uns unsere
Intuition sagen, dass fiir zwei abhéngige Funktionen f, g : (. 4)P(z) gilt:

(f = 9) 2u (Haen) (F(@) =p(a) 9()))

Funktionen waren also gleich, wenn sie an allen Punkten gleich sind. Doch
wenn wir dies nun genauer betrachten, bedeutet das, dass ein Pfad im Raum
der Funktionen, also ein Pfad von f nach g, dasselbe ist wie eine Homotopie,
wie wir sie in Definition 2.1.1 kennen gelernt haben, also Pfade zwischen f(x)
und g(z) fiir alle z : A.

Tatséchlich konnen wir mithilfe von Pfadinduktion zeigen, dass es eine Funk-
tion gibt, die vom Typ f = g in den Typ Il .4)(f(z) =p(s) g(z)) abbildet.

Beweis. Sei die Familie von Typen D : H(f’g:n(x:A))P(x)(f = g) — U definiert
durch

D(f,9,p) = Uiga) f(2) =pa) 9()
Dann gilt
D(f, f,refly) = Hz.n) f(2) =p@) f()
Somit kénnen wir uns die abhéngige Funktion

d = Az.refly,) : H(f:H(E:A)p(QC))D(f, forefly)

definieren, sodass das Prinzip der Pfadinduktion uns die Existenz der Funktion
happly : Iy g1, 4 P(a)) (f = 9) = (wa) f(2) =p(a) 9(2)
mit happly(refly) = Az.refly(, liefert.
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2.1.2 Das Extensionalitatsaxiom

Wir haben bereits gezeigt, dass es eine Funktion

happly : Iy g1, 4 P(e)) (f = 9) = Wwn) f(2) =p(a) 9(2)

gibt. Zu zeigen, dass es auch eine Funktion

funext : (T (f(2) = 9(2)) = (f = 9)

gibt, insbesondere eine Funktion, die quasi-invers ist zu der Funktion, deren
Existenz wir bereits gezeigt haben, ist mit Pfadinduktion nicht mehr mog-
lich. Um also wirklich davon ausgehen zu konnen, dass Funktionen in beide
Richtungen existieren, brauchen wir folgendes Axiom.

Extensionalitatsaxiom:
Die Funktion

happly : (f = g) = H.a)(f(*) =p() 9(z))

ist fiir jeglichen Typ A : U und jegliche abhangige Funktionen f,g tber jegliche
Familie von Typen P : A — U eine Aquivalenz.

Um erst einmal auf etwas zurilickzugreifen, was wir bereits im ersten Kapitel
kennen gelernt haben, wollen wir noch einmal auf die Funktion p, zuriick-
kommen, deren Existenz wir erstmals in Lemma 1.3.6 gezeigt haben. Diese
Funktion lieferte uns im Groben eine Moglichkeit zu sagen, wenn x zum Bei-
spiel eine Eigenschaft besitzt und  und y propositional gleich sind, dass dann
auch y diese Eigenschaft besitzen muss. Wir hatten also gezeigt, dass gilt:

p«(u) @ P(y) mit u: P(x).
Lemma 2.1.2.1: Fir A,B: X - U,p:x=xy, [ UgaA(r) = B(r) und
g9 Aly) = B(y) gilt:

(p*(f) = g) =u H(a:A(x)) (p*(f(a)> = g(p*(a))>

Um an dieser Stelle davon ausgehen zu kénnen, dass diese beiden Typen aqui-
valent sind, brauchen wir also das Extensionalitdtsaxiom, um tatsachlich die
Existenz von quasi-inversen Funktionen in beide Richtungen annehmen zu
kénnen.
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Anschaulich kénnen wir die Aussage des Lemmas mithilfe folgender Skizze ein
wenig besser nachvollziehen.

Abbildung 7

2.1.3 Das Univalenzaxiom

Als nichstes wollen wir noch einmal auf die Aquivalenz von Typen zuriick-
kommen. Fiir Typen A, B : U kénnen wir uns bekanntlich den Typ A = B
definieren, der im Grunde genommen aussagen soll, dass A und B innerhalb
eines Universums gleich sind, dass also A >~ B gelten soll. Wir kénnen tat-
sdchlich auch wieder zeigen, dass es eine Funktion

idtoeqv : (A =y B) — (A ~y B).

fiir Typen A, B : U gibt. Doch auch hier kénnen wir die Existenz einer quasi-
inversen Funktion mithilfe dessen, was uns in der Typentheorie zur Verfiigung
steht, nicht garantieren. Daher gibt es folgendes Axiom.

Univalenzaxiom:
Fiir A, B : U ist die Funktion idtoeqv eine Aquivalenz.

Das Axiom gibt uns so die Existenz einer Funktion
ua: (A~y B) — (A=y B),
und garantiert damit
(A =y B) ~y (A >~y B).

Es dhnelt also dem Extensionalitdtsaxiom mit dem Unterschied, dass hier Ty-
pen und keine Funktionen betrachtet werden.
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2.2 Eindeutigkeit induktiver Typen

Da wir also bereits mehr dariiber wissen, wann Funktionen und Typen gleich
sind und wir das eine mit dem anderen identifizieren kénnen, haben wir die n6-
tigen Axiome kennen gelernt, die uns iiberhaupt erst die Aquivalenz von Typen
und Funktionen geben. Wir kénnen nun also Aussagen iiber die Eindeutigkeit
von Funktionen und Typen machen, doch zu keinem Zeitpunkt haben wir
etwas iiber die Eindeutigkeit von Induktionsprinzipien oder der induktiv defi-
nierten Typen gesagt. Dies wollen wir jetzt nachholen. Dafiir behaupten wir,
dass ein Induktionsprinzip sogar die eigene Eindeutigkeit zeigen kann, was wir
zuerst am Beispiel der natiirlichen Zahlen (siehe Kapitel 1.2.9) auch zeigen
wollen.

Lemma 2.2.1:  Seien f, g : Il ;. P(x) 2zwei abhdngige Funktionen und
eo : P(0) e1 : Hppny P(n) — P(suce(n))

sodass gilt:

und

Dann sind f und g gleich.

Beweis. Wir zeigen wir dies mithilfe des Induktionsprinzip der natiirlichen
Zahlen. Dafiir beginnen wir mit der Familie von Typen D : N — U definiert
durch

D(z) = (f(z) = g(x))-

Fiir das Induktionsprinzip fiir natiirliche Zahlen haben wir also schon Objekte
des Typs P(0) und Il (,,.5y P(n) — P(succ(n)). Das Prinzip sagt uns aufierdem,
dass wir diese Gleichung zuerst einmal fiir das Element 0 zeigen miissen. Dafiir
folgt natiirlich:

f(0) = eg = g(0)

Nun nehmen wir an, dass es ein n : IN gibt, sodass gilt: f(n) = g(n). Mithilfe
dieser Annahme folgt dann:

f(suce(n)) = ex(n, f(n)) = ei(n, g(n)) = g(succ(n))

Damit sagt uns nun das Induktionsprinzip fir natiirliche Zahlen, dass gilt:
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Also haben wir jetzt gezeigt, dass es fiir jedes = : IN einen Pfad zwischen f(x)
und g(x) gibt. Um daraus folgern zu kénnen, dass wirklich f = g gilt, brauchen
wir hier wieder das Extensionalitdtsaxiom, das uns die Funktion

funext : (I (f(x) = 9(2))) = (f = 9)

liefert, mit der folgt, dass f und g gleich sind.
O

Und damit haben wir schliellich gezeigt, dass das Induktionsprinzip fir natiir-
liche Zahlen auch eindeutig ist. Mithilfe von Beweisen gleicher Art lésst sich
dies naturlich auch fiir alle weiteren Induktionsprinzipien zeigen.

Aber eigentlich wollen wir nicht nur wissen, dass das Induktionsprinzip fiir
einen induktiv definierten Typ eindeutig ist, sondern auch, dass induktive Ty-
pen selbst eindeutig sind. Haben wir also zwei Typen, die durch gleiche Kon-
struktoren definiert sind, wollen wir wissen, dass diese beiden Typen gleich
sind und wir den einen immer durch den jeweils anderen ersetzen konnen,
wenn wir dies benétigen. Dies wollen wir wieder am Beispiel der natiirlichen
Zahlen veranschaulichen und erkléren.

Nehmen wir also an, wir hiatten zwei induktiv definierte Typen, IN und IN/,
wobei IN dem Typ der natiirlichen Zahlen aus Kapitel 1.2.9 entspricht und IN’
als Konstruktoren die 0/ und eine Abbildung succ’ : IN" — IN’ besitzt. Dann
werden auch die Rekursion- und Induktionsprinzipien fiir IN/ genauso ausse-
hen wie die bereits bekannten Prinzipien fir IN. Definieren wir uns dafiir die
beiden Funktionen f : IN — IN und g : N/ — IN durch

fo)y=0o g(0)=0
f(suce(z)) = succ’(f(z)) g(succ’(z)) = suce(g(z))

Dann ist offensichtlich, dass diese beiden Funktionen quasi-invers zueinander
sind, da gilt:

Oy (F(9(n) = ') Ty (9(f(n)) =n n)

Beweis. Um zu zeigen, dass Il (f(g(n')) = n') gilt nutzen wir also das
Induktionsprinzip tiber IN'. Dafiir zeigen wir zuerst die propositionale Gleich-
heit fiir 0" : IN, wofiir gilt:

flg(0) = f(0) =0
Gelte nun f(g(n')) =n’ fur ein n’ : N'. Dann folgt

f(g(suec’(n'))) = f(suce(g(n'))) = suec’(f(g(n’))) = succ’(n')
Also gilt propositionale Gleichheit nach dem Induktionsprinzip fiir alle n’ : IN'.
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Um zu zeigen, dass . (g(f(n)) =n n) gilt, nutzen wir Induktion iiber IN.
Dafiir beginnen wir mit

9(f(0)) = g(0") =0

und nehmen nun an, dass g(f(n)) = (n) gilt fiir ein n : IN. Dann folgt

g(f(succ(n))) = g(suec’(f(n))) = succ(g(f(n))) = suce(n)

wodurch auch die zweite Aussage bewiesen ist.
O

Also sind f og ~ idys und g o f ~ idy Homotopien. Mit der in Kapitel 2.1
kennen gelernten Definition der Aquivalenzen von einem in einen anderen Typ,
wissen wir folglich, dass der Typ IN ~ IN existiert. Das Univalenz-Axiom liefert
uns wiederum eine Funktion

ua: (IN >~ N') —» (N =4 N),

die uns letzten Endes bestéatigt, dass die beiden Typen IN und IN' gleich sind
und somit immer nach Belieben ausgetauscht werden kénnen.

Beispiel 2.2.2: Definieren wir uns eine Funktion double : N — IN durch

double(0) =0

double(succ(n)) = succ(succ(double(n))),

Dann bringen die oben definierten Funktionen f : N — IN' und g : N/ — IN
zusammen mit der Funktion double’ : N/ — IN’ definiert durch

double’(0') = (¢
double’(succ’(n')) = (f o double o g)(n’)

das nachfolgende Diagramm zum kommutieren.

double
N

gl N |f

N ————— I
double’

Abbildung 8
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Betrachten wir noch einmal, was wir jetzt tatséchlich gemacht haben: Wir
haben uns einen weiteren Typ induktiv definiert, mit dem wir auch genauso
arbeiten kénnen und der genauso aussieht, wie ein induktiv definierter Typ,
den wir bereits kannten. Doch mithilfe von zwei quasi-inversen Funktionen
haben wir dann gezeigt, dass beide Typen doch gleich sind, was eben genau
bedeutet, dass dieser induktiv definierte Typ eindeutig ist. Da wir dies fir
jeglichen induktiv definierten Typ tun kénnten, liefert uns dies somit die Ein-
deutigkeit induktiver Typen.

Jetzt wollen wir noch anhand eines Beispiels zeigen, dass es auch reicht, das
ein Induktionsprinzip das andere impliziert, damit beide Typen gleich sind.

Dafiir betrachten wir den Typ List(1), dessen Objekte einelementige Listen
iiber den in Kapitel 1.2.7 kennengelernten Einheitstyp 1 sind. Diesen definie-
ren wir uns iiber ein Objekt

nil : List(1)
und eine Funktion
cons : 1 — List(1) — List(1)

als Konstruktoren. Dann wiirde uns das daraus entstehende Induktionsprinzip
sagen, dass wir fiir eine Familie von Typen P : List(1) — U die zwei Objekte
enil ¢ P(nil) und econs @ Tgpise(a)) P(I) — P(cons(x,1)) finden miissen, wobei
wir bereits benutzt haben, dass jedes Objekt im Einheitstyp gleich x : 1 ist.
Das bedeutet wiederum, dass es eine abhéngige Funktion f : I.pse(1)) P (1)
gibt mit

f(rlll) = €nil
f(COIlS(*, l)) = econs(‘)ﬁ L, f(l))

Definieren wir uns jetzt 0/ = nil mit ey : P(0") fiir eine Familie von Typen
P : List(1) — U und eine Funktion succ’ : List(1) — List(1) durch succ/(l) =
cons(x,1) mit es : Mpisea))P(1) — P(succ/(l)), dann kénnen wir ebenfalls
setzen:

€nil = €0

econs(*a la 1') = es(la ZL‘)
Dann koénnen wir damit folgende Gleichungen aufstellen:

F(0) = f(nil) = enyy = e
f(succ’(1)) = f(cons(*,1)) = econs(*, 1, f(1)) = es(l, f(1))
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Daran sehen wir, dass das Induktionsprinzip fiir den Typ List(1) das Indukti-
onsprinzip fiir den Typ IN’ impliziert, wobei wir bereits wissen, dass IN/ ~;; IN
gilt. Daraus konnen wir dann folgern, dass es eine Funktion f : List(1) — IN
gibt, definiert durch:

f(nil) =0
f(cons(x,1)) = succe(l)

und mit den in Kapitel 2.1 kennen gelernten Axiomen und Definitionen eben-
falls eine Funktion g : IN — List(1) definiert durch

g(0) = nil
g(succ(l)) = cons(x, 1)

Diese Funktionen veranschaulichen wir an folgendem Diagramm:

List(1)
; idyige(1)
N ——— List(1)
idy !
N

Abbildung 9

Somit sind f und ¢ offensichtlich quasi-invers zueinander, wobei wir idy und
idys(1) beziiglich propositionaler Gleichheit betrachten. Also folgt mit den
aus Kapitel 2.1 bekannten Axiomen und Definitionen, dass List(1) ~, IN gilt.
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

2.3 Mengen und univalente Propositionen

Bereits ganz am Anfang dieser Arbeit haben wir gesagt, dass wir den Ausdruck
x : A fur einen Typ A : U auch als "z ist ein Element von A" lesen kénnen.
Das verleitet einen vielleicht dazu, einen Typ A als Menge anzusehen, was
es jedoch nicht immer ist. Doch auch in der Typentheorie gibt es Typen, die
ebenfalls Mengen, auch 0-Typen genannt, sind. Doch bevor wir zu Mengen
kommen, wollen wir noch auf univalente Propositionen eingehen. !

Definition 8: wunivalente Proposition
Gilt fiir alle z,y : A fiir einen Typ A : U

r =1

dann nennen wir A eine univalente Proposition.
Diese Aussage in einen Typ tibersetzt lautet:

isProp(A) =, .4y (7 = y)

Ein Beispiel fiir eine univalente Proposition bietet der Einheitstyp 1. Rufen
wir uns noch einmal Abbildung 2 (vgl. Seite 15) in Erinnerung, so wissen wir,
dass es fiir alle  : 1 einen Pfad p, : * = % gibt. Definieren wir uns nun
P =Dz py ', 2 = y, kénnen wir so immer einen Pfad p : « = y fiir alle
x,y : 1 konstruieren, womit also isProp(1) nicht leer ist, sodass folgt, dass 1
eine univalente Proposition ist.

Lemma 2.3.1: Gibtes f : P — Q und g : Q@ — P fiir zwei univalente
Propositionen P,Q : U, dann gilt auch P >~y Q.

Beweis. Nachdem P, univalente Propositionen sind, also je zwei Objekte
z,y : P bzw. x,y : Q gleich sind, gilt hier also Il(,.q)f(g9(z)) = = und
Iy.pyg(f(y)) = y. Somit sind f und g quasi-invers zueinander und es folgt
mit den in Kapitel 2.1 kennen gelernten Definition und Axiomen, dass also
P >~y Q gﬂt.

O]

Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir nun noch einen Schritt weiter gehen und
folgende Aussage behaupten:

Lemma 2.3.2: Fs gilt P ~y 1, wenn P eine univalente Proposition ist und
xo : P, also P nicht leer ist.

Beweis. Sei xg : P und seien f: P — 1 und g : 1 — P definiert durch
f(x) =% g(x) = xo

!Soweit wir wissen, ist der Begriff iinivalente Proposition"M.Escard6 zu verdanken.
Im HoTT-Buch wird stattdessen der Begriff "mere proposition"verwendet.
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Da P eine univalente Proposition ist und somit alle Elemente = : P proposi-
tional gleich xq : P sind, reicht es zu zeigen, dass f und g fir = : 1, xg : P
quasi-inverse sind, da 1 ebenfalls eine univalente Proposition ist, wie oben
bereits erwdhnt. Hierfiir gilt:

9(f(z0) = g(*) =z
flg(¥)) = f(zo) = *
Also sind f und g tatséchlich quasi-inverse zueinander und mit dem letzten

Lemma folgt nun bereits P >~ 1.
O

Somit wissen wir jetzt, dass fiir alle univalenten Propositionen P gilt
P~ 1 oder P~ 0.
Schliefllich wollen wir aber noch auf Mengen in der Typentheorie eingehen.

Definition 9: Menge oder 0-Typ
Wenn fiir alle z,y : A und alle p,q : x =4 y gilt

pP=q
dann nennen wir den Typ A : U auch Menge.

Diese Aussage mithilfe der Tabelle am Anfang des ersten Kapitels (vgl. Seite
5) in einen Typ tibersetzt lautet dann:

isSet(A) = I, . )L (p giz—y)p = ¢

Ein einfaches Beispiel fiir eine Menge ist wieder der Einheitstyp 1. Wir wissen,
dass alle Elemente x, 4y : 1 propositional gleich sind. Wenn also alle Elemente
in 1 gleich sind, vor allem gleich x, dann miissen dementsprechend auch alle
Elemente p, q : x = y gleich sind.

FEinen Zusammenhang zwischen univalenten Propositionen und Mengen gibt
uns folgendes Lemma:

Lemma 2.3.3: Ist P eine univalente Proposition, dann ist P auch eine Men-
ge.

Beweis. Fiur eine univalente Proposition P sei f : isProp(P). Dann gilt also
fir z,y : P

flx,y):z=y

Sei nun z : P fest und definieren wir uns g(y) = f(z,y), dann gilt fir y,z : P
und p:y==z

apd,y(p) : p«(9(y)) = g(2)
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Stellen wir uns dies anhand einer Skizze wieder vor, erhalten wie folgende
Gleichung
9() -p=g(2)

und somit auch

p=9(y) " g(2)
Also gilt fiir beliebige z,y : Pund p,q: z =1y

1

p=g()"" - gy) =¢q

O
Mit diesem Lemma konnen wir ein weiteres Beispiel fiir eine Menge in der
Typentheorie anfithren. Denn auch die natiirlichen Zahlen IN sind eine Menge.
Der Typ & = y ist eine univalente Proposition und somit gilt (z =N y) >~ 1
oder (z =N y) ~ 0 und sowohl in 1 als auch in 0 sind alle Objekte gleich.

Daher gilt also p = ¢ fiir jegliche Pfade p,q : * =N y. Und somit ist IN auch
eine Menge.

Ausgehend davon kénnen wir nun auch eine Aussage iiber die Typen isProp
und isSet machen, wofiir wir aber noch eine weitere Definition benétigen.

Definition 10: 1-Typ
Wenn fiir alle z,y : P und p,q: x =y und r,s : p = ¢ gilt r = s, dann nennen
wir p einen 1-Typ.

Lemma 2.3.4: P ist ein 1-Typ, wenn P eine Menge ist, also wenn P ein
0-Typ ist.
Beweis. Sei P also eine Menge, was bedeutet, dass es f : isSet(P) gibt, sodass
fir z,y : P und p,q: x = y gilt:

fy,pa):ip=4q
Sei nun g : I1(4.5—y) (p = q) fiir feste z,y, p definiert durch

9(q) = f(z,y,p,9)
Sei noch r : ¢ = ¢/, dann gilt

apd,(r) : (9(p)) = 9(¢')
und somit, wenn man es anschaulich betrachtet, gilt auch
g9(p) - =y9(q)

und somit folgt auch g(p) - s = g(q) fir s : p = ¢, also gilt natiirlich r = s.
O
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Kommen wir zu den Typen isProp und isSet zuriick.

Lemma 2.3.5: Die Typen isProp(P) und isSet(P) fir einen Typ A : U sind
univalente Propositionen.

Beweis. Seien f,g : isProp(P). Nach Kapitel 2.1 reicht es zu zeigen, dass
f(x) = g(x) fir alle z,y : P gilt, um zu wissen, dass f = g gilt. Wir wissen,
dass P eine univalente Proposition ist und somit auch eine Menge. Somit gilt
alle Pfade p,q : ¢ = y fir z,y : P, dass diese gleich sind. Da p = f(x,y) und
q = g(x,y) genau Pfade in P sind, gilt also auch hier

f(xay) = g(ZL‘,y)

fir alle z,y : P, womit nun also folgt, dass f = g gilt.
Da P eben eine Menge ist, gilt fir z,y : Pund p,q:z =1y

p=4q
Fiir f,g : isSet(P) gilt somit auBerdem: f(x,y,p,q) : p = ¢ und g(x,y,p,q) :

p = q. Da wir gezeigt haben, dass fiir eine Menge P gilt, dass sie auch ein
1-Typ ist, wissen wir, dass gilt:

fx,y,p,q9) = 9(x,y,p,q)

womit nun Kapitel 2.1 wieder f = g liefert, was bedeutet, dass isSet(P) eben-

falls eine univalente Proposition ist.
O

Am Anfang des ersten Kapitels haben wir eine Tabelle angegeben, wie wir Aus-
sagen in Typen tibersetzen konnen. Ebenfalls haben wir schon einmal erwéhnt,
dass in der Typentheorie Widerspruchsbeweise nicht méglich sind. Das Prinzip
eines Widerspruchsbeweises kann im Allgemeinen durch den Typ —(—=P) — P
dargestellt werden. Dass wir eben eine Widerspruchsbeweis in der Typentheo-
rie nicht fiihren kénnen, wollen wir nun zeigen.

Theorem 2.3.6: (Coquand) Nicht fir alle P : U gibt es folgenden Typ
—(—-P) — P.

Bewets. Wie wir bereits wissen, gilt =P = P — 0. Um nun also zu zeigen,
dass der Typ ——P — P nicht fiir alle P : U existiert, reicht es also, ein Objekt
[ Ipyy(=—P — P) zu nehmen und damit dann ein Objekt des Typs 0 zu
konstruieren.

Dafiir nehmen wir zuerst ein e : 2 ~;; 2, das definiert ist durch
e(l2) =01 und e(0,) = 12

Sei als nichstes p = ua(e), also p : 2 = 2 der dazugehorige Pfad, den uns das
Univalenzaxiom liefert.
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Dann gilt:
£(2): =2 = 2
und fir Q = P — (——P — P) gilt dann

apd;(p) : p2(p, f(2)) = £(2)

Fiir ein u : =—2 folgt damit dann

happly (apd(p), u) : p&(p, £(2))(u) = f(2)(u)

Doch damit gilt wiederum

P2 (p, £(2))(w) = pE=P (p, F(2) (=" (p~ ", w))

Aufgrund des Extensionalitdtsaxiom gilt aber, dass zwei Objekte u,v : =—2
immer gleich sind, da u(z) : 0 gilt fiir ein x : =(2). Denn somit kénnen wir
auch immer annehmen, dass u(z) = v(z) gilt. Daher folgt also

p*P_hﬁP(p_l,u) —u

womit sich folgenden Gleichheit ergibt

P (p-f(2) = £(2)(u)
mit p = ua(e) folgt wiederum

e(f(2)(w) = f(2)(u).
Mit dem Wissen, dass Oz # 12 gilt, womit wir zusammen mit der Definition
von e zeigen konnen, dass der Typ

H(z.2)~(e(z) = z)
existiert, kdnnen wir uns nun also ein Objekt des Typ 0 konstruieren.
Damit haben wir nun angenommen, dass es fiir jedes P : i den Typ =——P — P
gibt und damit ein Objekt des Typs 0 konstuiert, was uns die Aussage liefert,

dass dieser Typ ——P — P nicht fiir jedes P : U existiert.
O
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2 Aquivalenz und Eindeutigkeit in der univalenten Typentheorie

Mithilfe dessen kénnen wir nun auch zeigen, dass es spezielle andere Aussagen
gibt, die zum Beispiel in der Mengentheorie gelten, die wir aber in Typen-
theorie nicht einfach fiir jeden Typ annehmen diirfen, was wir hier noch zum
Abschluss dieses Kapitels zeigen wollen.

Theorem 2.3.7:  Nicht fir alle P : U gibt es den Typ P + (—P).
Beweis. Nehmen wir zuerst einmal an, der Typ II P:u)(P + (—P)) wirde exis-
tieren, also es gibt ein f : Il p.y (P + (=P)). Dann gilt
f(P): P+ (—P)
und somit muss, wie in Kapitel 1.2.5 bereits kennen gelernt, gelten
f(P) =inl(a) oder f(P) =inr(b)

fir ein @ : P und ein b : =P. So gilt im ersten Fall also f(P) : P und im
zweiten Fall f(P):0,da =P = P — 0 gilt.

Angenommen wir haben nun ein v : == P, dann gilt hierfir
u(b) : 0.

Fiir den zweiten Fall konnen wir als annehmen, was auch immer wir wollen, da
0 leer ist, und somit kénnen wir auch annehmen, dass P gilt. Somit haben wir
iiber u : == P ein Element aus P konstruiert. Damit hétten wir also gezeigt,
dass =—P — P fiir diese beliebige P : U existiert, was aber nach Theorem
2.3.6 nicht immer so ist. Und somit haben wir unser Ziel erreicht und gezeigt,
dass (P + (—P)) nicht fiir alle P : U existiert.

O
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

Jetzt haben wir bereits einen Blick in die Typentheorie geworfen und einige
wichtige Typen kennengelernt und ebenfalls Techniken, mit diesen Typen zu
arbeiten. Angefangen vom leeren Typ bis hin zum Prinzip der Pfadinduktion.
Doch natiirlich sind dies nicht die einzigen existierenden induktiv definierten
Typen, denn die Typentheorie gibt uns die Moglichkeit, auch selbst weitere
neue Typen induktiv zu konstruieren und zu definieren.

Darauf wollen wir im letzten Abschnitt dieser Arbeit noch einen kleinen Aus-
blick geben. Wir werden hier noch die Fragen beantworten, wie generell induk-
tiv definierte Typen aufgebaut sind, worauf wir also bei der Definition neuer
Typen achten miissen, und wie wir auf die dazu gehorigen Prinzipien kommen.

Doch bevor wir dazu kommen, werden wir noch einen ganz speziellen induk-
tiven Typ betrachten, der uns schlieffilich auch zur allgemeinen Antwort der

vorigen Fragen fiihrt.

Folgende Ideen und Inhalte sind auch in Kapitel 5.3 und Kapitel 5.6 von [6]
zu finden.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

3.1 W-Typen von Martin-Lof

Der eben schon erwiahnte Spezialfall induktiver Typen nennt sich W-Typ. Ge-
nauer gesagt werden wir in diesem Kapitel Die W-Typen von Martin Lof
genauer betrachten. W-Typen sind eine Verallgemeinerung induktiver Typen
wie zum Beispiel IN oder List(1).

Einen W-Typ konstruieren wir iiber einen Typ A : U und eine Familie von
Typen P : A — U. Mit diesen ergibt sich der W-Typ

So einen W-Typ kénnen wir somit auch als Baum betrachten, wobei die Ob-
jekte a : A die Knoten darstellen, von denen jeweils P(a)-viele Aste abgehen,
die wiederum durch eine Funktion f : P(a) — W(4.4)P(a) beschriftet werden,
indem der b-te von a abgehende Ast fiir b: P(a) die Beschriftung f(b) erhélt.

Insgesamt ergibt sich somit fiir W-Typen folgender Konstruktor:
sSup : H(a:A) (P(a) — W(xA)P(x)) - W(xA)P(a:)

Um dies zu veranschaulichen wollen wir nun die natiirlichen Zahlen noch ein-
mal neu definieren, diesmal als W-Typ. Unser neuer Typ ist dann definiert
durch

NV = Wig:2)P ()
wobei wir die Familie von Typen P : A — U definieren als
P(z) =reca(U,0,1,x)

So gilt also P(02) = 0, wenn wir Oz als Konstruktor fir das konstante Objekt
0 auffassen, und P(12) = 1, wenn wir 1o als Konstruktor fiir den Nachfolger
fiir ein gegebenes Objekt n : NV auffassen. Zeichnen wir den dazu gehérigen
Baum erhalten wir folgende Skizze:

Y0 1o
Abbildung 10

Damit kénnen wir uns auch die ersten Objekte dieser Definition der natiirlichen
Zahlen definieren durch

0" = sup(02, Az.reco(NV | )
1" = sup(12, Az.0")

succ’” = An.sup(la, Az.n)
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

Schauen wir uns dies genauer an, sagt uns diese Definition, dass das Objekt
0" als Konstruktor 0z hat und dann iiber Rekursion iiber den leeren Typ
definiert ist, wobei dies eine Funktion ist, die auf dem leeren Typ definiert ist.
In Kapitel 1.2.6 haben wir aber bereits gesehen, dass es in 0 keine Objekte
gibt, auf denen wir diese Funktion definieren miissten. Das Objekt 1" ist der
Nachfolger einer natiirlichen Zahl, nimlich der Nachfolger der 0", womit wir
fiir sie nun 15 als Konstruktor haben und 0" als Vorgéinger. Dasselbe Prinzip
nutzen wir ebenso fiir die Nachfolgerabbildung, deren Konstruktor eben 15 ist
und die den Nachfolger einer natiirlichen Zahl n : NV gibt.

Ausgehend davon koénnen wir uns jetzt auch das Rekursions- und Indukti-
onsprinzip fiir W-Typen erschlielen:
Rekursionsprinzip:
YeCY . 4 B(x) ° UipyyP — W(x;A)B(:c) — P

mit der Gleichung

vec,, 5 (P.c;sup(a, ) = cl(a, f, Abreew,_, 5 (Pre, £(8)))
wobei a : A, f: B(a) = WpaB(z) und ¢ : A — (B(a) = Wg.a)B(z)) — P
gilt.

Induktionsprinzip:

indW(th)B(x) .
W(p.w . ) B(z) =) (@)L (£:B(a) Wy 0y B@) I (5:B)
P(f(b)) = P(sup(a, f))

Um zu zeigen, dass eine Aussage fiir alle Objekte des W-Typs, gilt, nehmen
wir an, dass sie fiir alle f(b) mit b : B(a) gilt, wobei f : B(a) — W,.4B(x),
und zeigen damit dann, dass sie auch fiir sup(a, f) gilt, was den Beweis ver-
vollstandigt.

Nun wollen wir noch zeigen, dass auch das Induktionsprinzip fiir W-Typen
eindeutig ist.

Lemma 3.1.1:  Fiir zwei abhdngige Funktionen g, h : H(w:W(x:A)B(x))P(l") mit

c(a, f, Ab.g(f(b)))
c(a, f, Ab.h(f(b)))

o)L 1. B(a) Wi, ) P(2)) 9 (SUP(a, f))

o)X 1. B(a) W, 1) P(2)) e(SUP(a; f))

mit ¢ : W 41 (£.B(a)=Wiyoa) P(a)) (H(b:B(a))P(f(b))) — P(sup(a, f)) gilt, dass
g und h gleich sind.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

Beweis. Um zu zeigen, dass g = h gilt, nutzen wir das Induktionsprinzip fiir
W-Typen und definieren uns die Familie von Typen P : W4 B(z) — U
durch:

Pz) = (f(z) = g(x))
Nehmen wir nun also an, dass P(f(b)) fiir ein b : B(a) mit a : A gilt, also dass
gilt:

9(f(b)) = h(f(b))

Dann miissen wir nach dem Induktionsprinzip fiir W-Typen zeigen, dass auch
g(sup(a, f)) = h(sup(a, f)) gilt. Dafiir folgt aber sofort mit unserer Annahme:

g(sup(a, f)) = c(a, £, Ab.g(f(b))) = c(a, f, Ab-h(f (b)) = h(sup(a, f))

Damit ist die Aussage bewiesen, dass g und h gleich sind.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

3.2 Syntax der Konstruktoren

Grundsétzlich besteht die Definition eines induktiven Typs W immer aus ei-
ner endlichen Liste von Konstruktoren. Diese sind Funktionentypen, sowohl
abhidngige wie auch unabhingige Funktionen sind moglich, die beliebig viele
Argumente haben koénnen.

Wollen wir nun einen Typ W induktiv definieren, so wird durch die Funk-
tion

f:1=>W
definiert durch
fH)=wmitw: W

f(*) = w ein konstantes Objekt w des Typs W konstruiert. Wollen wir dem
Konstruktor mehrere Argumente geben, sieht dieser wie folgt aus:

g:A—>W

fiir ein A : U, wobei A ebenfalls wieder ein Funktionentyp sein kann. Ein wich-
tiger Aspekt hierbei ist, dass Konstruktoren immer strikt positiv sein miissen.
Bildet ein Konstruktor also von einem Typ A in den Typ W ab und ist A
ebenfalls ein Funktionentyp, also A ~;; (B — C), dann darf der eben definier-
te Typ W niemals Definitionsmenge einer solchen Funktion sein, was heifit,
dass B ~y W nicht gelten darf.

Einfacher gesagt: Ein Konstruktor f ist entweder vom Typ W — W, A - W
oder A - W — W, wobei A wieder ein Funktionentyp sein kann, bei dem W
nicht auf der linken Seite eines Pfeils stehen darf.

Beispiel 3.2.1: Sei W ein induktiv definierter Typ.

a) Ein Konstruktor f : (W — A) — W mit einem Typ A : U ist nicht
zuléssig.

b) Im Gegensatz dazu ist ein Konstruktor ¢g : (B — W) — W mit einem
Typ B : U zuléssig.

Konstruktoren mit unendlich vielen Argumenten sind ebenfalls erlaubt, also
zum Beispiel ein Konstruktor f : (IN — W) — W. Wir kénnen diesen Kon-
struktor auch als Funktion auffassen, die auf unendlichen Folgen von Objekten
des Typs W definiert ist.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

Ein Konstruktor kann natiirlich ebenfalls eine abhéngige Funktion
[ (MgayP(z)) = W

mit P: A — U und A : U sein. Hierfiir gelten dieselben Regeln wie fiir unab-
héngige Funktionentypen, was wir daraus folgern kénnen, dass eine abhéngige
Funktion f : (Il(,.4)P(z)) — W fiir eine konstante Familie von Typen P : U
einer unabhéngigen Funktion f: A — P — W entspricht. Auch hier darf also
nicht A ~y; W gelten.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

3.3 Syntax der Prinzipien

Haben wir uns schlieffilich einen Typ W induktiv durch die Konstruktoren
w1, ..., w, mit n : IN definiert, wobei fiir diese gilt:

w; Wy — W

mit W; : U, miissen wir dafiir auch noch die passenden Rekursions- und In-
duktionsprinzipien definieren, um mit dem Typ W arbeiten zu kénnen.

Das Rekursionsprinzip liefert uns eine Moglichkeit einen konstanten Typ P : U
fiir den Typ W zu zeigen.

Dies bringt uns fiir den Typ W zu folgendem Prinzip:

Rekursionsprinzip:
recy: (W1 - W)W, -P)—» .. W, -W)—> (W, - P)—=>P
mit der Gleichung
f(w) = d(wy, fowy,...,wy, fow,)
wobei f: W — P und w : W gilt und d den Beweis fiir P darstellt.

Das Induktionsprinzip dagegen nutzen wir, wenn wir eine Familie von Ty-
pen P : W — U gegeben haben. Hier miissen wir also P(w) fiir jedes Objekt
w : W zeigen, wobei uns genau das Prinzip der Induktion sagt, dass es geniigt,
P(w;(x)) fir x : W; fiir alle Konstruktoren w; : W; — W zu zeigen.

Daraus entsteht folgendes Prinzip:

Induktionsprinzip:
d: v,y (M Pwi (1)) = .
= W, W) (H(mn:Wn)P(wn(xn)))
— H(w:W)P(w)
mit der Gleichung
f(w) = d(wy, fowr,...,;wn, fowy)
wobei f: W — P.

Innerhalb der Induktion nehmen wir immer wieder f(x;) fir z; : W; an, um
mithilfe dessen dann f(w) mit w = w;(x;) zu zeigen.
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3 Generelle Syntax induktiver Typen

Mit all diesen Regeln sind wir jetzt am Ende dieser Arbeit in der Lage, mit
den grundlegenden Typen der Typentheorie und Martin Lof’s W-Typen zu
arbeiten, und ebenso neue Typen induktiv zu konstruieren und passend dazu
alle notigen Prinzipien zu definieren, um mit diesem neuen Typ genauso ar-
beiten zu kénnen wie mit den bereits bekannten Typen der Typentheorie.

So hilft uns die Typentheorie mittlerweile gut funktionierende Beweisassis-
tenten als Computerprogramme zu schreiben. Mit diesem kann letzten Endes
auch die Kunst, einen Beweis richtig zu fithren, von einem Computer iiberpriift
werden, was bisher grofitenteils noch allein durch menschlichen Verstand ge-
schieht.
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