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Aufgabe 1. Sei f : R2 → R definiert durch

f(x, y) := e−x
2−xy + lim

n→∞
fn(x, y),

wobei
fn(x, y) =

{
1 , if (x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), . . . , (n, n)}
0 , anderenfalls

für alle x, y ∈ R. Zeigen Sie, dass f eine Lebesgue-messbare Funktion ist.

Aufgabe 2. Sei (X,A, µ) ein Maßraum und sei f : X → [0,+∞)

f =
n∑
i=1

aiXAi
,

wobei Ai ∈ A und ai ≥ 0, für alle 1 ≤ i ≤ n, Ai ∩Ak = ∅ und ai 6= ak, für alle i, k ∈ {1, . . . , n}
mit i 6= k. Sei

f =
n∑
i=1

bjXBj
,

wobei Bj ∈ A und bj ≥ 0, für alle 1 ≤ i ≤ n, Bj ∩ Bl = ∅, für alle j, l ∈ {1, . . . ,m} mit j 6= l.
Zeigen Sie, dass

n∑
i=1

aiµ(Ai) =
m∑
j=1

bjµ(Bj).

Aufgabe 3. Sei A eine Lebesgue-messbare Teilmenge von Rn mit 0 < λL(A) < ∞, und sei
f : A→ R eine Lebesgue-messbare Funktion.
(i) Wenn

∫
A
|f |pdλ <∞, wobei p > 1, dann gibt es c > 0, so dass für alle 1 ≤ q ≤ p gilt(∫

A

|f |qdλ
) 1

q

≤ c

(∫
A

|f |pdλ
) 1

p

.

(ii) Wenn f ≥ 0, dann gilt ∫
A

fdλ = 0↔ f = 0 fast überall auf A.

Aufgabe 4. Sei A ⊆ Rn und seien r0, δ > 0. Wir definieren

Hδ
r0
(A) := inf{

∞∑
i=1

rδi | A ⊆
∞⋃
i=1

B(xi, ri), (xi)
∞
i=1 ⊂ Rn,∀i≥1(0 ≤ ri ≤ r0)},

und
Hδ(A) := lim

r0→0
Hδ
r0
(A).

Zeigen Sie, dass Hδ ein äußeres Maß der Rn ist.


