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1 Einfiihrung

Stochastik ist die Lehre von der mathematischen Analyse zufélliger Vorgénge. Sie gliedert
sich in die folgenden Teilgebiete:

e Wahrscheinlichkeitstheorie: Typische Aufgaben sind hier die Berechnung oder
die Abschéatzung von Wahrscheinlichkeiten bei gegebenem Wahrscheinlichkeitsmo-
dell.

e Mathematische Statistik: Hier geht es auf den Riickschlufl aus Beobachtungs-
daten auf ein unbekanntes Wahrscheinlichkeitsmodell oder auf Eigenschaften dieses
Wahrscheinlichkeitsmodells. Typische Aufgaben sind das Schdtzen von Parametern

des Modells oder das Testen von Hypothesen iiber das nur unvollstéandig bekannte
Wahrscheinlichkeitsmodell.

Diese Vorlesung gliedert sich auch geméaf dieser Gebietseinteilung.
Stochastik ist ein Gebiet der angewandten Mathematik. Schematisch kann man sich den
Bezug zwischen dem Anwendungsgebiet und der Mathematik so vorstellen:

Anwendungsgebiet Mathematik

Modell
Jmathemat. Analyse

Modelli
Problemstellung oy

Interpretation
Anwendung Theoreme, Verfahren

Die mathematische Modellierung und die Interpretation der Theoreme bilden die Schnitt-
stelle zwischen Mathematik und Anwendungsgebiet, sind also strenggenommen kein Be-
standteil der innermathematischen Theorie.

2 Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Ein Wahrscheinlichkeitsmodell besteht aus drei Komponenten (€2, A, P) sowie informalen
Interpretationsregeln, was diese Komponenten bedeuten sollen. Wir besprechen jetzt diese
drei Komponenten und ihre Interpretation einzeln.

2.1.1 Der Ergebnisraum 2

) ist eine nichtleere Menge, der Ergebnisraum. Die Elemente von €2 heiflen Frgebnisse und
werden als mogliche Ausgéinge eines Zufallsexperiments interpretiert. Sie werden oft mit
w bezeichnet.

Die Wahl des Ergebnisraums €2 in einer Anwendung héingt stark davon ab, welche Aspekte
des Experiments im Modell widergespiegelt werden sollen, und welche ignoriert werden



sollen.
Beispiel 1: Einmaliger Wurf eines Wiirfels.

e Modell 1: Das naheliegendste Modell hat den Ergebnisraum ©Q; = {1,2,3,4,5,6}.
Interpretation von Ergebnissen w € €2;: obenliegende Augenzahl.

e Modell 2: Qy = {1,2,3,4,5,6,ungiiltig}. Dieses Modell ist feiner als Modell 1, denn
im ersten Modell werden “ungiiltige” Ergebnisse ignoriert.

o Modell 3: Q3 = R? x SO(3), wobei
SOB) = {AcR¥: A-A' =1d,det A = 1}

die Menge aller 3 x 3-Drehmatrizen bezeichnet. Als Interpretation eines Ergebnisses
(x, A) € Qg wihlen wir:

— Der Vektor x soll den Ort des Wiirfelschwerpunkts in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem bedeuten.

— Die Drehmatrix A soll die Drehung des Wiirfels in diesem Koordinatensystem
beziiglich einer Referenzlage beschreiben.

Je nach Interesse oder Aufgabenstellung kann jedes der drei Modelle angemessen sein. Fiir
ein Wiirfelspiel wiirde ich Modell 1 bevorzugen, fiir die mechanische Analyse der Dynamik
des Wiirfelwurfs jedoch Modell 3.

Beispiel 2: n-facher Miinzwurf:

e Modell 1: Ergebnisraum
Q={0,1}"={(wy,...,wp) : w; €{0,1} fur alle: =1,...,n}.
Interpretation von w = (wy,...,w,) € {2

— Die Komponente w; = 1 bedeutet “Kopf” beim i-ten Wurf.
— Die Komponente w; = 0 bedeutet “Zahl” beim i-ten Wurf.

e Modell 2: Ergebnisraum ' = {0,1,...,n}. Interpretation von w’ € Q': Bei den n
Wiirfen ist w-mal “Kopf” aufgetreten.

Das Modell 1 enthélt mehr Informationen als Modell 2, weil die Reihenfolge des Auftretens
von “Kopf” und “Zahl” im Modell 1 beachtet wird, im Modell 2 jedoch ignoriert wird.
Wir konnen diesen Informationsverlust durch die Abbildung

S: Q=9 Swi,...,wn) :Zwi
=1
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beschreiben, die Modell 1 in Modell 2 iiberfiihrt.

Beispiel 3a: Ziechen von n Kugeln aus einer Urne mit m > n Kugeln unterschiedlicher
Farbe, mit Zuriicklegen:
Modell: Wir verwenden die Standardnotation [n] := {1,...,n}. Ein moglicher Ergebnis-
raum lautet

Q= [m]" = {w|w: [2] = [m]},

wobei jedes Ergebnis w € () so interpretiert wird: Wir nummerieren die Farben mit
1,...,m. Der Wert w(i) = j bedeutet, dass beim i-ten Zug die j-te Farbe gezogen wird.

Beispiel 3b: Ziehen von n Kugeln aus einer Urne mit m > n Kugeln unterschiedlicher
Farbe, ohne Zuriicklegen:
Modell: Moglicher Ergebnisraum:

Q = {w € [m]"| w ist injektiv}.
Wir untersuchen dieses Modell in den Ubungen genauer.

Die bisher betrachteten Modelle sind diskret, d.h. sie besitzen einen abzéhlbaren Ergeb-
nisraum. Genauer gesagt sogar endlich.

Beispiel 4: Gliicksrad. Der Zeiger eines Gliicksrads wird gedreht; er bleibt an einer
zufélligen Stelle stehen.
Modell 1: Ergebnisraum

Q=5"={(z,y) eR| 2" +y* =1},

wobei ein Ergebnis (x,y) die kartesischen Koordinaten der Zeigerspitze bedeuten soll.
Modell 2: Ergebnisraum €' = [0, 1], wobei w’ € €' bedeuten soll, dass der Winkel zwischen
der positiven z-Achse und dem Zeiger o = 27w’ betriigt.

Die Modelle 1 und 2 sind gleichwertig vermittels der Bijektion

X: =0 X(W)=(cos(2mw’),sin(2ww")).

Die beiden Modelle in diesem Beispiel sind kontinuierliche Modelle; sie besitzen einen
tiberabzdihlbaren Ergebnisraum, der gleichméchtig zur Menge R der reellen Zahlen ist.

Zum Abschlufl dieser Beispielliste betrachten wir noch ein Modell mit einem funktionalen
Ergebnisraum:

Beispiel 5: Pegelstand des Ammersees in einem Zeitintervall [to, ;]. Wir model-
lieren den Ereignisraum so:

Q = Cltg, t1] :== {w : [to, t1]]| w ist stetig}.

Dabei soll w € 2 so interpretiert werden: Der Wert w(t) bezeichnet den Pegelstand in
Meter zur Zeit t € [to, t1].

Ahnliche funktionale Ergebnisrdume werden in der Finanzmathematik in kontinuierlicher
Zeit oft verwendet, zum Beispiel zur Modellierung des Kursverlédufs eines Anlageguts.
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2.1.2 Die Ereignis-o-Algebra A

Ja/Nein-Fragen an das zufillige Ergebnis w € € werden durch Teilmengen A C €2 des
Ergebnisraums modelliert. Die Aussage w € A entspricht dabei der Antwort “ja”, w ¢ A
der Antwort “nein”. Dabei muss man nicht beliebige Fragen zulassen, sondern kann nur
manchen Teilmengen A C Q als “beobachtbar”, “messbar’ auszeichnen. Diese messbaren
Teilmengen heiflen Ereignisse.

Bitte nicht verwechseln:

FErgebnisse sind Elemente von (2,
Ereignisse sind messbare Teilmengen von ().

Die Menge A aller Ereignisse soll einige Abschlusseigenschaften unter endlichen und
abzéhlbaren booleschen Operationen besitzen, die im Begriff der o-Algebra (engl.: o-field)
zusammengefasst werdenf]

Definition 2.1 (0-Algebra) FEs sei() ein Ergebnisraum. Eine Menge A von Teilmengen
von ) heif$t eine o-Algebra tiber ), wenn gilt:

1. Qe A
2. Fir alle A e A gilt: A°:=Q\ Aec A

3. Fiir alle Folgen (A, )nen mit Werten in A gilt:

UAneA.

neN

Die Menge A° wird das Komplement von A genannt. Ein Paar (€2, A), bestehend aus
einem Ergebnisraum € und einer o-Algebra A {iber Q, heifit Ereignisraum (synonym:
messbarer Raum). Die Elemente A € A heiflen Ereignisse (synonym: messbare Menge).
Das Ereignis 2 € A heifit das sichere Ereignis.

Das Ereignis () = Q¢ € A heiit das unmdgliche Ereignis.

Beispiel 1: Die Potenzmenge von €, also P(Q) = {A: A C Q}, ist eine o-Algebra iiber
. Meist wahlt man diese o-Algebra, wenn €2 endlich oder abzédhlbar unendlich ist, oft
sogar, ohne dies explizit zu erwéahnen.

Beispiel 2: Das Mengensystem A = {(), )} ist eine o-Algebra iiber €. Sie heifit die
triviale o-Algebra iiber €).

Beispiel 3: Einfacher Wurf eines Wiirfels: Q2 = [6], A = P(2). Das Ereignis “gerade
Augenzahl” wird durch
A=1{2,4,6}

2Das Symbol o steht fiir abzihlbar unendliche Mengenoperationen, insbesondere aufsteigende Opera-
tionen, wie abzéhlbar unendliche Vereinigungen.



beschrieben.

In der Definition von o-Algebren ist nur ein minimaler Satz von Abschlusseigenschaften
aufgenommen. Weitere Abschlusseigenschaften unter (endlichen oder abzéhlbar unendli-
chen) booleschen Kombinationen sind Konsequenzen daraus:

Lemma 2.2 (Abschlusseigenschaften unter booleschen Operationen) FEs sei A ei-
ne o-Algebra iiber Q). Dann gilt:

1. 0 € A,
2. Fiir alle A, B € A folgen AUB,ANB,A\ B,AAB :=(A\B)U(B\ A) € A.
3. Fir alle Folgen (Ay)neny mit Werten in Aﬂ gilt: (N,en An € A.

Beweis:
1. Mit den definierenden Eigenschaften 1. und 2. von o-Algebren folgt: ) = Q¢ € A.

2. Die Folge A, B,0,(,0, ... nimmt Werte in A an. Die Vereinigung ihrer Folgenglieder
ist AU B. Mit Bedingung 3. in Definition folgt: AU B € A. Die {ibrigen Félle
AN B, A\ B, AAB sollen Sie als Ubung behandeln.

3. Es gilt A7 € A fiir alle n € N wegen Bed. 2. in Def. 2.1} also |J
Bed. 3. in Def. Nochmal mit Bed. 2. in Def. 2.1] folgt:

ﬂAn:(UAg)CeA

neN neN

nen Ay € A wegen

O

Fiir jede Teilmenge M C P(Q) gibt es eine kleinste o-Algebra iiber 2, die M enthiilt,
namlich den Durchschnitt aller o-Algebren iiber €2, die M enthalten:

o(M) =0(M,Q)

= ﬂ{A C P(Q)| Aist eine o-Algebra iiber 2 mit M C A}

={A CQ: Fir jede o-Algebra A iiber Q mit M C A gilt A € A}. (1)

Ubung 2.3 (Erzeugte o-Algebra) Beweisen Sie, dass o(M) in der Tat eine o-Algebra
iiber €2 ist, die M umfasst.

3Kurznotation dafiir: (A,),en € AN



(M) wird die von M erzeugte o-Algebra genannt. M wird ein Erzeugendensystem der
o-Algebra o (M) genannt.

Beispiel Wiirfeln, 2 = [6]: Wir betrachten die Ereignisse
A ={2,4,6} = “gerade Augenzahl”, B = {6} = “Augenzahl 6”.
Dann gilt mit den Abkiirzungen o(A) := o({A}) und (A, B) := o({A, B}):

o(A) = {0,0Q, A, A%},
o(A,B) = {0,9,{1,3,5},{2,4},{6},{1,2,3,4,5},{1,3,5,6}, {2,4,6}}

Beobachtet man also nur, ob die Ereignisse A und B eintreten, so weil man auch, ob
das Ereignis {1,3,5,6} eingetreten ist, aber zum Beispiel nicht, ob das Ereignis {1,5}
eingetreten ist: Gegeben nur die in A und B enthaltene Information, ist also das Ereignis
{1,5} nicht messbar.

Ausblick/Bemerkung: Man kann o(M) auch “von unten” statt “von oben” konstru-
ieren:

e “von oben”: Durchschnitt iiber groflere o-Algebren

o “von unten”: Rekursives Hinzunehmen von Elementen von M, von €2, von Komple-

menten, von abzéhlbaren Vereinigungen. Allerdings reichen abzéahlbar viele Rekur-
sionsschritte i.a. nicht aus: Hat man in jedem Rekursionsschritt n € N eine Menge
A, neu hinzugenommen, so muss man schlieflich auch die Diagonal-Vereinigung
Unen An hinzunehmen, und rekursiv so fort. . .
Formal kann man diese rekursive Konstruktion “von unten” mit Hilfe der soge-
nannten “transfiniten Rekursion” ausfithren. Wir brauchen diese mengentheoreti-
sche Konstruktion in dieser Vorlesung jedoch nicht, obwohl sie eine bessere An-
schauung des Begriffs der erzeugten o-Algebra liefert.

Bemerkung: Ist der Ergebnisraum {2 endlich oder abzdhlbar unendlich, so wird jede
o-Algebra A iiber € von einer eindeutig bestimmten Partition M C P(£2) von 2 erzeugt.
Eine Partition von {2 ist eine Menge von paarweise disjunkten nichtleeren Teilmengen von
2, deren Vereinigung {2 ist. Die Elemente von A sind dann genau die Vereinigungen von
Teilmengen von M.

Beispiel Wiirfeln (Fortsetzung): Im obigen Beispiel wird o({A, B}) auch von der
Partition {{1,3,5},{2,4},{6}} von Q erzeugt.

Als Standard-o-Algebra iiber der Menge R der reellen Zahlen verwendet man die von den
offenen Intervallen erzeugte o-Algebra:

B(R) :=o(Ja,b]: a,b e R, a <b)



Sie wird die Borelsche o-Algebra iiber R genannt. Thre Elemente heiflen Borelmengen oder
auch Borel-messbar. Diese Borelsche o-Algebra wird zum Beispiel auch von den folgenden
Mengensystemen erzeugt:

B(R) =0(] —o0,al: a €R) (2)
=o0(la,b]: a,b € R,a <D) (3)
=o0(la,b] : a,b € R,a <) (4)
=0(]—o0,d]: a€Q) ()
=o0(A: ACRist offen). (6)

Die Borelsche o-Algebra B(R) ist echt kleiner als die Potenzmenge P(R). Sie wird nicht
von einer Partition von R erzeugt.

Allgemeiner definiert man fiir jeden metrischen Raum (M, d) oder auch fiir jeden topo-
logischen Raum (M, T) die Borelsche o-Algebra B(M) als die von dem Mengensystem
der offenen Mengen erzeugte o-Algebra. Insbesondere verwenden wir diese Notation fiir
Teilmengen M C R™ mit der euklidischen Metrik.

Warum arbeitet man mit o-Algebren iiber 2 statt nur mit der Potenzmenge
P(Q)? Es gibt eine positiven und einen negativen Grund dafiir:

e positiv: o-Algebren erlauben die Modellierung unvollsténdiger, wechselnder Beob-
achtungsmoglichkeiten, zum Beispiel beim Informationszuwachs im Verlauf der Zeit.

Beispiel n-facher Miinzwurf: Betrachten wir das Modell ©,, = {0,1}" mit w; in
(W1, ..., wy) € Q, als Ergebnis des i-ten Wurfs. Beobachten wir zunéchst nicht alle
Wiirfe, sondern nur die erste m < n davon, so sind nicht alle Teilmengen von (2,
beobachtbar, sondern nur jene in

Fo o= {11 [A] - A C{0,1}"},

wobei I1,, ,, : {0, 1} — {0, 1}™, 11, (w1, . . . ,wp) = (Wi, .. ., wy,) die Projektion auf
die ersten m Koordinaten bezeichnet. Zur Beschreibung des zunehmenden Informa-
tionsgewinns im Verlauf der Zeit kann man also die “Filtration” von o-Algebren

FoCHC...CF,

iiber €2,, verwenden, wobei groflere o-Algebren grofiere Beobachtungsmoglichkeiten
bedeuten.

e negativ: Bei kontinuierlichen Modellen, zum Beispiel dem Gliicksrad Q = S!, gibt
es sinnvolle Wahrscheinlichkeitsmodelle iiber der Borelschen o-Algebra B(S!), zum
Beispiel die spéter zu besprechende “Gleichverteilung”, die sich jedoch nicht sinnvoll
auf ganz P(S!) erweitern lassen.



2.1.3 Wahrscheinlichkeitsmafle P

Bis in die erste Hélfte des 20. Jahrhunderts, lange nach den Anféngen der Stochastik, gab
es keine prézise Theorie fiir Wahrscheinlichkeiten in kontinuierlichen Modellen oder z.B.
fiir unendlich héufige Wiederholungen eines Miinzwurfs. Erst dem russische Mathematiker
Andrei Nikolajewitsch Kolmogoroff (1903-1987) gelang es, dem Wahrscheinlichkeitsbegriff
auch fiir nicht abzéhlbare Ergebnisrdume einen mathematisch rigorosen Sinn zu geben.
Er benutzte hierzu die moderne Mafitheorie von Lebesgue und Borel, mit der auch dem
Volumenbegriff ein rigoroser Sinn gegeben wurde. Zu Ehren Kolmogoroffs werden die
definierenden Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen auch Kolmogoroff-Aziome ge-
nannt. Heute ist die Maftheorie gleichzeitig das Fundament und die Sprache der modernen
Wahrscheinlichkeitstheorie, &hnlich wie die Mengenlehre gleichzeitig das Fundament und
die Sprache der modernen Mathematik ist.

Definition 2.4 (Wahrscheinlichkeitsmafl: Kolmogoroff-Axiome) FEs sei (2, .A) ein
Ereignisraum. Fine Abbildung P : A — [0,1] heifst Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, .A),
wenn gilt:

1. P(Q) =1.

2. Fir jede Folge (Ay)nen von paarweise disjunkten Ereignissen A, € A (d.h. AiNA; #
0 fiir allei,j € N miti# j) gilt

P (U An> => P(4,). (7)

neN neN

Die Eigenschaft 2. in dieser Definition heifit auch o-Additivitéat. Der Funktionswert P(A)
eines Ereignisses A wird die Wahrscheinlichkeit von A genannt. Ein Tripel (Q, A, P),
bestehend aus einem Ergebnisraum €2, einer o-Algebra A iiber €2 und einem Wahrschein-
lichkeitsmafl P tiber (€2, A) wird Wahrscheinlichkeitsraum genannt. Ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P), zusammen mit einer Interpretation, was die Ergebnisse w € Q, die
Ereignisse A € A und ihre Wahrscheinlichkeiten P(A) in einer Anwendung bedeuten
sollen, wird ein Wahrscheinlichkeitsmodell genannt.

Verzichtet man auf die Normierungsbedingung P(2) = 1, so gelangt man zum allgemei-
neren MafBbegriff:

Definition 2.5 (Maf}) Es sei (2, A) ein Ereignisraum. Eine Abbildung P : A — [0, 0]
(Wert +oo erlaubt!) heifit ein Maf$ auf (2, A), wenn gilt:

1. () =0.

2. Fiir jede Folge (A, )nen von paarweise disjunkten messbaren Mengen A, € A gilt

p (U An> = u(Ay). (8)

neN neN

10



In diesem Fall nennt man das Tripel (£2, A, 1) einen Mafraum.

Bemerkung: In der Definition von Wahrscheinlichkeitsmafien wére die Forderung P(0)) =
0 iiberfliissig, weil sie automatisch folgt:

P@) =P (U @) =>_P(©). (9)

neN neN

Wegen P (D) € [0,1] folgt P() # oo, und hiermit P() = 0. Weil beim allgemeinen
Maflbegriff auch der Wert +o0o zugelassen ist, ist dort die Forderung u()) = 0 jedoch
notig.

Einfache Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen

Lemma 2.6 (Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen) Es sei (€2, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

1. Endliche Additivitit: Sind A und B disjunkte Ereignisse, d.h. AN B =0, so folgt
P(AUB) = P(A)+ P(B) (10)

Allgemeiner gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A, ..., A, die Formel

P (0 Ak> - zn:P(Ak). (11)

Gleiches gilt fiir allgemeine Mafe.
2. Sind A und B beliebige Ereignisse, so folgt

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB). (12)
Die Variante
P(AuB)+ P(ANnB)=P(A)+ P(B) (13)

dieser Formel, die undefinierte Ausdriicke oo—oo vermeidet, gilt auch fir allgemeine

Magfe.
3. Komplementwahrscheinlichkeit: Fir alle A € A gilt

P(A°)=1—-P(A) (14)

4. Monotonie: Fir alle A,B € A mit AC B gilt P(A) < P(B).
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5. o-Stetigkeit von unten: Ist (A,)nen eine monoton aufsteigende Folge von Ereignis-
sen, Ay C Ay C A3 C ..., so folgt

nhﬁrgloP (U A > (15)

neN

Diese Aussage gilt auch fiir allgemeine Mafe.

6. o-Stetigkeit von oben: Ist (A,)nen e€ine monoton fallende Folge von FEreignissen,
A1 DAy D A3 D ..., so folgt

nh_)n;OP (ﬂ A ) (16)

neN
Beweis:
1. Wir beweisen gleich den allgemeinen Fall. Die gegebene Liste Ay, ..., A, paarweise
disjunkter Ereignisse setzen wir mit leeren Mengen zur Folge Ay, ..., A,,0,0,0,...

fort. Mit P(@) = 0 und der o-Additivitéit von P folgt
> PA) =D PA)+ Y PO = (UAkU U )zP(UAk>.
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1

2. Wir schreiben AU B als Vereinigung der disjunkten Ereignisse A und B\ A, und
B als Vereinigung der disjunkten Ereignisse AN B und B\ A. Mit der endlichen
Additivitat von P folgt die Variante der Behauptung so:

P(AUB)+P(ANB)=P(A)+P(B\A)+ P(ANnB) = P(A)+ P(B).
3. Weil €2 die Vereinigung der disjunkten Ereignisse A und A€ ist, folgt
1=P(Q2) = P(A) + P(A°)
und hieraus die Behauptung.

4. Wir schreiben die Obermenge B von A als Vereinigung der disjunkten Ereignisse A
und B\ A. Mit der endlichen Additivitdt und mit P(B\ A) > 0 folgt

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

5. Setzen wir Ag = ) und B,, = A,, \ A,_1 fiir n € N, so sind die B, n € N, paarweise
disjunkte Ereignisse mit

U By, = Ay, (17)
U B = J A (18)

keN keN
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fiir alle n € N. Mit der endlichen Additivitdt und der o-Additivitit von P folgt die
Behauptung so:

- p (O Bk) = zn:P(Bk)
7H—O>O§:P(Bk> =P (U Bk) =P (UA"C> (19)

6. Die Folge (AS)nen ist aufsteigend, weil (A, )nen absteigend ist. Mit den Teilen 4.
(Komplemente) und 5. (o-Stetigkeit von unten) des Lemmas folgt:

ro-na=e()((0e)) (0

(20)
und daher
P(A,) =% <ﬂ A ) (21)
neN
0
Beispiele:

1. Wahrscheinlichkeitsmafie auf diskreten Riumen: Ist ) ein endlicher oder
abzidhlbar unendlicher Ergebnisraum und ist (p,,)wcq eine Familie von Zahlen mit
Po > 0 fiir alle w € Q und

pr = 17 (22)
wes

so wird durch
P:P(Q)—[0,1],

= Z Puw (23)

weA

ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (€2, P(€2)) definiert. Umgekehrt wird jedes Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (£2,P(€2)) durch eine eindeutig bestimmte solche Familie
(Pw)wen gegeben, namlich

po = P({w}). (24)

Man nennt (p,),ecq die Zihldichte oder auch die Wahrscheinlichkeitsfunktion des
Wahrscheinlichkeitsmafles P.
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2. Zahlmaf: Ist €2 wieder ein Ergebnisraum, so definiert
p:P(Q) = NoU{+oo}, ,u(A)=[4] (25)

ein Maf auf (2, P(£2)). Hierbei bezeichnet |A| die Méchtigkeit von A, wobei |A| =
+oo fiir unendliche A gelten soll. Das Mafl p wird das Zihlmaf auf Q genannt.
AuBer im Fall |Q] =1 ist es kein Wahrscheinlichkeitsma8.

3. Diskrete Gleichverteilung: Ist (2 sogar ein endlicher Ergebnisraum, so wird durch

_ 14

PP = 0.1] PA4) =g

(26)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, P(Q2)) definiert. Es heifit diskrete Gleichvertei-
lung kurz Glez’chverteilunﬂ auf 0, manchmal auch normiertes Zihlmaf$ oder (dis-
krete) uniforme Verteilung auf (Q,P(R2)). Es besitzt die Zahldichte

(1).co &

4. Diracmaf}: Ist (2, A) ein Ereignisraum und b € 2 fest, so wird durch

1, fallsbe A

0, fallsb¢ A (28)

0 A—10,1], &A= {

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (€2, .4) definiert. Es heifit Diracmaf in b. Ein “Zu-
falls” experiment mit Ergebnisraum (2, bei dem sicher das Ergebnis b eintritt, kann
durch das Modell (€2, A, d,) beschrieben werden. Das Diracmaf$ erlaubt uns die fol-
gende schone Notation fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf einer abzéhlbaren Men-
ge  mit Zéhldichte (py)weq:

P = préw. (29)

weN

5. Lebesguemaf}: In der Mafitheorievorlesung lernen Sie, dass es ein eindeutig be-
stimmtes Maf

A: B(R) = [0, +00] (30)

auf (R, B(R)) gibt, das jedem Intervall |a, b] mit reellen Grenzen a < b seine Inter-
vallldnge

AJa, b)) =b—a (31)

4Bitte nicht mit der unten beprochenen kontinuierlichen Gleichverteilung verwechseln!
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zuordnet. Es heifit Lebesgue-Maj$ oder auch Borel-Lebesgue-Maf auf (R, B(R)).
Allgemeiner gibt es fiir jedes n € N rein eindeutig bestimmtes Maf

An t B(R™) — [0, 0], (32)

das jedem n-dimensionalen Quader

n

Q = []la: bl (33)

i=1

mit reellen Koordinaten a; < b; sein Volumen
A(Q) = H(bz — a;) (34)

zuordnet. Dieses Maf heifit das n-dimensionale (Borel-)Lebesguemaf oder auch Vo-
lumenmaf. Der Funktionswert A, (A) wird als Volumen einer Borelmenge A € B(R")
interpretiert.

. Gleichverteilung auf einem Intervall: Fiir jedes Intervall [a,b] C R positiver
Lénge b — a > 0 wird durch

AAN [a,b])

P:BR) = [0.1], P(A) = =——

(35)
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B([a, b]) definiert. Es (oder auch seine Einschrankung
auf B([a,b])) wird kontinuierliche Gleichverteilung oder auch uniforme Verteilung
auf [a, b] genannt und oft mit unif|a, b] bezeichnet.

Mit ihrer Hilfe kénnen wir auch ein sinnvolles Wahrscheinlichkeitsmodell fiir das
“Gliicksrad” definieren:

Ist

f:0,1[— S, f(t) = (cos(2nt),sin(27t)) (36)

die Beschreibung des Gliicksrads in Polarkoordinaten, so gilt, wie wir spéter viel
allgemeiner sehen werden, fiir alle A € B(S")f]

f7A] € B([0, 1)) (37)
Wir setzen
P:B(SY) —[0,1], P(A) = unif[0, 1](f'[A]). (38)

Dann ist (S',B(S'), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, der als ein Modell fiir das
“Gliicksrad” dient. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P wird auch Gleichverteilung auf
St genannt.

°Erinnern Sie sich an die Definition des Urbilds: f~1[A] = {t € [0,1]: f(t) € A}
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7. Gleichverteilung in héheren Dimensionen: Fiir B € B(R™) mit 0 < \,(B) <
oo definieren wir
M(ANB)
P : B(R" 1 P(A) = ————=.
BEY - 0.1, P = (39)
P ist ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (R™, B(R")). Es (oder auch seine Einschrénkung
auf B(B) heiit Gleichverteilung auf B.

Achtung: Die Gleichverteilung auf S? ist kein Spezialfall hiervon, da A\y(S') = 0.
Bemerkung: In den letzten Beispielen kann man schon sehen, dass i.a. aus P(A) = 0

nicht folgt: A = (). Zum Beispiel ist uniffa, b)({x}) = 0 fiir alle z € [a,b], und P(S') =0
fiir die Gleichverteilung P auf [—1,1]* C R2

“Wahrscheinlichkeit 07 und “unmdglich” sind verschiedene Begriffe! ‘

Diese Beobachtung gibt Anlafl zu folgender

Definition 2.7 (Nullmengen; fast sicher) FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum (oder auch ein beliebiger Mafraum). Eine Menge N C Q heifit eine Nullmenge
beziiglich P, wenn es ein A € A mit N C A und P(A) =0 gibt.

Im Fall N € A ist dies gleichwertig mit P(N) = 0.

Fine Aussage ®(w) tber das zufillige Ergebnis w € ) eines Zufallsexperiments heifst P-
fast sicher giltig (synonym, vor allem im Fall allgemeiner Mafrdume verwendet: P-fast
tberall giiltig), wenn gilt: {w € Q| ®(w) gilt nicht} ist eine Nullmenge beziiglich P.

Beispiel: Ist w € [0,1] ein nach der Gleichverteilung P auf [0,1] gezogenes zufilliges
Ergebnis, so gilt P-fast sicher: w > 0. Ebenso gilt fiir einen nach der Gleichverteilung
Q auf dem Quadrat [—1,1]* zufillig gewihlten Punkt (z,y) Q-fast sicher die Aussage
22+ # 1.

Interpretation von Wahrscheinlichkeiten. Als Verbindungsglied zwischen der Ma-
thematik und den Anwendungen brauchen wir Interpretationen, was Wahrscheinlichkeiten
bedeuten sollen. Diese sind naturgeméf kein Bestandteil des mathematischen Formalis-
mus und daher informal formuliert.

Je nach philosophischem Standpunkt kann man verschiedene Interpretationen vertreten.

1. Objektivistische Interpretation mit relativen Haufigkeiten: Fiihrt man ein
Zufallsexperiment mit Werten in ) wiederholt aus, sagen wir n-mal, so erhélt man
Beobachtungsdaten wy,ws, ... ,w, € . Die relative Hiufigkeit eines Ereignisses A
ist definiert durch

~ Hie[n]]w; € A}|  Anzahl der giinstigen Ergebnisse

(40)

o P A)
Tl wn A) n Anzahl aller Ergebnisse
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Objektivistische Interpretation von Wahrscheinlichkeiten:
Fiihrt man ein Zufallsexperiment immer wieder aus, so liegt nach vielen Wie-
derholungen die relative Haufigkeit eines Ereignisses A typischerweise nahe bei

der Wahrscheinlichkeit P(A).

Kritik: Durch die unpréizisen Begriffe “viel”, “typischerweise” und “nahe” bleibt
diese Interpretation notwendigerweise unscharf.

Ein innermathematisches Analogon dieser Interpretation ist das schwache Gesetz
der groflen Zahlen, das wir spéter besprechen.

Ein Versuch, die objektivistische Interpretation scharfer zu fassen, geht auf von Mi-
ses zuriick:

von-Mises-Interpretation von Wahrscheinlichkeiten:
Bei unendlicher Wiederholung des Zufallsexperiments konvergieren die beob-
achteten relativen Héufigkeiten gegen die Wahrscheinlichkeit:

lim r(wy,...,wy; A) = P(A).

n—oo

Kritik: Fiir praktische Zwecke ist diese Interpretation nur wenig niitzlich, da man
das Zufallsexperiment nie wirklich unendlich oft ausfithren kann. Die Interpretation
beschreibt also nur idealisierte, nicht real ausfiihrbare unendliche Beobachtungsrei-
hen. AuBlerdem kann die Interpretation nicht vollig richtig sein, da es ja moglich ist,
beim Wiirfeln stets nur die “6” zu wiirfeln, auch wenn die Wahrscheinlichkeit fiir
die “6” nur % betragen sollte.

Ein innermathematisches Analogon der von-Mises-Interpretation ist das starke Ge-
setz der groflen Zahlen, das wir auch spéter besprechen.

. Subjektivistische Interpretation: Bei dieser Interpretation bekommen Wahr-
scheinlichkeiten nur eine subjektive Bedeutung:

Subjektivistische Interpretation von Wahrscheinlichkeiten:
Die Wahrscheinlichkeit P(A) quantifiziert meinen Grad von Uberzeugtheit
vom Eintreten von A.

Die definierenden Bedingungen fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P, also die Kol-
mogoroff-Axiome, werden dann als Konsistenzbedingungen fiir das System meiner
subjektiven Uberzeugungen interpretiert.

Kritik: Naturwissenschaftliche Theorien, die Wahrscheinlichkeiten vorhersagen, z.B.
die Quantentheorie, haben den Anspruch, nicht nur subjektive Zusténde von Men-
schen zu beschreiben, sondern objektive Tatsachen, unabhéngig von psychischen
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Gegebenheiten. Hierfiir erscheint die subjektivistische Interpretation zu vage, zu
unscharf.

Die folgende Gliickspiel-Interpretation versucht, die subjektivistische Interpretation
quantitativ genauer zu fassen:

Gliickspiel-Interpretation von Wahrscheinlichkeiten:
Das Ereignis A hat fiir mich die subjektive Wahrscheinlichkeit P(A), wenn ich
bereit bin, jede der folgenden beiden Wetten einzugehen:
(a) e wenn das Ereignis A eintritt, bekomme ich o Euro,
e wenn das Ereignis A€ eintritt, zahle ich 5 Euro,
wobei

azl—P(A)

B P(A)
(b) Wie eben, nur mit vertauschten Rollen:

e wenn das Ereignis A eintritt, zahle ich a Euro,

e wenn das Ereignis A€ eintritt, bekomme ich g Euro.

Kritik: Die Gliickspielinterpretation passt gut zur stochastischen Beschreibung von
Finanzmérkten, bei denen Kauf- und Verkaufentscheidungen von Anlegern auch
nach subjektiven Erwartungen getroffen werden. Subjektive Wahrscheinlichkeiten
kann man also mit Preisverhéltnissen fiir Wetten auf zukiinftige Ereignisse in Wett-
biiros quantifizieren.

Allerdings sind reale Gliicksspiele viel komplexer als die vereinfachte Sicht der
Gliickspielinterpretation: Vielleicht bin ich zwar bereit a = 1 Euro gegen 5 = 0, 50
Euro auf ein Ereignis zu wetten, aber nicht o = 1000000 Euro gegen 5 = 500000
Euro.

In der Realitdt wollen Anleger auch einen Risikozuschlag: Vielleicht bin ich bereit
a = 1 Euro gegen S = 0,50 Euro auf ein Ereignis zu wetten, aber nur a = 0,90
Euro zu g = 0,60 Euro bei vertauschten Rollen.

. Minimalinterpretation von Wahrscheinlichkeiten: Die Probleme bei der Quan-
tifizierung von Wahrscheinlichkeiten motivieren dazu, eine méglichst voraussetzungs-
arme Interpretation zu suchen:
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Minimalinterpretation von Wahrscheinlichkeiten:

e Ereignisse A mit Wahrscheinlichkeiten P(A) nahe bei 1 treten praktisch
sicher ein, also “mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit”.

e Ereignisse A mit Wahrscheinlichkeiten P(A) nahe bei 0 treten praktisch
sicher micht ein.

e Wahrscheinlichkeiten P(A), die weder nahe bei 0 noch bei 1 liegen, be-
deuten Unsicherheit. Thre genauen Werte sind nur Rechengréfien.

Kritik: Vielleicht erscheint Ihnen diese Interpretation zu wenig quantitativ und zu
schwach, um niitzlich zu sein. Auflerdem verwendet sie wieder unscharfe Begriffe wie
“nahe bei” und “praktisch sicher”. Wir werden spéter, zum Beispiel beim schwachen
Gesetz der groflen Zahlen und bei der statistischen Testtheorie, sehen, dass die
Minimalinterpretation trotzdem sehr wohl sinnvoll und niitzlich sein kann.

In der praktischen Arbeit, insbesondere in der Statistik, muss man den unscharfen
Begriff “nahe bei” natiirlich quantifizieren: Hierzu dient die Wahl eines Signifikanz-
niveaus  nahe bei 0: Ein Ereignis A mit einer Wahrscheinlichkeit P(A) < « gilt
dann als “praktisch unmoglich”; wenn es doch eintritt, kann man die Hypothese,
dass das verwendete Wahrscheinlichkeitsmodell das Zufallsexperiment beschreibt,
verwerfen. In der statistischen Praxis gewihlte Signifikanzniveaus sind allerdings
vielfach gar nicht so klein, z.B. a = 5%.

In jedem Fall kann man sagen, dass der Begriff der Wahrscheinlichkeit ein fundamentaler
Grundbegriff ist, der eine ganz andere Modellierung als nur die Beschreibung determi-
nistischer Vorgénge erlaubt. Wie viele andere Grundbegriffe auch kann er philosophisch
verschieden interpretiert werden.

Die mathematische Wahrscheinlichkeitstheorie kann zum Gliick unabhéngig von der In-
terpretation und vom philosophischen Standpunkt betrieben werden, obwohl der philo-
sophische Standpunkt manchmal sehr wohl die Art, mathematische Fragen zu stellen,
beeinflusst.

2.2 Verteilungsfunktion und Eindeutigkeitssatz fiir Mafle

Als Funktionen auf der Borelschen o-Algebra B(R) sind Wahrscheinlichkeitsmafie auf
(R, B(R)) recht komplizierte Gebilde. Zum Gliick lédsst sich ihre Information auch in einer
einfacheren Funktion kodieren:

Definition 2.8 (Verteilungsfunktion) FEs sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)).
Die Funktion

F:R—[0,1] F(z)=P(] - o0,z]) (41)

wird Verteilungsfunktion von P genannt.
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Der Wert F'(x) der Verteilungsfunktion an einer Stelle x gibt also die Wahrscheinlichkeit
an, ein zufélliges Ergebnis kleiner oder gleich x zu erhalten.
Beispiele:

1. Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1] wird wie folgt gegeben

0 firx <0,
Flz)=< o fir0<az<1, (42)
1 firz>1.

2. Die Verteilungsfunktion des DiracmaBes o, : B(R) — {0,1} in a € R lautet

0 fir x < a,
Fz) = { 1 firz >a. (43)

3. Modellieren wir das Ergebnis eines fairen Miinzwurfs durch (@ =R, A = B(R), P =
(80 + 61)), so lautet die Verteilungsfunktion fiir P wie folgt:

0 firz <0,
Flz)=4¢ 5 fir0<az<l1, (44)
1 firz>1.
Mit Hilfe der Indikatorfunktion
0 firweA,
1A.Q—>{O,1}, 1A(w)— { 1 fiir w € A (45)

einer Teilmenge A C ) konnen wir das auch so abkiirzen:

1 1 1
F=-1 1 = —1 -1 . 4
5 0,1 + 1[1,00] 5l00cl 51l (46)

Lemma 2.9 (charakteristische Eigenschaften von Verteilungsfunktionen) F's sei
F' die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes P iber (R, B(R)). Dann gilt:

1. F' ist monoton steigend:

Ve,ye R: o <y= F(z) < F(y). (47)

2. I ist rechtsseitig stetig: Fiir alle monoton fallenden Folgen x, |,—.oo * € R mit
reellem Grenzwert x gilt

3. lim, o F(z) = 1.
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4. lim,_,_o F(z) = 0.
Beweis:
1. Aus z < y folgt | — 00, 2] <] — 00, y|, und hieraus
F(z) = P(] — 00,2]) < P(] — 00,9]) < F(y). (49)

2. Es sei (z,)nen eine monoton fallende Folge in R mit z, % ¢ € R. Dann ist
(] = 00, Zp))nen eine monoton fallende Folge in B(R) mit dem Durchschnitt

()] — 00, 2] =] — 00, 2]. (50)

Mit der o-Stetigkeit von P von oben folgt:

F(x) = P(] —o0,z]) = lim P(] — 00, x,]) = lim F(z,). (51)

n—oo n—o0

3. Es sei (z,)nen eine monoton steigende Folge in R mit x, "% too. Dann ist die
Intervallfolge (] — 0o, 2] )nen beziiglich der Inklusionsrelation C aufsteigend mit der
Vereinigung

U] — 00, x,] = R. (52)

Aus der o-Stetigkeit von P von unten folgt

1=PR) = nhjgo P(] —o0,x,]) = 711;12@ F(z,). (53)
Wir schlieflen
F(z) =% F(z). (54)

4. Diese Aussage wird analog mit Hilfe der o-Stetigkeit von P von oben bewiesen; sie
wird Thnen als Ubungsaufgabe iiberlassen.

O
Ubung 2.10 Beweisen Sie in der Situation des Lemmas fiir alle x € R:

P() - o0,al) = lim F(y).

ytx
Bemerkung: Wir werden spéter sehen, dass es zu jeder Funktion F' : R — [0, 1] mit
den Eigenschaften 1.-4. des Lemmas ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (R, B(R)) mit der
Verteilungsfunktion F' gibt.

Verteilungsfunktionen charakterisieren das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl P {iber
(R, B(R)) eindeutig:
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Satz 2.11 (Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen) Es seien P, Q zwei Wahr-
scheinlichkeitsmafle iber (R, B(R)) mit der gleichen Verteilungsfunktion F. Dann gilt

P=Q.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des allgemeinen Eindeutigkeitssatzes fiir Wahrscheinlich-
keitsmafle. Um diesen formulieren zu kénnen, brauchen wir noch einige Vorbereitungen:

Definition 2.12 (Durchschnittsstabilitéit) Es sei€ ein Ergebnisraum und M C P(2)
ein Mengensystem dariber. Das System M heifst durchschnittstabil, (kurz N-stabil, syn-
onym I1-System), wenn fiir alle A, B € M gilt: AN B € M. Ist (0, A) ein Ereignisraum
und M C A ein N-stabiles Mengensystem mit (M) = A, so wird M ein N-stabiler
Erzeuger von A genannt.

Zum Beispiel bildet M = {] — 00, z]| z € R} einen N-stabilen Erzeuger der Borelschen
o-Algebra B(R), denn in der Tat ist (M) = B(R), und fir alle 2,y € R gilt

]—oo,x]ﬂ]—oo,y]:]—oo,x/\y]E./\/l, (55)
wobei wir die folgende Notation verwendet haben:
x Ay = min{z,y}. (56)

Damit folgt der Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen aus dem folgenden allgemei-
nen Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafle:

Satz 2.13 (Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafle) Fs seien P, @ zwei
WahrscheinlichkeitsmafSe iber dem gleichen Ereignisraum (2, A). Weiter sei M ein N-
stabiler Erzeuger von A, auf dem P und Q) tibereinstimmen: Dann gilt P = Q.

Bemerkung: Fiir allgemeine Mafle gilt der Eindeutigkeitssatz nicht in dieser Form:
Zum Beispiel stimmen das Lebesguemafi A und sein Doppeltes 2\ nicht iiberein, ob-
wohl sie auf dem N-stabilen Erzeuger {|] — oo, z]| x € R} der Borelschen o-Algebra B(R)
iibereinstimmen, ndmlich mit dem konstanten Wert +oc.

Zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes fithren wir die folgende Abschwéchung des Begriffs
der o-Algebra ein:

Definition 2.14 (Dynkin-System) Es sei (2 eine Menge. Ein Mengensystem D C P({2)
heifit Dynkin-System iiber (2, wenn gilt:

1.0eD
2. Fiir alle A € D folgt A° € D.

3. Fiir jede Folge (Ay)nen paarweise disjunkter Mengen in D gilt | J,,cy An € D.
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Man beachte: Anders als in der Definition von o-Algebren wird hier in der dritten Bedin-
gung die paarweise Disjunktheit der Mengen A,,, n € N, vorausgesetzt!

Weil die Voraussetzung der paarweisen Disjunktheit 3. in der Definition von Dynkin-
Systemen gut zur Voraussetzung der paarweisen Disjunktheit bei der Formulierung der
o-Additivitat passt, ist es im Zusammenhang mit Maflen oft leichter, zu iiberpriifen, dass
ein Mengensystem ein Dynkin-System ist, als zu zeigen, dass es eine o-Algebra ist.
Hierzu ein Beispiel:

Lemma 2.15 (Ubereinstimmungsbereich von Wahrscheinlichkeitsmafien) Sind P
und QQ Wahrscheinlichkeitsmafle iiber einem Ereignisraum (£, A), so ist

D={AeA: P(A)=Q(A)}
ein Dynkin-System.

Beweis: 1. () € D folgt wegen P(0) =0 = Q(0).

2. Gegeben A € D folgt P(A°) = P(Q2)—P(A)=1-P(A) =1-Q(A) =Q(Q)—Q(A) =
Q(A°), also auch A° € D.

3. Ist eine Folge (A,)nen paarweise disjunkter Mengen in D gegeben und setzen wir
A = U, ey An, so folgt wegen der o-Additividt von P und Q:

P(A) =) P(A) =) Q(A) = Q(A),

neN neN
also auch A € D.
O

Lemma 2.16 (Dynkin-Lemma, auch TI-A-Theorem genannt) FEs sei Q) eine nicht-
leere Menge, M C P() ein durchschnittstabiles Mengensystem und D C P(L) ein
Dynkin-System tiber Q2. Dann gilt:

Aus M C D folgt o(M) C D.

Das Dynkin-Lemma wird zwar in der Stochastik oft benutzt, obwohl sein Beweis eher
zur Maftheorie gehort. Anders als die Aussage des Lemmas gehort sein Beweis nicht zum
Kernbestand dieser Vorlesung. Er befindet sich im Anhang.

Ubung 2.17 Es seien Q = [4] und A = P(Q). Der Ubereinstimmungsbereich
D={AcA: P(A)=Q(A)}
der beiden WahrscheinlichkeitsmafSe
P }1(51 Oyt 0y 401 und Q= %(51 +6,) (57)
st zwar ein Dynkin-System, aber keine o-Algebra. AufSerdem ist D nicht N-stabil.
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Wir zeigen jetzt den Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafle mit Hilfe des Dynkin
Lemmas:

Beweis von Satz |2.13} Sine P und @) zwei Wahrschinlichkeitsmafe tiber (£2,.4) und M
ein N-stabiler Erzeuger von A mit P|y = Q| um, so folgt

MCD={Aec Al P(A) =Q(A)}.

Weil D ein Dynkin-System ist, folgt A = o(M) C D aus dem Dynkin-Lemma, also
P=0qQ.
O

Als eine weitere Illustration, wie das Dynkin-Lemma typischerweise eingesetzt wird, un-
tersuchen wir nun die Rotationsinvarianz der Gleichverteilung auf S*.
Fiir t € R sei

D, — (cos(zmt) — Sin(27rt)> (58)

sin(2wt)  cos(27t)

die Drehmatrix um den Winkel 27¢, und fiir A C S* sei

o= {o.(): ()<

das um 27t Gedrehte von A. Man kann dann zeigen, dass A € B(S') genau dann gilt,
wenn D, A € B(S!) gilt.

Lemma 2.18 (Rotationsinvarianz der Gleichverteilung auf der Kreislinie) FEs sei
P die Gleichverteilung auf (S*, B(S')). Fiir alle A € B(S') und alle t € R gilt dann

P(A) = P(D,A). (60)

Beweisskizze: Die Aussage ist offensichtlich richtig fiir alle A der Gestalt

| [cos(2mx)\
A= () ) o
wenn [ ein Intervall in [0, 1 (inklusive der leeren Menge) ist. Nun sei M die Menge aller

A dieser Gestalt. Dann ist M ein N-stabiler Erzeuger von B(S!). Weiter kann man zeigen,
dass fiir gegebenes t € R die Menge

D:={AecB(S"): P(D;) = P(A)} (62)
ein Dynkin-System ist, das M umfafit. Es folgt aus dem Dynkin-Lemma:
B(S') = o(M) C D, (63)

also die Behauptung.
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O

Wir kommen jetzt zu dem “negativen” Grund zuriick, o-Algebren A iiber 2 statt nur der
Potenzmenge P(Q2) zu betrachten:

Die Gleichverteilung auf (S',B(S')) kann nicht zu einem rotationsinvarianten Maf} auf
(S, P(S1)) fortgesetzt werden. Es gilt ndmlich:

Satz 2.19 (Nichtexistenz der Gleichverteilung auf der Potenzmenge der Kreis-
linie) Es gibt kein rotationsinvariantes Wahrscheinlichkeitsmaf Q auf (S*, P(S')), also
kein Wahrscheinlichkeitsmass Q : P(S') — [0,1], fiir das gilt:

VAC S'VteR: Q(A) = Q(D,A). (64)

Beweis: Wir definieren die folgende Relation ~ auf S*: Fiir ,y € S! soll z ~ y genau
dann gelten, wenn es ein t € Q mit der Eigenschaft D,x = y gibt, d.h. wenn der Winkel
A£x0y ein rationales Vielfaches von 27 ist. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation. Es sei
[z] = {y € S'| 2 ~ y} die Aquivalenzklasse von z € S*, und S'/ ~:= {[z]| z € S'} die
Menge aller Aquivalenzklassen. Wir withlen eine Auswahlfunktion f : S'/ ~— S, also
eine Abbildung, die aus jeder Aquivalenzklasse ein Element auswihlt: f([z]) ~ z fiir alle
x € S!. Die Existenz einer solchen Auswahlfunktion wird durch das Auswahlaxiom der
Mengenlehre garantiert. Nun sei

A=Bild f = {f([z])| z € S?}. (65)

Dann ist (D;A)iegnpo,1f €ine Partition der Kreislinie S* mit abzéhlbar vielen Mengen. Wére
nun @ ein rotationsinvariantes Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (S, P(S1)), so folgte:

1=Qsh =0 U pA|= > abA)= > Q). (66)

teQn[0,1] teQnI0,1] teQnIo0,1]

Das ist weder vertréglich mit Q(A) = 0, noch mit Q(A) > 0, ein Widerspruch.

2.2.1 Anhang: Beweis des Dynkin-Lemmas
Beweis des Lemmas [2.16k

1. Schritt.  Ist Dy ein Dynkin-System iiber €2, so gilt:

Fiir alle A, B € D; mit A C B folgt B\ A € D;.

Beweis hierzu: Die Mengen B¢ und A sind disjunkt. Nun gilt B¢ € D; wegen B € D;.
Zusammen mit A € D; folgt

(B\A)=AUB°UDUPUDU...e Dy

und damit B\ A € D;.
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2. Schritt. Es gibt ein kleinstes Dynkin-System G iiber €2, das M umfasst, ndmlich den
Durchschnitt aller Dynkin-Systeme iiber €2, die M umfassen:

G = {A C Q| Fiir jedes Dynkin-System & {iber 2 mit M C & gilt A € £.}

3. Schritt. Wir setzen:
G={Aeg|VBeM: ANBeG}

Dann ist G; ein Dynkin-System iiber €2, das M umfasst: M C G;.
Beweis hierzu:

e Esgilt ) € Gy, dafiiralle Be Mgilt: )N B=0¢cG.
e Ist A € Gy, so folgt fiir alle B € M mit Hilfe des 1. Schritts:
A°NB=B\(ANB)eg,

denn es gelten B € G wegen B € M, ANB € G wegen A € G, und AN B C B.
Wir schlielen: A€ € G.

o Ist (A, )nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gy, so folgt fiir alle B € M:

<UAH> nB=|JA.,nB)eg,

neN neN

denn die A, N B, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir schlieflen:
Unen An € Gi. item Es gilt M C G;. Zum Beweis hiervon sei A € M gegeben. Dann
folgt fiir alle B € M die Aussage AN B € M C G, weil M durchschnittstabil ist.
Das bedeutet A € G;.

4. Schritt.  Weil G; C G ein Dynkin-System iiber  mit M C G, ist, folgt auch G; D G,
weil G das kleinste Dynkin-System iiber € ist, das M als Teilmenge hat. Das bedeutet:
Gi1 = G. Nach der Definition von G; impliziert das fiir alle A € G und alle B € M die
Aussage ANB € G.

5. Schritt. Wir setzen:
Go:={BegG|VAeG: ANBegG}

Dann ist Gy ein Dynkin-System iiber 2 mit M C Gs.
Der Beweis hierzu dhnelt ein wenig dem Beweis im 3. Schritt:

e Esgilt ) € Gy, dafiiralle Ae Ggilt: AND=0¢€G.
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e Essei B € Gy gegeben. Dann folgt fiir alle A € G mit Hilfe des 1. Schritts:
ANB‘=A\(ANB)eg,
da AN B € G wegen B € G,. Dies impliziert B¢ € G,.

e Ist (B, )nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gs, so folgt fiir alle A € G:

AnlJB.=JAnB,) eg,

neN neN

denn die Mengen A N B,,, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir
schlieBen: (J,, .y Bn € Go.

e M C G, ist klar nach dem vierten Schritt.

6. Schritt. Wie im 4. Schritt folgt G, = G, also ist das Mengensystem G durchschnitt-
stabil.

7. Schritt.  Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra. Insbesondere ist
G eine o-Algebra.

Beweis hierzu: Es sei G’ ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Weil G’ als Dynkin-
System die leere Menge als Element enthélt und abgeschlossen unter Komplementbildung
ist, bleibt nur zu zeigen, dass G" auch abgeschlossen unter abzéhlbarer Vereinigungsbildung
ist. Hierzu sei (A,,)nen eine Folge von Elementen von G'. Wir setzen fiir n € N:

B, =A,n [ 4.

m<n

Dann gilt B, € G, weil G’ durchschnittstabil und abgeschlossen unter Komplementbildung
ist. Nun sind die B,,, n € N, paarweise disjunkt, und es gilt

UAn:UBneg’.

neN neN

Das Mengensystem G’ ist also in der Tat abgeschlossen unter abzdhlbarer Vereinigungs-

bildung.

8. Schritt.  Aus M C G folgt o(M) C G, weil G nach dem 7. Schritt eine o-Algebra ist
und o(M) die kleinste o-Algebra ist, die M umfasst. Weiter wissen wir G C D, weil G
das kleinste Dynkin-System ist, das M umfasst. Es folgt die Behauptung: o(M) C D.

O
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2.3 Borel-messbare Funktionen und Mafle mit Dichten

Zur Erweiterung unseres Beispielvorrats fiir kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsmafle fithren
wir den Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte ein. Dichten sind sogenannte Borel-messbare
Funktionen mit Werten in [0, oo]. Definieren wir hierzu:

Definition 2.20 (Borel-Messbarkeit) Es sei (€2, A) ein Ereignisraum. Eine Funktion
f:Q—R:=RU{+o0} heifit Borel-messbar beiiglich A (kurz auch nur: messbar), wenn
fiir alle a € R gilt:

{we: flw) <a} € A (67)

Dies ist ein Spezialfall des allgemeinen Begriffs messbarer Funktionen, den wir spéter
behandeln.
Beispiele: In der Mafitheorie wird gezeigt:

1. Alle stetigen oder auch stiickweise stetigen Funktionen f : R — R sind Borel-
messbar iiber (R, B(R)).

2. Ist A € A, so ist die Indikatorfunktion 14 : 2 — R messbar.

3. Sind f, g : © — R messbare Funktionen, so ist auch jede Linearkombination o f 4+ 3¢
mit Koeffizienten o, 8 € R sowie die Produktfunktion f - g messbar.

4. Ist (f,)nen eine punktweise konvergente Folge messbarer Funktionen, so ist auch der
punktweise Grenzwert lim,, ., f,, messbar.

In der Masstheorie wird auch fiir jede nichtnegative messbare Funktion f : Q — [0, o]
und jedes MaB p auf (€2, .A) ein Integral so definiert:

/Qfdu = (68)
sup { Z aifi(A;)

Es wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

neNa; >0,A4; € Afir alle i € [n], ZailAiﬁf} (69)
i=1

1. Integral von nichtnegativen Treppenfunktionen mit messbaren Stufen:
Fiir alle n € N, alle a1, ...,a, > 0 und alle A4,..., A, € A gilt:

/Q (Z Ofﬂm) dp = Z aifi(A;) (70)

2. Satz von der monotonen Konvergenz: Fiir jede aufsteigende Folge 0 < f; <

fo < f3 < ... messbarer Funktionen f, :  — [0, 00| mit punktweisem Grenzwert
f, d.h.
f(w) = lim f,(w) fiir alle w € Q (71)
n—o0
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gilt:
/ fdu= lim [ f,du. (72)
Q n—oo Q

Wir beweisen das hier nicht, sondern verweisen auf die Mafitheorievorlesung.
Beispiele:

1. Integrale bzgl. Zdhlmafl = Summen: Ist © das Zahlmafl auf einer abzéhlbaren
Menge €, so gilt fiir jede Funktion f : Q — [0, col:

| rau=% s (73)

Integrale beziiglich des Zahlmafles sind also das Gleiche wie Summen. In diesem
Sinne ist der Integralbegriff eine Verallgemeinerung des Reihenbegriffs.

2. Integrale auf abzihlbaren Mengen: Etwas allgemeiner: Ist 2 abzéhlbar (ver-
sehen mit der Potenzmenge als o-Algebra) und ist p ein Maf {iber © mit Zahldichte
(Pw)weq, so gilt fiir jede Funktion f : © — [0, oo] mit nichtnegativen Werten:

/Q fdu=3" f@p.. (74)

we

Integrale auf abzdhlbaren Mengen sind also mit der Zahldichte gewichtete Summen.

3. Riemann-Integrale als spezielle Lebesgueintegrale: Ist f : R — RJ eine
siickweise stetige nichtnegative Funktion, so existiert das (uneigentliche) Riemann-
integral

/_OO f(z)dx € 10, o0}, (75)

und es gilt:

/_ Z fla)de = /R Fdn, (76)

wobei A das Lebesguemafl bezeichnet. Das Integral beziiglich des Lebesguemafles
A wird auch Lebesgueintegral genannt. In diesem Sinne verallgemeinert das Lebes-
gueintegral das Riemannintegral.

Notation: Fiir A € A verwendet man auch die Schreibweisen fiir das Integral:

/A F(2) p(de) = / Fdp = / Fladp. (77)

Bemerkungen: Das Integral besitzt auch die folgenden Eigenschaften:
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1. Integrale sehen Nullmengen nicht: Sind f,g : Q@ — [0, 00| messbar und p-fast
iiberall gleich, d.h. ist

p{w e fw) =g(w)) =0, (78)

so stimmen die Integrale iiber f und g iiberein:

/Qfduz/ﬂgdu' (79)

2. Monotonie: Sind f, g :  — [0, o] nichtnegative messbare Funktionen mit f < g,

so gilt auch
/ fdp < / gdp. (80)
Q Q

Mit Hilfe von Integralen kénnen wir unseren Beispielvorrat fiir Wahrscheinlichkeitsmafle
insbesondere im Kontinuum enorm erweitern:

Satz 2.21 (Wahrscheinlichkeitsdichten) Es sei p ein MafS auf einem Ereignisraum
(Q, A) und f: Q — [0, 00] messbar mit

/ Fdp=1. (81)
Q
Dann wird durch
P:A—0,1], (82)
P(A) = [ (33)

ein WahrscheinlichkeitsmafS auf (2, A) definiert. Wir sagen dann, das Wahrscheinlich-
keitsmaf$ P besitze eine Wahrscheinlichkeitsdichte f beziiglich p Verzichtet man auf die
Normierungsbedingung (81)), so wird die Abbildung A > A — [, fdu € [0,00] nur ein
Maf. In diesem Fall heifst f eine Dichte dieses Mafes.

Im Spezialfall (2,.4) = (R, B(R)), versehen mit dem Lebesguemafl ;1 = A, erwéhnt man
meist nicht explizit, dass das Lebesguemafl als Referenzmafl gemeint ist. Das gleiche gilt
in n Dimensionen (2, A, 1) = (R™, B(R"), \,).

Anschaulich gesprochen beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte f die “Wahrscheinlich-
keit pro Lingeneinheit’. Anders als das Wahrscheinlichkeitsmafl konnen Wahrscheinlich-
keitsdichten auch Werte gréfer als 1 annehmen.

Der Beweis des Satzes folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des Integrals:

1. Normierung: P(2) = / fdp=1.
Q

30



2. o-Additivitat: Die o-Additivitéit von P ist eine Folge des Satzes von der monotonen
Konvergenz. Das sieht man so: Ist (A, ),en eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse
mit Vereinigung

A=A, (84)

neN

so folgt:

la= Z La, (85)

neN

wegen der paarweisen Disjunktheit, und daher
P(A) = / 1Afdﬂ =
Q

= / ZlAnfdM

Q@ peN
= / lim Z La, fdu (Limes punktweise gemeint)
q M—>00 -

= lim / Z La, fdu (mit dem Satz v.d. monontonen Konvergenz)
Q=1

m— 00

= lim Z / La, fdu (mit der Linearitét des Integrals)
n=1"%

_ Z/A Fdu =" P(A,). (86)
0

Beispiele

1. Dichte der Gleichverteilung: Die Gleichverteilung auf einem Intervall [a,b] der

Liange b — a > 0 besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte

Lag

_lad] ]7

T (87)
(beziiglich des Lebesguemafles \). Anschaulich gesprochen bekommen Borelmengen
im Intervall [a, b] die “Wahrscheinlichkeit 1/(b—a) pro Lingeneinheit” und im Kom-
plement |[a,b]® die Wahrscheinlichkeit 0. Ebenso sind 1j,4)/(b — a) und 1j,;/(b —
a) Dichten dieser Gleichverteilung; sie unterscheiden sich ja nur auf Lebesgue-
Nullmengen.
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. Zahldichte = Dichte bzgl. Zahlmaf: Ist €2 abzéhlbar und ist

P=> p.d,:P(Q) —[0,1] (88)

weN

ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Z&hldichte (p,,)weq, so ist die Zahldichte eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte von P beziiglich des Zahlmafles. Das erkldrt den Namen “Z#hl-
dichte”.

. Diracmaf. Das Diracmafl d, in einem Punkt a besitzt keine Dichte beziiglich des
LebesguemaBes \[f| Wire namlich f so eine Dichte, so folgte der folgende Wider-
spruch, weil {a} eine Lebesgue-Nullmenge ist:

| = 6,(R) = /R Fdr= /R Ly f dA = 6a({a}*) = 0. (89)

. Die Exponentialverteilung. Fiir a > 0 sei P, das Maf§ auf (R, B(R)) mit der
Dichte

fa(z) = 1 oo(x)ae™, (z € R). (90)
Es heif3t die Ezponentialverteilung mit dem Parameter a.

. Die Standardnormalverteilung. Aus der Analysis kennen Sie das “Gaufsche
Integral’

/_OO e dr = V2. (91)

[e.9]

Das Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, B(R)) mit der Dichte

f@)= ——c%,  (z€R) (92)

spielt in der Stochastik eine duflerst wichtige Rolle. Es heifit die Standardnormal-
verteilung. Es wird uns noch viel begegnen.

. Gammaverteilungen. Es seien zwei Parameter a > 0 und s > 0 gegeben. Weiter
bezeichne

I(s) = / T ylevdy (93)

SDennoch ist es in der Physik iiblich, trotzdem symbolisch mit einer “Dichte” §(z) von &y zu ar-
beiten; diese eigentlich nicht existierende Dichte heifit dort “Diracsche Deltafunktion”. Indem man sol-
che Schreibweisen in Mafinotation oder verwandte Konzepte (z.B. Distributionen, also Linearformen auf
Funktionenrdumen) iibersetzt, kann man ihnen in den meisten Fillen eine mathematische Interpretation
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die Gammafunktion an der Stelle s. Das Wahrscheinlichkeitsmass Gamma(a, s) auf
(R, B(R)) mit der Dichte

@) = Tl (@) 5z e, e B (94)

wird die Gammaverteilung mit dem Skalenparameter a und dem Formparameter s
bezeichnet. Insbesondere ist I'(a, 1) die Exponentialverteilung mit dem Parameter
a.

Zusammenhang zwischen Dichten und Verteilungsfunktionen. Ist P ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)) mit der Dichte f, so wird die Verteilungsfunktion F' von
P wie folgt gegeben:

.mwzpu—mﬂbzl’]fwa:/wf@Mm (@eR), (%)

wobei das letzte Gleichheitszeichen nur ein Notationswechsel ist. Aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung folgt: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf B(R) mit
stetig differenzierbarer Verteilungsfunktion F, so ist f = F” eine Dichte von P. Das Glei-
che gilt, wenn F' stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist; auf die Werte der Dichte
bei den Definitionsliicken der Ableitung kommt es hierbei nicht an, weil sie eine Lebesgue-
Nullmenge bilden.

Beispiel: Die Exponentialverteilung mit dem Parameter a > 0 besitzt die Verteilungs-
funktion

F,(t) = /]_ ) Lio,co[(z)ae™ " dz = 1 oo (t)(1 — ™), (t € R). (96)

In der Tat ist F, stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit der Ableitung

0 fiir t <0,
fot)=F.(t) =< ae ™ fir t > 0, (97)
undefiniert  fiir ¢t = 0.

Diese Funktion, genauer gesagt jede beliebige Fortsetzung davon auf ganz R, ist eine Dich-
te der Exponentialverteilung mit dem Parameter a > 0. Man beachte, dass die Menge {0},
auf der der Wert der Dichte beliebig fortgesetzt werden durfte, eine Lebesgue-Nullmenge
bildet.

2.4 Allgemeine messbare Funktionen und Zufallsvariablen

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Borel-messbaren Funktionen wesentlich:
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Definition 2.22 (messbare Abbildungen) FEs seien (2, A) und (', A") zwei Ereig-
nisriume. Fine Abbildung f : Q — ') heifst A-A’-messbar (oder kurz messbar, wenn
klar ist, welche o-Algebren gemeint sind), wenn fir alle A" € A" gilt{]

AT ={we: flw)eA}e A (98)
Bemerkung: Beachten Sie die Analogie zwischen messbaren und stetigen Abbildungen:

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei metrischen (oder auch topologischen) Raumen
(M,dy) und (N, dyy) ist stetig, wenn fiir alle offenen Mengen A’ C N gilt: Das Urbild
fHA] C M ist offen.

Merke:
Stetigkeit: Urbilder offener Mengen sind offen.
Messbarkeit: Urbilder messbarer Mengen sind messbar.

Das folgende Kriterium ist oft niitzlich zum Nachweis der Messbarkeit:

Lemma 2.23 (Kriterium fiir Messbarkeit von Abbildungen) FEs sei f : Q —
eine Abbildung zwischen zwei Ereignisriumen (Q, A) und (', A"). Weiter set M’ C A’
ein Erzeugendensystem fir A', in Formeln: o(M') = A’. Dann sind dquivalent:

1. Die Abbildung f ist A-A'-messbar.
2. Fiir alle A" € M’ gilt: f~1[A'] € A.

Beweis: “1. = 2.7 ist trivial.
Zu “2. = 1.7: Wir setzen

B ={AeA:flA]eA. (99)
Nach Voraussetzung ist M’ C B’. Zudem ist B’ eine o-Algebra iiber ', denn es gilt:
o ' € B wegen fTHQ]=0€ A
e Fiir alle A’ € B folgt V' \ A’ € B/, weil f~'[A'] € A impliziert:

FUN A= 0\ A € A (100)
e Fiir jede Folge (A},)neny mit Werten in B’ folgt |, o A4, € B’ wegen
f Al =) A € A. (101)

"Man unterscheide sorgfiltig zwischen dem Urbild f~![A] (eckige Klammern!) einer Menge A C €' und
der Umkehrfunktion f~!(y) (runde Klammern!) bei einem Wert y € . Wihrend die Urbildabbildung
I P(Q) = P(Q) fiir jede Abbildung f : Q — Q' definiert ist, ist die Umkehrfunktion f=!: Q' — Q
nur fiir Bijektionen f : Q — Q' definiert.
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Es folgt o(M’) C B’ und hieraus die Behauptung B’ = A’ wegen

A =oM)CB CA. (102)

Beispiele:

1. Weil das Mengensystem {] —o0,a] : a € R} ein Erzeugendensystem der Borelschen
o-Algebra B(R) ist, ist eine Abbildung f : Q — R genau dann A-B(R)-messbar,
wenn fiir alle a € R gilt:

f_l[] — oo,aH ={weQ| flw) <a}e A (103)

Der allgemeine Messbarkeitsbegriff verallgemeinert also in der Tat den Begriff der
Borel-Messbarkeit.

2. Sine (M,dy;) und (N,dy) zwei metrische (oder topologische) Rdume und ist f :
M — N eine stetige Abbildung, so ist f auch B(M)-B(N)-messbar, wobei B(M)
bzw. B(NN) die Borelsche o-Algebra iiber M bzw. N bezeichnet. In der Tat erzeugt
das System der offenen Mengen iiber N die o-Algebra B(/N), und Urbilder offener
Mengen in N sind offen in M, also messbar.

3. Jede Abbildung f : (Q,P(Q2)) — (', A") ist trivialerweise P(2)-.A-messbar. Fir
diskrete Ergebnisrdume, versehen mit ihrer Potenzmenge, liefert der Messbarkeits-
begriff also nichts Neues.

Der folgende wichtige Begriff erlaubt es, Mafle und insbesondere auch Wahrscheinlich-
keitsmafle mit einer messbaren Abbildung vom Ausgangsraum auf den Zielraum zu trans-
portieren:

Satz/Definition 2.24 (Bildma83) Es sei (2,4, 1) ein Mafiraum und f : (Q,A) —
(', A") eine messbare Abbildung. Dann wird durch

v: A —[0,00],
v(A') = u(f~HA]) (104)

ein Maf$ auf (U, A’) definiert. Es wird Bildma$l von p unter f genannt und mit f[u)] oder
auch mit pf~1 bezeichnet.

Zusatz: Ist p sogar ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so ist auch das Bildmaf§ ein Wahr-
scheinlichkeitsmaps.

Beweis:

e Die Messbarkeit von f impliziert die Wohldefiniertheit von v: Fiir jedes A" € A’ ist
nimlich f~1[A’] ein Element des Definitionsbereichs A von p.
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o v(0) = p(f~0] = (@) = 0.

o Ist (A!),en eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A’; so sind auch die Folgen-
glieder in (f7'[A’])nen paarweise disjunkt, und wir erhalten

v (U A%) = [ (f‘1 U4, ) = (U f‘l[A;]> = u(fAL) =D v(A).

neN neN neN neN
(105)
Zum Beweis des Zusatzes bemerken wir fiir Wahrscheinlichkeitsmafle p:
v() = p(fQ]) = u(@) = 1. (106)
0

Im Fall von Wahrscheinlichkeitsmafien verwendet man fast immer eine andere Sprechweise:

Definition 2.25 (Zufallsvariablen und Verteilungen) FEs sei (2, A, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und (', A") ein Ereignisraum. Eine A-A'-messbare Abbildung

X:Q—-Q (107)

wird auch Zufallsvariable (engl.: ‘random variable”) genannt. Das Bildmaff X[P] = PX~' sehr
von P unter X heiffit auch Verteilung von X (unter P), englisch “law of X with respect wichtig!
to P” oder auch “distribution”, und wird auch mit Lp(X) oder, wenn klar ist, welches
Wahrscheinlichkeitsmafi P gemeint ist, mit L(X) bezeichnet.

Zufallsvariablen und ihre Verteilung sind zentrale Begriffe in der Stochastik. Zu Beginn
sind diese Begriffe natiirlich etwas gewohnungsbediirftig: Das “Zuféllige” an Zufallsva-
riablen X : Q — ' ist nicht die Abbildung X, sondern ihr Argument w € €, also das
Ergebnis eines Zufallsexperiments. Die Zufallsvariable X ordnet dem zufélligen Ergebnis
w € Q also nur eine “MaBgroBe” X (w) € ' zu. Der Wert Q(A’) der Verteilung @ = Lp(X)
von X bei einer messbare Menge A’ gibt an, mit welcher Wahrscheinlichket X einen Wert
X(w) in A" annimmt, in Formelnff]

Q(A) = P{{w € Q| X(w) € A'}). (108)

8Bitte verwechseln Sie nie Zufallsvariablen mit ihrer Verteilung! Beachten Sie, dass verschiedene
Zufallsvariablen die gleiche Verteilung besitzen konnen: Nehmen wir zum Beispiel das zweifache faire
Miinzwurfexperiment

1
(2 A P) = ({0,1}%, P(Q), 700,0) +(0,1) + 81,0 +01,1)))
und die beiden Projektionen X,Y : @ — {0,1}, X (w1, ws) = wy, Y(wi,ws) = we als Modelle fiir das

Ergebnis des ersten bzw. zweiten Wurfs. Hier sind X und Y wverschiedene Zufallsvariablen mit der gleichen
Verteilung % (do + 61).
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Konventionen und Sprechweisen:

e Der héaufigste Spezialfall ist (€2, A’) = (R, B(R)): Solche Zufallsvariablen X : Q@ — R
heiflen auch reelle oder genauer reellwertige Zufallsvariablen. Wenn der Zielraum
(Q, A') nicht spezifiziert wird, sind fast immer reelle Zufallsvariablen gemeint.

e Eine Zufallsvariable X mit Verteilung () heifit auch Q-verteilte Zufallsvariable.
e Zufallsvariablen werden oft mit Grofibuchstaben XY, Z, ... bezeichnet.

e Schr haufig wird die folgende abkiirzende Notation fiir Ereignisse verwendet: Ein

Ereignis
{w € Q] X(w) hat die Eigenschaft ¢} (109)
wird abgekiirzt so geschrieben:
{X hat die Eigenschaft ®}. (110)

Das Argument w wird in dieser stenographischen Schreibweise also weggelassen.
Zum Beispiel steht

{XeA} (111)
(wobei A" € A') fir
{weQ X(w)e A} = X1[A4], (112)
und fiir reelle Zufallsvariablen X und Zahlen a € R steht
{X <a} (113)
fiir
{we Q| X(w) <a}. (114)

Diese Notation wird ebenso fiir mehrere Zufallsvariablen verwendet. Sind zum Bei-
spiel X und Y reelle Zufallsvariablen auf dem gleichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P), so steht {X < Y} kurz fiir {w € Q| X(w) < Y(w)}. Die abkiirzende
Notation wird auch fiir Wahrscheinlichkeiten verwendet:

P({X hat die Eigenschaft ®}) (115)
oder noch kiirzer
P[X hat die Eigenschaft ®] oder auch  P(X hat die Eigenschaft ®) (116)
steht kurz fiir

P({w € Q] X(w) hat die Eigenschaft ®}) (117)
Zum Beispiel steht P[X < 2] fiir
P{w e Q] X(w) <2}) = P(X7'[] — 00,2[]) = Lp(X)(] — 00,2[). (118)

Zugegeben ist diese Notation zunéchst sehr gewohnungsbediirftig und ziemlich ver-
schieden von der sonst in der Mathematik iiblichen Schreibweise, doch andererseits
ist sie sehr praktisch und intuitiv.
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Beispiele:
1. Es sei
1
Q={0,1}", A=P(), P= on Zciw = Gleichverteilung auf € (119)
we

ein Modell fiir den n-fachen fairen Miinzwurf, wobei die i-te Komponente w; im
Ergebnis w = (wy, . ..,w,) das Ergebnis des i-ten Wurfs beschreiben soll. Die kano-
nische Projektion

Xi " ]R, Xz(w) = W, (Z € [n]) (120)

ist dann eine Zufallsvariable, die den i-ten Wurf modelliert. Es gilt fiir a € {0, 1}:

an—l
PX;=a] = P({(w1,...,wn) € Qw; =a}) = o = (121)
Daher besitzt X; die Verteilung
1
Lp(X;) = 5((50 + 41). (122)

Ebenso ist die Anzahl der Ergebnisse “1” in der Miinzwurffolge,

S=>"X;, also Sw) =) w, (123)
i=1 =1

eine Zufallsvariable. Fiir sie gilt mit k € {0,1...,n}:

PIS = k] = Pl{w € Q| S(w) = k}] = 2% (Z) (124)

denn es gibt genau (Z’) Elemente von {0, 1}" mit genau k Eintrégen 1. Also besitzt
die Zufallsvariable S die Verteilung

Z P[S = k|5, = an io (Z) 5. (125)

2. Ist allgemeiner X : (Q,4) — (€, A) eine Zufallsvariabld’] mit nur endlich vielen
Werten xy, ..., x, € ) (paarweise verschieden), so besitzt X die Verteilunﬂ

= zn: P[X = Z P(X 7 {z;}])d,, (126)

9Diese Schreibweise soll bedeuten, dass X :  — ' eine Zufallsvariable vom Ereignisraum (£, .4) in
den Ereignisraum (€', A4") ist, also eine A=.A'-messbare Abbildung,.
Erinnerung: d,, : A" — {0, 1} bezeichnet das Diracma$ in z;.
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3. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsma auf (R”, B(R™)) und bezeichnen Xi,..., X, :
R™ — R, die kanonischen Projektionen X;(ws,...,w,) = w;, so sind alle X; ste-
tig, also Zufallsvariablen. Die Verteilung L£p(X;) = X;[P] von X; unter P ist ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)); es wird die i-te Randverteilung von P ge-
nannt.

Ist zum Beispiel P die uniforme Verteilung auf einem Rechteck

la,b]x]e, d] C R?, (127)

so sind die uniformen Verteilungen auf |a, b] bzw. auf ¢, d] die beiden Randvertei-
lungen von P.

Als eine Anwendung von Bildmaflen zeigen wir jetzt die Existenz von Wahrscheinlich-
keitsmafien auf (R, B(R)) mit vorgegebener Verteilungsfunktion:

Satz 2.26 (Charakterisierung von Verteilungsfunktionen) Es sei F' : R — [0,1]
eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

1. Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ p auf (R, B(R)) mit der Verteilungsfunkton F.

2. Die Abbildung F ist monoton steigend, rechtsseitig stetig, und es gilt
lim F(z)=1 und lim F(z)=0. (128)

r—r+00 T—>—00
Beweis:
“l.= 2.” haben wir bereits frither in Lemma [2.9] gezeigt.
Zu “2.= 1.”: Wir definieren eine “Quasi-Inverse” G von F SO:|E|

G :)0,1[— R, G(q) = sup{s € R| F(s) < q}. (129)
Die Funktion G nimmt in der Tat nur Werte in R an:

e Die Aussage G(q) > —oo fiir ¢ €]0,1] folgt aus {s € R| F(s) < ¢} # 0, denn
§——00

F(s)"— 0.

e Ebenso gilt G(q) < +oo fir ¢ €]0,1], denn fiir alle geniigend grofien s € R gilt
S—+00

F(s) > q wegen F(s) — 1.
Nun sei P die Gleichverteilung auf (]0, 1[, B(]0, 1[)). Die Funktion G ist B(]0, 1[)-B(R)-
messbar, da monoton steigend. Also ist das Bildmaf
1= GIP| = Lp(G) (130)

definiert.
Wir zeigen jetzt, dass das Wahrscheinlichkeitsmafl 11 die Verteilungsfunktion F' besitzt.
Hierzu seien s € R und a €]0, 1] gegeben. Wir zeigen:

11 Anschaulich gesprochen kann man sich den Graphen von G so vorstellen: Man entfernt horizontale
Stiicke im Graphen von F' bis auf ihren rechten Endpunkt, und fiigt vertikale Stiicke bei allen Sprungstellen
im Graphen von F' ein. Anschlielend vertauscht man Abszisse und Ordinate. Horizontale Stiicke im
Graphen von F' entsprechen also Sprungstellen im Graphen von G, und Sprungstellen im Graphen von
F entsprechen horizontalen Stiicken im Graphen von G.
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1. Falls ¢ < F(s), so gilt fiir alle ¢t € R die Implikation F'(t) < ¢ = t < s.
2. Falls ¢ > F(s), so gilt nicht fiir alle t € R die Implikation F(t) < ¢ = t <s.

e Beweis zu 1.: Gegeben ¢ < F(s) und t € R mit F(t) < ¢ folgt F(t) < ¢ < F(s),
also t < s wegen der Monotonie von F.

e Beweis zu 2.: Es sei ¢ > F(s) gegeben. Weil F' rechtsseitig stetig in s ist, gibt es ein
t > s mit ¢ > F(t). Das bedeutet

JdeR: (F(t) <q und t>s), (131)
also

nicht Vit e R: (F(t) <q = t<s). (132)

Nun ist die Aussage Vt € R: (F(t) <q = t <s) gleichwertig mit
sup{t € R| F(t) < ¢} <s, (133)
also mit G(q) < s. Damit haben wir gezeigt:
I g< F(s) = G(g) <,

2. q>F(s) = G(q) > s.

Es folgt:
10, F(s)[< {q €]0, 1]| G(q) < s} <0, F(s)] (134)
kurz:TGgs}
und daher
F(s) = P(]0, F(s)]) < PIG < s] < P(]0, F(s)N]0, 1[) = F(s), (135)
also die Behauptung:
p(] =00, 5]) = P[G < s] = F(s). (136)
OJ

Der letzte Satz liefert uns auch ein praktisches Verfahren zur Simulation von Zufallszahlen
mit vorgegebener Verteilungsfunktion F', wenn auf dem Einheitsintervall ]0, 1] gleichver-
teilte Zufallszahlen gegeben sind.

Beispiel: Ist w eine uniform auf ]0, 1] verteilte Zufallszahl, so ist —log(1 — w) eine expo-
nentialverteilte Zufallszahl zum Parameter 1.
In der Tat: Die Verteilungsfunktion

F(Zf) = (1 — e_t)l[o’oo[(t), (t € R) (137)
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der Exponentialverteilung zum Parameter 1 besitzt die Quasiinverse

G(q) = —log(l1—q),  (q€]0,1]). (138)

Natiirlich ist auch — logw eine exponentialverteilte Zufallszahl, denn mit w ist auch 1 —w
uniform auf |0, 1] verteilt.

Definition 2.27 (Quantil) Es sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafla uf (R, B(R)) mit Ver-
teilungsfunktion F. Fir q €]0,1[ heifit jedes t € R mit F(t) = q ein g-Quantil von F. Ist
G die in Formel definierte Quasiinverse zu F', so ist G(q) ein q-Quantil zu F'. Die
Funktion G heifit daher manchmal auch “die” Quantilsfunktion zu F'.

Man beachte, dass Quantile nicht eindeutig bestimmt sind, falls der Graph von F' horizon-
tale Stiicke besitzt, also falls F' nicht injektiv ist. Unsere Variante G der Quantilsfunktion
ist die rechtsstetige Version.

2.5 Berechnung der Dichte von Verteilungen

Wir besprechen nun zwei Félle, in denen das Bildmaf3 unter einer Abbildung eine Dichte
hat, wenn das Ausgangsmafl eine Dichte besitzt. Fiir die praktische Arbeit mit konti-
nuierlichen Modellen sind diese Fille sehr wichtig! Die Beweise beruhen auf Sétzen der
Maftheorie.

Satz 2.28 (Dichten von Randverteilungen) Es sei p ein Maf iber (R™, B(R™)) mit
der Dichte f : R" — [0, 00], also

u(A) = / fdx, fiir alle A € B(R"). (139)
A
Gegeben m < n, sei
p:R" = R™ Q1. xn) = (21, .., T) (140)
die Projektion auf die ersten m Komponenten. Dann besizt das Bildmaf p[u] eine Dichte
GRS Dtocl gl = [ fle) Aenldy) (141)

Dieser Satz beruht auf dem Satz von Fubini fiir das Lebesguema$ fiir nichtnegative Funk-
tionen aus der Mafitheorie:

Satz 2.29 (Satz von Fubini — Version fiir das Lebesguemafl und nichtnegative
Funktionen) Es sei f : R" — [0, 00] messbar und m < n. Dann ist auch die Abbildung

g R 000, glo) = [ fa) honld) (142

messbar, und es gilt

fd\, = / gd,. (143)
R m
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Merke:
Fiir messbare f > 0 gilt:

- f(2) An(dz) = /m /n_m (2, 9) M (dy) A (d)

- / o Jo ) Al d) A (dy) (144)

Wir beweisen jetzt den Satz iiber Dichten von Randverteilungen mit dem Satz von
Fubini:
Es sei A € B(R™). Dann ist

p Al = A xR*™™ ¢ B(R"), (145)

und es gilt

) = | = | Ligenfan,

N—————

- / . / L (@, y) f(2,) Anom(dy) An(da)
1a(x)

_ /R L) / @) Al dy) A(de)
4 Jrn-m
—/Ag)\m(dx). (146)

Das bedeutet: Das Bildma$ p[u] besitzt die Dichte g.
0

Man beachte die folgende Analogie zum diskreten Fall: Sind €2; und €2 endliche Ergeb-
nisraume,

p:xQ— Y, plzy) == (147)

die erste kanonische Projektion, und p ein Mafl auf dem kartesischen Produkt (€2; X
O, P(2; X Q9)) mit der Zihldichte f, also

p(A) =) flw)  firalle AC O x Qy, (148)
weA
so besitzt das Bildma$ p[u] die Zéhldichte
g: =000,  glz)=>_ flx.y). (149)
yEQ2

42



In der Tat: Fiir alle A C Q gilt:
pl(A) =p(Ax Q)= > flay) =) > flz,y) =) g). (150)

(z,y)€AXQ2 €A yey €A

Die Analogie wird noch deutlicher, wenn man die Summen als Integrale beziiglich der
Zahlmafle 1, auf €y, vy auf 9 bzw. v auf )y x )y auffafit.

Sowohl der diskrete als auch der kontinuierliche Fall sind Spezialfille des allgemeinen
Satzes von Fubini, den wir spéter besprechen.

Beispiele
1. Es seien P die Gleichverteilung auf der Einheitskreisscheibe
B={zecR* |z, <1} (151)

und X : R? — R die Projektion auf die erste Koordinate. Dann besitzt die Verteilung
Lp(X) die Dichte

21 —22  fir |z| < 1,
g:R—=10,00, g(z)= { 5 fir o] > 1 (152)
Beweis: Die Gleichverteilung P besitzt die Dichte
fR* = [0,00],
1 11 5 x(y) fiir |z] < 1
— — T )— 17:13,171[?/ )
o) = 21(e) = { 51T I, (153

Man beachte dabei, dass die Kreisscheibe B den Flécheninhalt A\o(B) = 7 besitzt.
Es folgt: Die Verteilung £p(X) hat die Dichte

1 L s in(y) dy = 21— 22 fiir || < 1

— — — r JrR —vi—a2 vi—2(\Y) Y = 7 ,

g9() /Rﬁlg(l‘,y) dy { 0 fi o] > 1
(154)

2. Es sei P ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R?, B(R?)) mit einer Dichte der Gestalt

fiR* = 0,00,  f(z,y) =g(z)-h(y) (155)

mit zwei Wahrscheinlichkeitsdichten g,h : R — [0, 00]. Dann besitzen die beiden
Randverteilungen von P die Dichten g bzw. h.

Beweis: Wir zeigen das hier nur fiir die erste Randverteilung, fiir die zweite Rand-
verteilung folgt es analog. Die erste Randverteilung besitzt die Dichte

Rawes [ feg)dy= [ 9@ hw)dy=g(o) [ by dy=g(a).  (150)
R R R
denn es gilt [, h(y) dy = 1, weil h eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist.
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Satz 2.30 (Bildmafle unter Diffeomorphismen) FEs seien U,V C R" offen und f :
U — V ein C'-Diffeomorphismus, also stetig differenzierbar und bijektiv mit stetig dif-
ferenzierbarer Inverser = : V — U. Dann gilt fiir alle messbaren g : V. — [0,00] die
folgende Transformationsformel: [

/V 9(y) Mnldy) = / 9(f(2))| det D ()] A(dz) (157)

U

Hierbei bezeichnet det Df die Jacobideterminante von f, also die Determinante der Ja-
cobimatriz Df von f.

Dieser Satz ist ein zentrales Resultat der Integralrechnung mehrerer Variablen.
Fiir unsere Zwecke impliziert das:

Satz 2.31 (Transformationssatz fiir Dichten) Mit den Bezeichnungen von oben sei
P ein (Wahrscheinlichkeits-)Mafs auf (V,B(V')) mit der Dichte g beziglich des Lebesgue-
mapfes N\, auf B(V). Dann besitzt die Verteilung Lp(f~') der Zufallsvariablen f~':V —
U die Dichte

(g0 f)-[det Df| (158)

beziiglich des LebesquemafSes A, auf B(U).

In der Tat: Fiir alle A € B(U) erhalten wir mit der Transformationsformel:

£r(7 ) = PULAD = | 1 (0)at) M)
- / Ly (f (@) g(f(2))] det Df ()| A (de)
US————

=1a()
= [ @) aet D) Aufao) (159)
O

12Fin hiufiger Fehler ist es, die Jacobideterminante auf die falsche Seite der Transformationsformel
zu schreiben, also die Jacobideterminante mit ihrem Kehrwert zu verwechseln. Vielleicht hilft Thnen die
folgende nicht ganz prézise, aber intuitive mnemotechnische Notation, diesen Fehler zu vermeiden:
Mit y = f(z) merke man sich:

dy

dx.
dx v

g(y)dy = g(f(z))

Hierbei stehen dy bzw. dxr symbolisch fiir das Lebesguemafl auf V' bzw. auf U, und % symbolisch fiir die
Jacobideterminante.
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Beispiel: Simulation standardnormalverteilter Zufallszahlen: Die zweidimensio-
nale Standardnormalverteilung ist das WahrscheinlichkeitsmaB8 P auf (R?, B(R?)) mit der
Dichte

fla) = 5o ) = p2)ole), (o) € R (160

wobel

e 2 zr € R, (161)

die Dichte der Standardnormalverteilung bezeichnet. Insbesondere sind beide Randvertei-
lungen von P Standardnormalverteilungen. Offensichtlich ist f und damit auch P invari-
ant unter Drehungen um (0, 0), weil f(x,y) nur vom Radiusquadrat 72 = 22 + y? abhiingt.
Diese Drehinvarianz liegt letztlich dem folgenden Simulationsverfahren zu Grunde:

Es sei Z = (U, V) ein Vektor zweier Zufallszahlen, gleichverteilt auf ]0, 1[2. Wir bilden:
¢ =21V, (162)

R :=+/—2logU, (163)

und rechnen von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten um:

X := Rcos ¢, (164)
Y := Rsin ¢. (165)

Dann ist der Vektor (X,Y') zweidimensional standardnormalverteilt, insbesondere sind X
und Y beide standardnormalverteilt. Man beachte auch, dass

%RQ = —logU (166)
exponentialverteilt mit dem Parameter 1 ist.
Begriindung des Verfahrens: Die Abbildung
g0, 1[* = R*\ ([0, 00[x{0}), (167)
g(u,v) = (v/—=2log ucos(2mv), \/—2log usin(27v)) = (z,y) (168)

ist ein Diffeomorphismus mit der Jacobimatrix

oz _2, 1 — _ 1
?) B w VI c9s(27rv) 2my/—2log u sin(27v) (169)
e sin(2rv)  2my/—2log u cos(2mv)

9z

pawer= (§ &
ou Ov

und der Jacobi-Determinante

27

2
det Dg(u,v) = —%[0082(27'(1)) + sin?(27v)] = - (170)
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Fiir die Umkehrabbildung

g7 R ([0, 00[x{0}) =10, 12, (2,y) = (u,0) (171)
gilt also:
det D(g™)(r, ) = [det Dgfu, )] = —- = — e 460, (172)

wobei wir —£(z2+y?) = log u verwendet haben. Nun besitzt die Gleichverteilung auf |0, 12
die Dichte 1 auf ]0, 1[%. Nach der Transformationsformel folgt: Die Verteilung Lmi)o,112(9)
von g besitzt die Dichte

1 1 2 2
flz,y)=1-]det D(g~")(z,y)| = %e‘i(z ) (173)

fiir (x,y) € R?\ ([0, 00[x{0}). Dies ist jedoch eine Dichte der zweidimensionalen Stan-
dardnormalverteilung, da die positive z-Achse [0,00[x{0} eine Ao-Nullmenge ist. [

OJ

Beispiel: Gebrochen-rationale Transformation exponentialverteilter Zufallsva-
riablen: Es sei P das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (]0, oo[?, B(]0, 0o[?) = (£2,.4) mit der
Dichte

g(x,y) =e e, (x,y > 0). (175)

Insbesondere sind beide Randverteilungen von P Exponentialverteilungen. Wir betrachten
die Transformation

h :]0, 0o[* —]0, 00[x]0, 1],

hz,y) = (x+y,miy). (176)

Sie ist ein C!-Diffeomorphismus mit der Umkehrabbildung

[ 110, 00[x]0, 1] =]0, oo [?,
f(s,t) = (s — st, st). (177)

13Das Argument des Beweises kann man auch verwenden, um das Gaufische Integral
/ e 2% dz =21 (174)
R

zu berechnen: Weil die Dichte der Gleichverteilung ]0,1[? eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, bildet
auch die mit g transformierte Dichte, also die Dichte p(x)p(y) = exp(—(2? + y?)/2)/(27) der zwei-
dimensionalen Standardnormalverteilung, eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Damit wird auch die Dichte
o(x) = exp(—22/2)/v2r der (eindimensionalen) Standardnormalverteilung eine Wahrscheinlichkeits-
dichte.
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Diese Umkehrabbildung besitzt die Jacobimatrix

9 9
_ 5s(8 —st) (s — st) _ (1=t =s
Df(s,1) ( 25ty 2 (st) £ s (178)
mit der Jacobideterminante

det Df(s,t) =

‘1_75 - (179)

t S

Es folgt: Die Verteilung Lp(h) besitzt die Dichte
10, 00[x]0, 1[> (s,2) = g(f(s,1)) - |det Df(s,t)] = e~ C™0e™5 . s = de™* (180)
beziiglich des Lebesguemafles Ao auf der Borelschen o-Algebra B(]0, 0o[x]0, 1]).
Wir kénnen das auch so formulieren: Bezeichnen
X,Y :]0,00*— R (181)

die Projektionen auf die erste bzw. die zweite Koordinate, so besitzt die Zufallsvariable

(X +Y, XL”) L (9, A) — (R%, B(R?)) (182)

(genauer gesagt ihre Verteilung) die Dichte
R* 5 (s,) = Ligoof(s)se™® - 1g1((t)- (183)

Insbesondere ist X +Y Gamma(1,2)-verteilt, und Y/(X +Y) ist uniform auf |0, 1] verteilt.

2.6 Die von Zufallsvariablen erzeugte o-Algebra

Satz/Definition 2.32 (erzeugte o-Algebra) Es sei Q ein Ergebnisraum, (£, A") ein
Ereignisraum und X : Q — Q' eine Abbildung. Dann ist

o(X) = {X1A]: AcA}={{XecA}: AcA} (184)

eine o-Algebrall] Sie heifit die von X erzeugte o-Algebra.

Ist allgemeiner (§2;, A;)icr eine Familie von Ereignisrdumen und (X; : Q — §;);er eine

Familie von Abbildungen, so heift
o(X;:i€el)=o(X;

)

die von den X;, i € I, erzeugte o-Algebra.

M Natiirlich hiingt o(X) nicht nur von X, sondern auch von der o-Algebra A’ ab, doch das wird in der
Notation iiblicherweise unterdriickt.
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Ubung 2.33 Beweisen Sie, dass o(X) in der Tat eine o-Algebra ist.

Bemerkungen:
1. o(X) ist die kleinste o-Algebra A tiber €, beziiglich der
X:(Q,A4) — (Q,A) (186)
messbar ist. Ebenso ist o(X; : i € I) die kleinste o-Algebra A iiber €, beziiglich
der alle Abbildungen
X (QA) — (4, Ay, (i e 1), (187)
messbar sind.

2. Die o-Algebra o(X) bzw. o(X; : i € I) wird als die Menge aller beobachtbaren
Ereignisse interpretiert, wenn man nicht das Ergebnis w € () des Zufallsexperiments
beobachtet, sondern nur den Wert X (w) bzw. die Werte X;(w), i € I.

3. Eine Abbildung X : (©2,.4) — (€', A’) ist also genau dann eine Zufallsvariable, wenn
o(X) C A gilt.

Beispiele:

1. Sind X3,..., X, : R" — R die kanonischen Projektionen, so ist o(X; : i € [n]) =
B(R™) die Borelsche -Algebra, wenn R mit der Borelschen o-Algebra B(R) versehen
wird.

2. Sind allgemeiner (Qq,.4,),...,(Q,, A,) Ereignisrdume, Q = Q; x ... x €, ihr kar-
tesisches Produkt, und X; : Q — €, (i € [n]), die kanonischen Projektionen, so
heif}t

A ®... @A, :=0(X;: i€ [n]) (188)

die Produkt-c-Algebra der Ay, ..., A,. Sie wird von den “Quadern” A; x ... x A,
mit A; € A; fiir alle ¢ € [n] erzeugt.

Der Begriff 148t sich auch auf unendlich viele Faktoren erweitern: Ist (€2;, A;);es eine
Familie von Ereignisrdumen, € = [, €; ihr kartesisches Produkt, und X; :  —
Q;, (i € I), die kanonischen Projektionen, so heifit

QA =0(X;: i€l (189)
iel
die Produkt-c-Algebra aller A;. Sie enthilt i.a. nicht beliebige Quader [],.; A; mit
A; € A;, (i € 1), falls iiberabzéhlbar viele A; von €2 verschieden sind. Die Produkt-

o-Algebra wird jedoch von den “Zylindermengen” [[,.; A; mit A; € A;, aber A; #
fiir hochstens endlich viele ¢ € I erzeugt.

3. Ist X : R? = R die erste kanonische Projektion mit dem Zielraum (R, B(R)), so ist
o(X) die Menge aller “Streifen” A x R mit A € B(R).
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2.7 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten

Sehr héufig hat man Teilinformationen iiber den Ausgang eines Zufallsexperiments und
mochte Wahrscheinlichkeitsvorhersagen iiber das zuféllige Ergebnis, gegeben diese Teilin-
formation, machen. In dieser Vorlesung besprechen wir erst die einfache Situation, dass wir
den Antwort “ja” auf eine ja-nein-Frage iiber das zuféllige Ergebnis kennen. Das fiihrt uns
auf den Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit gegeben das Eintreten eines Ereignisses.
In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie wird dieses Konzept dann wesentlich abstra-
hiert und verallgemeinert zu bedingten Wahrscheinlichkeiten gegeben die Information, die

in einer o-Algebra codiert ist.

Definition 2.34 (bedingte Wahrscheinlichkeit) Es sei(€2,.A, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und B € A ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit: P(B) > 0. Fir jedes
Ereignis A € A heifit

P(AN B)

PUAIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A gegeben B.
Ubung 2.35 (Bedingtes Ma}) Zeigen Sie, dass die Abbildung
P(:|B): A—[0,1], Aw— P(A|B) (190)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl iber (2, A) ist. Es wird das bedingte MafS zu P gegeben B
genannt.

Interpretation: Beobachtet man bei dem Zufallsexperiment nur die Teilinformation,
dass das Ereignis B eingetreten ist, so interpretiert man die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B) als die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A gegeben diese Teilinformation.
Der Nenner P(B) normiert die bedingte Wahrscheinlichkeit so, dass nicht nur das sichere
Ereignis €2, sondern auch die Bedingung B die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|B) = 1
erhélt. Das Ereignis B kann man sich hier als einen neuen, verkleinerten Ergebnisraum
vorstellen.

Beispiele:

1. Ignorieren ungiiltiger Ergebnisse beim Wiirfeln: Modellieren wir ein Spielwiirfel-
Experiment mit ungiiltigen Ergebnissen durch

(Q = {1,2,3,4,5,6, ungiiltig}, A = P(Q), P) (191)

mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf}

6
q
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wobei ¢ €]0, 1] die Wahrscheinlichkeit beschreibt, ein giiltiges Ergebnis zu erhalten,
so modelliert

P(| {ungiiltig)®) é > (193)

das Wiirfelexperiment, bei dem ungiiltige Ergebnisse ignoriert werden.

. Bedingen mit der Gleichverteilung: Sind A, B € B(R") zwei Borelmengen mit
A C B mit positivem, aber nicht unendlichem Volumen,

0 < A(A) < Aa(B) < o0, (194)

und bezeichnet P die Gleichverteilung auf B iiber (R™, B(R")), so ist das bedingte
Mafl P(-|A) die Gleichverteilung auf A.

. Simulation von Zufallszahlen mit vorgegebener Dichte: Man kann die Be-
obachtung von eben so praktisch zur Simulation von Zufallsvariablen mit gegebener
Dichte verwenden:

Es sei P die Gleichverteilung auf dem Quadrat (]0,1[%, B(]0,1[?)) und f :]0,1[—
R eine beschrinkte Wahrscheinlichkeitsdichte (beziiglich des Lebesguemafies auf
B(]0,1[)), sagen wir

f <ce€]o,o00]. (195)
Wir reskalieren f so, dass es nur mehr Werte in [0, 1] annimmt:
f
= 196
gi=1 (196)
Betrachten wir nun die Fliache unterhalb des Graphen von g,
B = {(z,y) €]0,1[* y < g(=)} (197)
so ist P(+|B) die Gleichverteilung auf B. Bezeichnet
X 0,150, 1, X(z.y) ==, (198)

die erste kanonische Projektion, so hat die Zufallsvariable X beziiglich des bedingten
Mafles P(-|B) die Dichte f.
Beweis: Fiir alle Ereignisse A € B(]0,1[) gilt:

Lrm(X)(A) = P(X € A| B) = P(X_'[4]| B) (199)
=Ax]0,1]

_P(AX0ANNB) _ Jadoge P

= PD) = f}o,l[f]o,g(x)[ldy o (mit Fubini) (200)

B [, 9(x)dx

- —f]:”g(x) g (201)

_ %fAf<x)dx _ ) di
N %f]o,uf(x)dx _/Af( )¢ (202)
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wegen [, f(z)dz = 1.

Praktisch wendet man das so an:

Verfahren 2.36 (Simulation von Zufallszahlen mit vorgegebener beschrinkter
Dichte auf dem Einheitsintervall)

1. Man wihlt eine zufilligen Punkt w = (z,y) €]0,1[* gleichverteilt.

2. Isty < g(x), so gibt man das Ergebnis x aus.

3. Isty > g(x), so verwirft man w und startet unabhdingig neu bei Schritt 1.

Den letzten Schritt 3. in diesem Verfahren, den “unabhéngigen Neustart”, haben
wir noch nicht mathematisch modelliert. Wir holen das spéter nach.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten erlauben eine stochastische Version von “Fallunterschei-
dungen”: Die Félle werden durch eine endliche oder abzéhlbar unendliche Partition von
Q2 in Ereignisse Ay, ..., A, oder (Ay)geny modelliert:

Satz 2.37 (totale Wahrscheinlichkeit) Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Ist (Ay)rer eine endliche oder abzihlbar unendliche Partition von §) in Ereignisse Ay, € A

mit positiver Wahrscheinlichkeit P(Ay) > 0 fir alle k € I, so gilt fiir alle Ereignisse
Be A:

Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B) =Y P(B|A)P(A)

kel

Beweis: Weil die Mengen BN Ay, (k € I), paarweise disjunkt mit der Vereinigung

B=|J(Bn Ay (203)

sind, folgt:
P(B)=> P(BNA) =Y P(B|A)P(A). (204)
O

Beispiel: Ein Spielwiirfel wird geworfen, und dann ein zweiter Spielwiirfel so oft, wie der
erste Augen zeigt. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite Spielwiirfel nie
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eine “6” zeigt.
Wir modellieren das so: Wir nehmen das Modell

6
Q= U Ay, mit Ay = {k} x [6]" = “erster Wiirfel zeigt Augenzahl k",
k=1

(205)
A="P(Q) (206)

wobei das Ergebnis w = (k, (w;)icir)) € 2 bedeuten soll, dass der erste Wiirfel die Au-
genzahl k zeigte, und der i-te Wurf des zweiten Wiirfels die Augenzahl w;, (i € [k]). Wir
nehmen das Wahrscheinlichkeitsmafl P, das durch die folgenden Annahmen charakteri-
siert wird:

1
P(A) =5, (207)
1.
Pk, (@i)ici)} ] A) = o ik € [6], (k. (@i)ici) € Av (208)
Das bedeutet
0 11
k=1 we[6]*

Mit der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit folgt:

P(“2. Wiirfel zeigt nie eine 6”) = “2. Wiirfel zeigt nie eine 6”|A;)P(Ax) (210)

6
> P
k=1

6 5k

1
= — 211
. e11)

155155
= =0.504... 212
279936 055 (212)

Ausblick: Bedingte Wahrscheinlichkeiten gegeben eine o-Algebra. Fiir eine
Partition (Ag)ker des Ergebnisraums €2 wie im Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
kann man die Gesamtheit aller bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|Ayg), k € I, auch zu
einer Zufallsvariablen

> P(B|Ay)1a, (213)

zusammenfassen, die den Wert P(B|Ay) auf dem Ereignis Ay annimmt. Man kann diese
Zufallsvariable als “Prognose fiir das Eintreffen von B” auffassen, wenn nur die Informa-
tion aus der Unter-o-Algebra

F=0(Ay: kel (214)
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von A zur Verfiigung steht. Man schreibt auch
P(BIF) = Y P(BIAL,, (215)

kel
und nennt die Zufallsvariable P(B|F) die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B
gegeben die o-Algebra F.
Eine kleine Zusatzkomplikation entsteht, wenn man auch P-Nullmengen unter den Ay
zulafit, weil dann P(B|Ay) wegen einer Division durch 0 undefiniert bleibt. In diesem Fall
bleibt P(B|F) = > ,c; P(B|Ag)14, auf einer Nullmenge undefiniert, ist also nur mehr
P-fast {iberall definiert.
In der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie wird der Begriff der bedingten Wahrschein-
lichkeit gegeben F auf beliebige Unter-o-Algebren F C A verallgemeinert, auch auf solche,
die nicht von einer Partition erzeugt werden.
Hier als Ausblick nur ein Spezialfall: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R?, B(R?))
mit Dichte f und bezeichnet X : R? — R die Projektion auf die z-Koordinate, so nennen
wir fiir B € B(|R?) und x € R den Quotienten

L rls(zy)f(zy)dy
PIB X =z) = Jo f(z,y) dy

falls er wohldefiniert ist, also falls weder 0 noch co im Nenner steht, eine bedingte Wahr-
scheinlichkeit von B gegeben X = x. Die Mehrdeutigkeit der Dichte f, die ja auf einer
Nullmenge abgeéndert werden kann, impliziert, dass auch die Funktion P(B| X = -) nicht
eindeutig bestimmt ist, sondern auf Nullmengen abgeéndert werden kann.

Setzt man noch die Zufallsvariable X in das Argument der Funktion P(B| X = ) ein, so
erhilt man eine o (X )-messbare Funktion

(216)

P(B|X) = P(B|o(X)) == P(B| X =)o X (217)

Auch sie ist nur bis auf Abdnderung auf P-Nullmengen in o(X) eindeutig bestimmt. Sie
wird bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben die o-Algebra o(X) genannt.

Der Satz von Bayes. FEng verwandt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
ist die folgende Formel von Bayes, die es erlaubt, die beiden Ereignisse im Argument einer
bedingten Wahrscheinlichkeit zu vertauschen:

Satz 2.38 (Satz von Bayes) Es seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Ag)ger
eine endliche oder abzihlbar unendliche Partition von € in Ereignisse Ay, positiver Wahr-
scheinlichkeit: P(Ay) > 0. Dann gilt fir alle Ereignisse B € A mit P(B) > 0 und alle
kel:

Formel von Bayes:

_ P(B|A)P(A)
P(Ax|B) = >l p(Bk|Aj)Pk(Aj)
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Beweis: Wir rechnen mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

_ P(ANB)  P(BIA)P(A)
PAIB) = =5 = 5 P(BIA,)P(4) (218)

O

Die Formel von Bayes dient in mehrstufigen Zufallsexperimenten zum “Riickschluf3 auf
die Ursachen”:

Beispiele:

1. 0,01% der Bevolkerung leide an einer seltenen Krankheit X. Ein medizinischer Test
zur Diagnose dieser Krankheit erkenne mit einer Wahrscheinlichkeit 99% die Krank-
heit X korrekt, wenn der Proband tatséchlich an X leidet, und erkenne mit der
Wahrscheinlichkeit 98% das Nichtvorliegen der Krankheit X korrekt, wenn der Pro-
band nicht an X leidet.

“Riickschluss auf die Ursache:” Falls der Test das Vorliegen von X anzeigt, wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Proband tatséchlich an X leidet?
Wir modellieren das so: Es sollen bedeuten:

e Ereignis K: “Proband leidet an X.”
e Ereignis T “Test zeigt X an.”

Gegeben sind:

P(K)=10"*, (219)
P(T|K) = 0,99, (220)
P(T¢|K®) = 0,98. (221)
Mit der Formel von Bayes folgt:
P(T|K)P(K)
P(KIT) = P(T|K)P(K) + P(T|K¢)P(K°)
_ P(T|K)P(K)

~ P(TIK)P(K) + (1 — P(T¢|K*))(1 - P(K))

0,99 10 = 0,00492. .. (222)

70,9910+ (1—0,98) - (1 — 109

Dieser geringe Wert von nur ungefahr %% fiir ein korrektes Testergebnis erscheint
vielleicht zunéchst kontraintuitiv, gegeben die hohe Qualitit des Tests von 98%
oder hoher. Es liegt natiirlich an der geringen “a priori” Wahrscheinlichkeit fiir den
Probanden, die Krankheit X zu haben.

2. n+1 Urnen, beschriftet mit den Nummern 0 bis n, enthalten je n Kugeln, und zwar
enthalte die Urne mit der Nummer k genau k rote und n — k blaue Kugeln.
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e 1. Stufe des Zufallsexperiments: Man wihlt zufillig eine Urne nach der
Gleichverteilung.

e 2. Stufe des Zufallsexperiments: Aus der in der 1. Stufe gewéhlten Urne
entnimmt man zuféllig [ Kugeln mit Zuriicklegen.

“Riickschlufl auf die Ursache:” Bedingt darauf, dass r dieser [ Kugeln rot sind,
mit welcher Wahrscheinlichkeit stammen sie aus der Urne Nr. &

Wir verzichten auf eine vollstandige Modellierung, sondern beschreiben nur die An-
gaben formal:

Ereignis Ay := “Urne Nr. k wird gew&hlt”, (k=0,...,n) (223)
Ereignis B := “r rote Kugeln werden gezogen”. (224)

Gegeben sind:
1

P(Ay) = —— 22
() = ——. (225)
P(B|Ay) = Anzahl Moglichkeiten, r Kugeln zu ziehen, gegeben k
W Anzahl Moglichkeiten, Kugeln zu ziehen
1\ 1.r I—r
KT (n— k)
= ( ) o ) (226)
Es folgt nach der Formel von Bayes:
(JF" (=R ! -
S E'(n — k)"
P(Ak’B) - n (’;;T(n—j)ljﬂ 1 - Z"(r) (l)( r(n_) ')lfr. (227)
ijo TT S j=0 \)J J

Hier ein numerisches Beispiel zu n = 100, [ = 10, r = 3::
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Zur Formel von Bayes: n=100 Kugeln, I=10 gezogen, davon r=3 rot

0.03 T — T T T
= 0025 | 1 Ik e
[} .
g, |
o .
N .|
[} .
°© r |-
$ 002} | e
g |
=] .
X 4
< L
5 | |
®™ 0015 | | h e
= | |
Q
g
3 o001f e
[=2}
X
Q
£
2
& 0005 | e
0 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Nummer k der Urne

Man beachte das Maximum des Graphen bei k& = 30 = “* deutlich schérfer wird es
ausgepragt, wenn wir mehr Kugeln ziehen (n = 100, [ = 100, r = 30):

Zur Formel von Bayes: n=100 Kugeln, I=100 gezogen, davon r=30 rot
0.09 T T T T

0.08 - Aln B

0.07 M B

30 rote Kugeln gezogen]
o
(=)
(o))
T
1

0.03 - B

0.02 - B

P[Urne k gewaehlt |

0.01 - B

0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Nummer k der Urne

Eine logarithmische Skalierung der Ordinate bei den gleichen Daten zeigt noch deutlicher,
dass die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|Aj) um viele GroBenordnungen abfallen,
sobald man sich etwas vom Maximum entfernt:
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Zur Formel von Bayes: n=100 Kugeln, |=100 gezogen, davon r=30 rot
1 T T T T

1le-05 1 b .

le-10 M hH B

le-15 | (| Ih -

30 rote Kugeln gezogen]
T

1le-20 L B

le-25 4

1e-30 B

P[Urne k gewaehlt |

1e-35 |F B

le-40 ! l n N
0 20 40 60 80 100

Nummer k der Urne

Ausblick: Bayessche Statistik. Die Formel von Bayes ist das Fundament eines Zweigs
der mathematischen Statistik, der Bayesschen Statistik. Statt das Zufallsexperiment (im
Beispiel: Ziehen mit Zuriicklegen von Kugeln unbekannter Farben) nur durch ein einziges
Wahrscheinlichkeitsmodell zu beschreiben, betrachtet man hier viele Wahrscheinlichkeits-
modelle gleichzeitig (im Beispiel: alle n + 1 Wahrscheinlichkeitsmodelle mit £ = 0,1,...n
roten Kugeln in der Urne gleichzeitig). Nun versiecht man die Klasse dieser Wahrschein-
lichkeitsmodelle selbst mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl, a priori Verteilung, englisch
prior genannt, im Beispiel die Gleichverteilung auf {0,...,n}. Man stellt sich dabei vor,
“die Natur” habe in einer ersten Stufe zufillig eines der Wahrscheinlichkeitsmodelle aus-
gewihlt. Das tatséchlich durchgefiihrte Zufallsexperiment stellt man sich dann als zweite
Stufe vor: Mit dem in der ersten Stufe gewonnenen Wahrscheinlichkeitsmodell werden die
beobachteten Daten zufillig gewonnen, im Beispiel beobachtete Zahl r gezogener roter
Kugeln. Der Bayessche Statistiker schlieit dann bedingt auf die beobachteten Daten, im
Beispiel bedingt auf r, auf die Verteilung des Wahrscheinlichkeitsmodells aus der 1. Stufe
zuriick. Diese bedingte Verteilung wird a posteriori Verteilung, englisch posterior, genannt.
Die Wahl der a priori Verteilung gibt dem Bayesschen Statistiker die Moglichkeit, Vor-
wissen in die statistische Modellierung einzubauen, gibt aber andererseits den Bayesschen
statistischen Schliissen eine gewisse Willkiir.

2.8 Stochastische Unabhingigkeit

Es seien A und B zwei Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Informal
gesprochen nennen wir A und B unabhéngig, wenn die Kenntnis des Eintretens von B die
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Prognose fiir A nicht dndert. Im Fall P(B) > 0 konnen wir das mathematisch so fassen:
P(A|B) = P(A). (228)

Schreiben wir das in der Form
P(ANB) = P(A)P(B), (229)

so kénnen wir auch den Fall P(B) = 0 zulassen. Das gibt Anlass zu der folgenden Defini-
tion:

Definition 2.39 (Stochastische Unabhéngigkeit) Zwei Ereignisse A, B € A heiffen
stochastisch unabhdingig beziiglich P, kurz: unabhdngig, wenn gilt:

P(ANB) = P(A)P(B). (230)

Allgemeiner heifst eine Familie (A;);e; von Ereignissen stochastisch unabhingig beziiglich
P, wenn fiir jede endliche Teilfamilie (A;)iep mit 0 # E C I gilt:

P (ﬂ AZ) =[P (231)
i€E i€E
Beispiele:
1. Zweimaliger Wurf eines fairen Wiirfels, modelliert durch
Q=106 A=P(Q), P = Gleichverteilung auf (. (232)
Die Zufallsvariablen
X,Y : Q — [6] (233)

seien die Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente. Dann sind fiir alle
k,l € [6] die Ereignisse {X = k} und {Y = [} unabhéngig. In der Tat:

Py B <616

1
T Q36 6 (234)
oy el x {6 1
P(Y_l)_T_%_é’ (235)
_ o H&E&DH 1 _ _
PX=kY=I)= —o "% P(X =k)P(Y =1). (236)

2. n-facher Wurf einer unfairen Miinze: Wir betrachten den Ergebnisraum 2 =
{0,1}", A = P(Q) mit der Interpretation “Kopf” fiir 1 und “Zahl” fiir 0. Gegeben
einen Parameter p € [0, 1], wollen wir ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (£2,.4)
definieren, das einen n-fachen Miinzwurf beschreibt, wenn “Kopf” bei einem Wurf
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mit der Wahrscheinlichkeit p auftritt.

Wir definieren P durch seine Zéhldichte (py,)weq so: Fir w = (wy, .. .,
“II  pa-p = =p5a— e,
= Jr fiir w; = 1,
|l 1—-p firw, =0

wobel die Zufallsvariable

S:Q—{0,...,n}
i=1

die Anzahl der Einsen bezeichnet. In der Tat ist

Yo=Y (Z)p’“(l —p)" =+ 1-p)" =1,
wen k=0
so dass P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Nun seien
X :Q—{0,1}, Xjw) =w, (i€n]),
die kanonischen Projektionen. Dann sind die Ereignisse
{X; =1} {Xo=1},... {X, =1}

stochastisch unabhéngig.
Begriindung: Es sei eine Teilmenge E C [n] gegeben. Dann gilt

wy,) € Q sei

(237)

(238)

(239)

(240)

(241)

PVieE: X;=1= Y p,= > pJ] wwa-pt=

we we i€[n]\E
VieEB:w;=1 VieE:w;=1

=p" ) (Z)p’“(l — p)" R = plFllp 4 (1 — p)n 1Bl = I,

Als einen Spezialfall erhalten wir
P[X; = 1] = p fiir alle i € [n]
und daher

Pivie E: X;=1]=p" =] PIX;

i€E

29

(242)

(243)

(244)



Definition 2.40 (Binomialverteilung) Die Verteilung der Anzahl S der Einsen im
Modell von eben heifit Binomialverteilung zu den Parametern n € N und p € [0,1]. Sie
wird mit

binomial(n, p) := Lp(5) (245)
bezeichnet.

Die Binomialverteilung beschreibt also die Verteilung der Anzahl des Ergebnisses “Kopf”
bei n-facher unabhéngiger Wiederholung eines Miinzwurfexperiments, wenn fiir jeden der
Wiirfe die Wahrscheinlichkeit, “Kopf” zu erhalten, den Wert p hat.

Es gilt:

Binomialverteilung:

binomial(n, p) = Z (Z)p’f(l — )k,

k=0

Begriindung: Fiir £ =0,1,...,n gilt:

binomial(n, p)({k}) = P[S = k] = Z pk’(l _p)n—k

— 48 = kHp - = ()b (240)

Unabhdngigkeit ist nicht das Gleiche wie paarweise Unabhdngigkeit!‘

Beispiel hierzu: Es sei P die Gleichverteilung auf (Q,.4) = ({0,1}2,P(Q2)). Weiter be-
zeichnen X, Y : Q — {0, 1} die beiden kanonischen Projektionen, und

Z = (X + Y) mod 2 = 1{X+Y ungerade }- (247)

Dann sind die Ereignisse {X = 1}, {Y = 1} und {Z = 1} zwar paarweise unabhéngig,
aber dennoch nicht unabhéngig, denn

PIX =1V =1]=P({(1,1)}) = 111 = P({(1,0), (1, )} P({(0,1),(1,1)})

_ PX = 1]P[Y = 1], (248)
P[X =17 = 1] = P({(l,O)}) = }l = P<{(1’O)’ (171)})P<{(07 1)’ (170)})

= P[X =1]P[Z =1], (249)
PlY =1,Z=1] = P({(0,1)}) = ?11 = P({(0,1), (1, 1)}) P({(0,1),(1,0)})

= P[Y = 1]P[Z = 1], (250)

D
e}

wichtig!

Achtung!



aber
PX=1Y=1,Z=1]=P0)=0+# é = P[X =1]P]Y = 1|P[Z =1]. (251)

Wir fithren nun eine praktische, sehr haufig verwendete Sprechweise ein:

Definition 2.41 (Unabhingigkeit von Zufallsvariablen) FEine Familie (X; : (2, A) —
(Qi, Ay))ier von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) heifit un-
abhéngig, wenn fir alle Familien (A; € A;)icr von Ereignissen in den Zielrdumen gilt:
Die Famalie

{Xi € Ai}ier = (X[ 'A])ier (252)

15t unabhdngig.
Fine Familie von N-stabilen Mengensystemen (F;)ier mit 0 # F; € A heiffit unabhingig,
wenn alle Familien (A; € F;)ie; unabhdngig sind.

Nach Definition gilt also fiir eine Familie (X;);c; von Zufallsvariablen auf (€2, A, P):
(Xi)ier ist unabhingig < (0(X;))ies ist unabhéngig. (253)

Beispiel: Im obigen Beispiel 2. (n-facher Miinzwurf) sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,,,
die die Ergebnisse der einzelnen Wiirfe beschreiben, unabhéngig.

Wir zeigen jetzt einige Abschlusseigenschaften der Unabhéngigkeit:

Lemma 2.42 (Dynkin-System aus unabhingigen Ereignissen) FEs sei (), A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und B € A ein Ereignis. Dann gilt:

1. Die leere Menge 0 ist unabhingig von B.
2. Ist ein Ereignis A € A unabhdngig von B, so ist auch A¢ unabhdngig von B.

3. Sind A, € A, (n € N), paarweise disjunkte Ereignisse, die alle unabhdingig von B
sind, so ist auch deren Vereinigung | J, ey An unabhingig von B.

Anders gesagt: Das Mengensystem
{A € Al A und B sind unabhdingig bzgl. P} (254)
bildet ein Dynkin-System.

Beweis:

1. P(0N B) = 0 = P())P(B).
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2. Fiir unabhéngige Ereignisse A, B gilt

P(A°NB)=P(B\(ANB))=P(B)—P(ANB) (wegen AN B C B)
= P(B) — P(A)P(B) (weil A, B unabhéngig)
= (1= P(A)P(B)
— P(A%)P(B) (255)

3. Fiir die Vereinigung paarweise disjunkter, von B unabhingigen Ereignissen erhalten
wir:

P((UAn>ﬂB>:P U ‘AN B)

neN neN paarweise disjunkt

= Z P(A, N B) (wegen o-Additivitat)

neN
=> P(A,)P(B)  (weil A,, B unabhiingig)
neN
=P (U An> P(B) (weil A4, (n € N), paarweise disjunkt), (256)
neN

also die Behauptung.
OJ

Korollar 2.43 (Dynkin-System aus unabhingigen Ereignissen — Version fiir
Mengensysteme) Es seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) und ein nichtleeres
FEreignissystem O # B C A gegeben. Dann ist

D={Ac AlVB € B: A, B sind unabhdingig} (257)
ein Dynkin-System.
Beweis: Das Mengensystem

D = (){A € A| A, B sind unabhéngig} (258)
BeB

ist ein Durchschnitt von Dynkin-Systemen, also auch selbst ein Dynkin-System.
O

Satz 2.44 (Hochheben der Unabhéingigkeit) Es seien ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) und zwei N-stabile, nichtleere unabhingige Ereignissysteme F,G C A gegeben,
d.h. es gelte

VA e FVB € G: A, B sind unabhingig. (259)

Dann sind auch o(F) und o(G) unabhdngig.
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Beweis: Das Mengensystem
D:={Ae AlVBeG: A, B sind unabhingig} (260)

ist ein Dynkin-System, das das N-stabile System F enthélt: 7 C D. Aus dem Dynkin-
Lemma folgt o(F) C D, also sind ¢(F) und G voneinander unabhéngig. Nun sei

D' :={Be€ AlVA € o(F): A, B sind unabhéngig}. (261)

Das Mengensystem D’ ist ebenfalls ein Dynkin-System, und es gilt G C D’. Weil das
Mengensystem G N-stabil ist, folgt aus dem Dynkin-Lemma: ¢(G) C D’. Das bedeutet,
dass o(F') und o(G) ebenfalls unabhéngig voneinander sind.

O

Hier eine Verallgemeinerung davon:

Satz 2.45 (Vererbung der stochastischen Unabhéingigkeit)

a) Es sei (M;)er eine stochastisch unabhingige Familie von nichtleeren, durchschnitts-
stabilen Ereignissystemen tber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann ist
auch (o(M;))ier eine stochastisch unabhingige Familie von o-Algebren.

b) Unter der Voraussetzung von Teil a) sei (I;);c; eine Familie von paarweise dis-

gunkten Teilmengen von I. Dann ist auch (U(Uidj M.,))jes eine stochastisch un-
abhdngige Familie von o-Algebren.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir 2 € M, fiir alle i € I voraus-

setzen, sonst nehmen wir {2 zu M; hinzu. Man beachte, dass diese eventuelle Hinzunahme

die Unabhéngigkeit der (M;);e; nicht zerstort.

Teil a) des Satzes ist der Spezialfall J = I, I; = {j} des Teils b). Zur Ubersichtlichkeit

beweisen wir dennoch zuerst den Teil a).

Behauptung: Es seien iy, 1o, . . . , i, € I paarweise verschiedene Indizes, m € N. Dann gilt

fir alle n = 0,1,...,m und alle Familien von Ereignissen (4;);—1 . m mit A; € o(M,))

fir 1 <j <nund A; € M;, fiir n < j < m die folgende Aussage:

P ((m] AZ-) - ﬁP(Ai) (262)

Wir zeigen dies durch vollsténdige Induktion iiber n.

Der Induktionsanfang, n = 0, ist klar nach der vorausgesetzten Unabhéingigkeit der Fa-
milie (MZ)ZQI

Induktionsvoraussetzung: Es sei die Behauptung schon fiir gegebenes n € {0,1,...,m—1}
gezeigt.

63



Induktionsschluf: Gegeben sei eine Familie von Ereignissen (A;)j=1,.,m mit A; € o(M;,)
Ant1

J#n+
fir 1 <j<nund A; € M, fiir n+1 < j < m. Wir bilden das folgende Mengensystem:

D:=SAcA|P|AN () 4| =P( HP
iAn i1 it
Hiermit kénnen wir die Induktionsbehauptung in der Form o(M;, ) C D schreiben.
Die Induktionsvoraussetzung impliziert M C D. Wir zeigen jetzt, dass D ein Dynkin-
System ist:

in+1

e Esist (2 € D nach dem eben Bemerkten wegen (2 € M

Z'n+1 N

e Aus A € D folgt A° € D wie folgt:

i;ZZ}H i;ﬁil z‘;ii«lu
Q) [ r) - H P(A
2722—1&-1 z;én—‘rl

wobei wir 2, A € D beim zweiten Gleichheitszeichen angewandt haben.

e Es seien B; € D fiir j € N paarweise disjunkt. Wir setzen B = UjeN B;. Mit Hilfe
der paarweisen Disjunktheit schlieffen wir:

Ci=1 JEN
i#En+1

PBmﬁAi:PU (m]

Z N A | =D P(Bs H P(A
eN i=1 jeN
i#n+1 z;én-‘,-l
1;[

wobei wir B; € D beim dritten Gleichheitszeichen angewandt haben.
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Aus dem Dynkin-Lemma folgt o(M;, ) € D, also die Induktionsbehauptung.
Die Aussage a) des Satzes ist der Fall n = m des eben Gezeigten.
Zum Beweis der Behauptung b) des Satzes definieren wir die Mengensysteme

/\/'j = ﬂ Ai| Ay € M, fiir i € 1, A; # Q fiir hochstens endlich vielei € I; 5, j € J.
i€l;

Da die Mengensysteme M;, i € I, durchschnittstabil sind und €2 enthalten, sind auch

auch die Mengensysteme Nj, j € J, durchschnittstabil und enthalten 2.

Essei £ C J endlich. Wir setzen F' = (J,; I;. Es sei weiter eine Familie (4; € M;);cr mit

der Eigenschaft A; # € fiir hchstens endlich viele ¢ € F' gegeben. Aus der Unabhéngigkeit

der (M,);er und der paarweisen Disjunktheit der [;, j € E, folgt

PINNA | =TI P =117 N4 ):

jEE iEIj jEE iEIj jEE ite

man beachte, dass hichstens endlich viele Faktoren von 1 verschieden sein kénnen. Dies
bedeutet genau die Unabhéngigkeit der Familie (Nj) ;e . Teil a) des Satzes, angewandt auf
diese Familie, zeigt, dass auch (o(N;));es unabhéngig ist. Unter Verwendung von Q € M;
fir ¢ € I, wissen wir o(N;)) = U(Uielj M;) fiir j € J. Zusammen folgt die Behauptung
b).

]

Diese Satze werden vielfach — oft implizit, ohne sie zu erwdhnen — gebraucht.

Hierzu ein Beispiel:

Sind X,Y,Z : @ — R drei voneinander unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€, A, P) und ist f : R? — R Borel-messbar, so sind auch f(X,Y 7]
und Z voneinander unabhéngige Zufallsvariablen.

Begriindung: Wir schliefen

X, Y, Z sind unabhéngig
& o0(X),0(Y),0(Z) sind unabhéngig
= {ANB|Aco(X),Beoa(Y)},o(Z) sind unabhéngig

J/

~
N-stabil

= o(X,)Y)=0(c(X)Uc(Y)),o(Z) sind unabhéngig. (263)

Nun ist f(X,Y) o(X,Y)-B(R)-messbar, denn (X,Y) : 2 — R ist o(X,Y)-B(R)-messbar
und f : R? — R ist B(R?)-B(R)-messbar. Also sind f(X,Y) und Z voneinander un-
abhingig.

U

5Fiir diese in der Stochastik gebriuchliche Notation fiir f(X,Y): Q3 w — f(X(w),Y(w)) € R, in
der das Argument w € 2 wieder weggelassen wird, wiirde man in anderen Gebieten der Mathematik eher
explizit die Komposition schreiben: f(X,Y) = fo (X,Y) mit (X,Y): Q — R2
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Existenz zweier unabhingiger Zufallsvariablen mit vorgegebener Verteilung:
In der Maftheorie wird der folgende Satz bewiesen:

Satz 2.46 (Produktmafl) Es seien (2, A, P) und (3, B, Q) zwei Wahrscheinlichkeitsrdiume.
Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsma]ﬂ PxQ auf (Qx X, AxB), so dass die
beiden Projektionen

X :QxX—Q, X(w,0) =w und Y :Qx X=X, Y(w,0) =0 (264)

beziiglich P x Q) voneinander unabhdingig mit den Verteilungen Lpyg(X) = P und Lpyg(Y) =
Q@ sind. Das Mafi P x @ heifit Produktmafl von P und Q). Das Wahrscheinlichkeitsmaf
P x Q wird fir A e A® B so gegeben:

P x Q(A) = /QQ[(w,idg) € A] P(dw)
_ /QQ({O— € 3| (w,0) € A}) P(dw)
_ /Q /E La(w, o) Q(do) P(dw). (265)

Bemerkung: Auch im Fall, dass P und @ nur Mafe sind, liefert die Formel (265]) ein
Mafl P x @; es heifit ebenfalls Produktmafl. Falls P und Q endliche Mafle sind, wird es
durch

PxQ(Ax B)=P(A)Q(B) tir Ac A, BeB (266)

charakterisiert [[']
Beispiele:

1. Das zweidimensionale Lebesguemaf} A\ ist das Produktmafl A\; x ;.

2. Die Gleichverteilung auf dem Rechteck ]a, b] x]c,d] € R?, wobei a < b und ¢ < d, ist
das Produktmaf$l der Gleichverteilung auf dem Intervall ]a,b] mit der Gleichvertei-
lung auf dem Intervall ¢, d].

Integration beziiglich des Produktmafles Fiir die Formulierung des folgenden Sat-
zes brauchen wir noch eine Verallgemeinerung des Begriffs endlicher Mafle:

Definition 2.47 (o-Endlichkeit) Fin Maf p auf einem Ereignisraum (9, A) heifit o-
endlich, wenn es eine Folge (A,)nen € AN mit u(A,) < oo fiir alle n € N gibt, die den

ganzen Raum ausschopft: |, o An = 2.

16GQtatt P x @ schreibt man manchmal auch P ® Q.
17Gleiches gilt fiir die nachfolgend definierten o-endlichen Mafle, wenn man die Konventionen oo - a =
00 = a - o0 fiir a €]0,00] und 0o -0 =0 =0- 0o verwendet.
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Zum Beispiel ist das Lebesguemafl A zwar kein endlichens Maf, doch es ist noch o-endlich,
wie man mit der Ausschopfung A, = [-n,n], (n € N) von R sieht. Fast alle praktisch
relevanten Mafle sind o-endlich; nicht o-endliche Mafle haben eine sehr viel geringere
Bedeutung.

Die Integration beziiglich des Produktmafles kann man im o-endlichen Fall auf sukzessive
Integration beziiglich der Faktoren zuriickfithren, wobei es auf die Integrationsreihenfolge
nicht ankommt{™|

Satz 2.48 (Satz von Fubini fiir nichtnegative Funktionen) Fs seien (2, A, 1) und
(3, B, v) zwei o-endliche Maf$rdume und f : Qx % — [0, 00| eine ARB-B([0, 0o])-messbare
Abbildung. Dann sind auch die Abbildungen
Qo>w— / fw,o)v(do)  und (267)
o
Y30~ / flw, o) p(dw) (268)
Q

A-B([0, 0o]|)—messbar bzw. B-B([0, 0o])-messbar, und es gilt:

[ raww)= [ [ w.0)vide) ua

5ééﬂ%®%®ﬂ@ﬂ

Dieser Satz wird in der Mafitheorie bewiesen.

Bemerkungen:

1. Im Spezialfall

(Q7A7 M) = (Rm7B(Rm)v >\m)7 (269)
(Z, B, V) = (Rnim, B(Rnim), )\m), (270)
A X A = A (271)

erhalten wir daraus die frither besprochene Variante des Satzes von Fubini fiir
das Lebesguemas.

18Fiir nicht o-endliche MaBe kann das falsch werden: Bezeichnen zum Beispiel A das Lebesguemaf auf
(R, B(R)) und v das Zdhlma$ auf (R, P(R)), so gilt fiir die Diagonale A = {(z,z)| z € R}:

/R /R 1a (. 9) A(d) v(dy) = 0 # 00 = /R /R 1 () v (dy) A(de).
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2. Den Spezialfall
(9, A, p) = (3,B,v) = (N, P(N), ZéhlmaSB) (272)

kann man als den grofien Umordnungssatz fiir Reihen mit nichtnegativen Summan-
den auffassen.

Ubung 2.49 (Dichten unabhiingiger Zufallsvariablen) 1. Es seien (Q, A, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : Q — R Zufallsvariablen mit Dichten f bzw. g.
Dann sind X und Y genau dann unabhdngig, wenn

h:R? = [0,00],  h(z,y) = f(x)g(y)
eine Dichte fiir Z = (X,Y) : Q — R? ist.

2. Verallgemeinerung: Es seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X1, B, 1)
und (Xq, By, p2) o-endliche Mafiraume und X; : Q — %;, (i = 1,2), Zufallsva-
riablen mit Dichten f; beziiglich p;. Dann sind X, und Xy genau dann unabhdingig
voneinander, wenn

h:¥y x ¥y —[0,00], h(xy,z) = fi(x1)fo(zs) (273)
eine Dichte der zusammengesetzten Zufallsvariablen
Z=(X1,X5): Q= ¥ x Xy (274)
beziiglich des Produktmajles iy X pio ist.

Diese Aussagen haben auch unmittelbare Verallgemeinerungen auf n Faktoren, die wir
hier weder formulieren noch beweisen.

Bemerkung: Produktmafibildung ist assoziativ:

(p1 X p) X pg = py X (p2 X i3) (275)

2.9 Die Faltung

Die Faltung beschreibt die Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvariablen
mit gegebenen Verteilungen:

Definition 2.50 (Faltung von Maflen) FEs seien p; und us zwei o-endliche Mafe tiber
(R, B(R)). Die Faltung von p; mit ps, in Zeichen py * po, wird als das Bildmaf des
Produktmafles i, % po unter der Additionsabbildung + : R? — R definiert.

Fiir Wahrscheinlichkeitsmafle Py und Py konnen wir das auch so formulieren:
Sind X und Y zwei unabhingige Zufallsvariablen mit den Verteilungen L(X) = P, und
L(Y) = Py, so hat die Summe X +Y die Verteilung L(X +Y) = Py * Ps.

Die Faltung zweier o-endlicher Mafie auf (R™, B(R™)) wird analog definiert.
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Beispiel: Ist P = pd; + (1 — p)dp mit 0 < p < 1 die Verteilung fiir einen Miinzwurf, so
folgt:

P % P =p*dy + 2p(1 — p)dy + (1 — p)*d, (276)
Px Px P =p°s+3p*(1 = p)oa + 3p(1 — p)?0a + (1 = p)°0y,  (277)
P Pro.rp= Z < ) )"~*5, = binomial(n, p) (278)

n Faktoren

Ubung 2.51 (Faltung iiber Z) Es seien p und v zwei Verteilungen auf (Z, P(Z)) mit
den Zihldichten f bzw. g. Zeigen Sie, dass die Faltung p = v die Zihldichte

Frg(z):=) f@)g(z—2)=>_ f(z—1)9(y) (279)

TEZ YyEZL
besitzt.
Im kontinuierlichen Fall gilt das folgende Analogon:

Satz 2.52 (Faltung von Dichten) Es seien p und v o-endliche Mafle auf (R, B(R))
mit den Dichten [ bzw. g. Dann besitzt die Faltung pxv die Dichte fxg, definitert durch

frgls /f z—w)dxz/ﬂgf(z—y)g(y)dy ( €R) (280)

Die Funktion f = g wird ebenfalls die Faltung der Dichten f und g genannt.
Beweis: Das Produktmafl u x v besitzt die Dichte
h:R* =R, hz,y) = f(x)g(y). (281)

Nun betrachten wir den Diffeomorphismus

E:R?* = R?*  k(r,y)=(r+y,z1) (282)
mit der Inversen
EURP =Rk (z,2) = (2,2 — ) (283)
sowie die erste Projektion
m:R* = R* 7(z,2) ==z (284)

Durch Komposition erhalten wir

Tok=+:(x,y)—x+y (285)
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Wir berechnen die Jacobideterminante

|det D(k™ (2, 2)| =

0 1
det (1 _1)‘ =1.

Mit der Transformationsformel folgt: Das Bildma$ k[ x v] besitzt die Dichte

j:R? 5 R,
Jjlz,x) = h(k:_l(z,m)ldet D(k_l)(z,x)l =h(z,z —x) = f(z)g(z — x).

-~

=1

Also besitzt die 1. Randverteilung u * v = w[k[p x v]] von k[u x v] die Dichte

RBZH/Rj(z,x)dx:/ﬂxf(x)g(z—x)dx:f*g(z).

Die Gleichung

/R [()g(z — 2) du = / £z = )g(y) dy

folgt mit der Substitution y = z — x oder auch aus der Beobachtung p v = v * p.

Beispiele:

(286)

(287)

(288)

(289)

1. “RechteckxRechteck=Dreieck”: Es sei P = unif[0, 1]. Das Wahrscheinlichkeits-
mafl P hat die Dichte 1j ). Dann besitzt das Produktmaf P x P = unif([0, 1]?) die

Dichte 1 2, und P * P die Dichte

1[071] * 1[0@](2) = / 1[0’1] (",17)1[0,1](2 — SC) d&? = 21[071](2) + (2 — 2)1}17Q]<2).
R

Ubung 2.53 Verifizieren Sie die Rechnung (290)).

(290)

2. Gammaverteilungen als Faltungshalbgruppe: Es seien X und Y zwei vonein-

ander unabhénige, gammaverteilte Zufallsvariablen:

Lp(X) = Gamma(a,s), Lp(Y)= Gamma(a,t),

(291)

mit dem gleichen Skalenparameter a > 0 und den Formparametern s,t > 0. Wir

zeigen: X +Y ist Gammal(a, s + t)-verteilt, d.h.

Gamma(a, s) * Gamma(a,t) = Gamma(a, s + t)
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Beweis: X bzw. Y besitzen die Dichte

aS

f(z) = 1]0,00[(@F (S)xs_le_‘””, (x€R)  bzw. (293)
9(y) = 110,oo[(y)%y“6“y, (y € R). (294)
Es folgt:
P29l = im0 lomi(c = 2o = ) e o
_ %1]&%[@) /0 e — 1) da (295)

Das letzte Integral berechnen wir mit der Substitution z = zu:

z 1
/ oz —x) de = / (zu)* Mz — 2u)" 2 du
0 0

1
= 5ttt / w1 —uw) " du = 2T B(s, 1), (296)
0
wobei wir die Betafunktion
1
B :]0,00[*— R, B(s,t) = / w1 —w)tdu (297)
0
verwenden. Damit ist gezeigt:
B(s,t) o
= lip.o stt_ 20 7 pstt-lg—az R). 298
f*g(z) 1o, [(’Z)a F(S)F(t)z € ) (Z S ) ( )

Nun ist dies bis auf die Konstante % statt ﬁ die Dichte der Verteilung

Gammal(a, s + t). Weil sowohl die Faltung Gamma(a,s) * Gamma(a,t) als auch
die Gammaverteilung Gamma(a, s + t) Wahrscheinlichkeitsmafie sind, miissen die
Normierungskonstanten iibereinstimmen:

B(s,t) 1

T(s)[(f) TL(s+¢t) (299)

und wir erhalten die Behauptung.

O

Bemerkung: Als Nebenprodukt lieferte der Beweis die folgende Beziehung zwischen
der Betafunktion und der Gammafunktion:
['(s)I'(2)

B(s,1) = T(s+¢t)

(s,t > 0) (300)
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3. Die Chi-Quadrat-Verteilung.

Definition 2.54 (x-Verteilung) FEs seien X1, ..., X, unabhingige standardnor-
malverteilte Zufallsvariablen, wobei n € N. Die Verteilung der Quadratsumme

=> X; (301)
k=1

wird die Chi-Quadrat-Verteilung (synonym: x*-Verteilung) mit n Freiheitsgraden
genannt. Sie wird ebenfalls mit x> bezeichnet.

Wir iiberlegen uns nun, dass Chi-Quadrat-Verteilungen spezielle Gammaverteilun-
gen sind.

Ubung 2.55 Beweisen Sie, dass £L(X}) = Gamma(3,1) gilt.

Es folgt mit der Faltungseigenschaft der Gammaverteilungen:

1 n

53) (302)

11
L(O3) = Gamma(é, 5) = Gamma( =,
Damit ist gezeigt:

Lemma 2.56 (Zusammenhang zwischen y*-Verteilung und Gammavertei-
lung) Fiir alle n € N ist die x*-Verteilung mit n Freiheitsgraden das Gleiche wie
die Gammaverteiung T'(,%).

Die gemeinsame Verteilung von X = (X7,...,X,,) unserer n unabhéngigen, stan-
dardnormalverteilten Zufallsvariablen X7, ..., X,,, also die Verteilung auf (R", B(R™))

mit der Dichte
: (} ‘”2>
—= H e 2 k
Pt 2T

— (2n) e énxna, (x:(xl,...,xn)ERn), (303)

heifit auch die n-dimensionale Standardnormalverteilung. Die x2-Verteilung mit n
Freiheitsgraden ist also die Verteilung von || X||%, wenn X n-dimensional standard-
normalverteilt ist.

4. Faltung von Normalverteilungen:
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Definition 2.57 (Normalverteilung) Die (1-dimensionale) Normalverteilung mit
den Parametern p € R (dem “Erwartungswert”) und o® > 0 (der “Varianz”) ist die
Verteilung der Zufallsvariablen

X=0Z+p, (304)

wenn Z standardnormalverteilt ist und o = Vo2, Sie wird mit N(u, o) bezeichnet.

Die Normalverteilung N (u, 0?) besitzt die folgende Dichte: sehr
wich-
1 _a=p)? tig!
oz = e 305
! V2mo? (305)

Der Graph dieser Dichte ist die beriihmte Gaufische Glockenkurve:

Dichte einer Normalverteilung

Begriindung der Formel (305): Es sei g : R — R, x = ¢(2) = oz + p die
Transformation in der Definition der Normalverteilung N(u, 0?). Dann gilt fiir alle

A € B(R):

x—u)

o

dz (mit der Transformation z =

1 1(z—p)2
_ / o 3(554) 4. (306)
A
]

Die Faltung zweier Normalverteilungen ergibt wieder eine Normalverteilung. Ge-
nauer gesagt gilt:

73



Satz 2.58 (Faltung von Normalverteilungen) Fiir p1, s € R und 03,03 > 0

qilt:

N(p1,07) * N(po, 03) = N(py + pio, 07 + 03)

(307)

Anders gesagt: Sind X und Y wvoneinander unabingige Zufallsvariablen mit den

Verteilungen
L(X)=N(u,0f) und L(Y)=N(u,03),
so ist auch die Summe X +Y wieder normalverteilt:
L(X +Y) =N( + pa, 07 + 03).
Beweis: Wir zeigen
fur,02 * Fupo2 = Fuitpao2to3

durch direkte Rechnung. Es gilt fiir z € R:

_ (== y m)2 (y—#2)2

203 dy

o2 ¥ o2\ X .
fm,l fuz,g() \/%\/ﬁ/ ’

g

A1

Wir substituieren

S

=T = f — 2,
Y=y — o

Damit erhalten wir fiir das letzte Integral:

1 (@9 @2) -
I:/exp ——(—+— dy
' R 2\ o o3 ,

Wir schreiben den Term I5 mit einer quadratischen Ergénzung um:

I = (o072 4+ oy )§? — 207237 + oy 252

2 _

-2 [ ~ ‘712 ~ ‘714 ~2 —2~2

=(0"+oy )| — =T ——— =T +o0, 1.
o+ 0, o, "+

02
~—
=:I3
Den letzten Term I3 vereinfachen wir:
—4 2 _—2
! +‘71 +U1 O -2 1 ~2
[3 = — r = 5 _213 .
2+ 02 01"+ 0,
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Eingesetzt erhalten wir:

1 72 1, a2\’ ..
Ilzexp ———5 5 | €XpP —5(0'1 +O'2> ’y—ﬁ dy (317)

2 o} + 03 o,°+ 0y
~ ’
Wir setzen
0:=4/0?+ 03, (318)
also
o2
ol +oy%= g (319)

und substituieren die Integrationsvariable:

-2
Pp— (y_%x) (320)

0102 o, 0y

dz o

— = . 321
dg 0109 ( )

Wir erhalten fiir das letzte Integral:

o (d2\ T ;
L= / e~ (—2) dz = 1122 / e 3 4z = 172 o (322)
R dy R

Es folgt

1 ~2
I = 222 Vor exp (——x—) . (323)

o 2 02
Eingesetzt in Formel (311)) ergibt das:
1 _

1
f o2 * f 2\T) = — (& 5
ot * fina (2) 2n0? \/210? V2ro? V212

wobei wir p := 1 + po abgekiirzt haben.

. Die Poissonhalbgruppe: Die Poissonverteilung zum Parameter A > 0 ist die
Verteilung auf Ny mit der Zahldichte

A
pa(n) = e_’\F (n € Np). (325)
Sie wird mit Poisson(\) bezeichnet. Dann gilt fiir alle A\, Ay > 0:
Poisson(\;) x Poisson(Ay) = Poisson(A; + Ag) (326)

Ubung 2.59 Beweisen Sie die Formel (326)).
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2.10 Folgen unabhingiger Zufallsvariablen

Wir zitieren zunéchst einen allgemeinen Existenzsatz fiir Produkte beliebig vieler Wahr-
scheinlichkeitsrdume:

Satz 2.60 (Produktmafl von beliebig vielen Wahrscheinlichkeitsmaflen) Es sei
(Q4, A, P))icr eine beliebige Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen, Q = Hiel Q; das
kartesische Produkt der €, X; : Q@ — Q;, X(w) = w; firi € I, w = (w;)jer € Q die
kartesische Projektion und A = @Q,.; Ai = o(X; : 1 € I) die von den X; erzeugte o-
Algebra. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (2,.A), so dass alle X;,
1 € I, unabhingig mit den Verteilungen P; sind. Wir schreiben

[[e=r (327)

fiir dieses Maf; es wird das Produktmafl der P; genannt.

Wir beweisen diesen Satz nicht in dieser Vorlesung, weil der Beweis eher in die Mafitheorie
als in die Stochastik gehort. Der Beweis benutzt den Fortsetzungssatz von Carathéodory.

Als eine Alternative zum Satz konstruieren wir statt dessen direkt Folgen unabhéngiger
Zufallsvariablen mit Hilfe der kontinuierlichen Gleichverteilung.
Unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen

Definition 2.61 (i.i.d.) Eine Familie (X;);e; von Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P) mit Werten in stets dem gleichen Ereignisraum (¥, A") wird i.i.d.
genannt (Abkirzung aus dem Englischen independent identically distributed), wenn die X;,

i € I unabhingig voneinander mit der gleichen Verteilung Lp(X;) = Lp(X;), (i,j € 1)
sind.

Wir zeigen jetzt die Existenz von i.i.d. “fairen Miinzwiirfen”. Es sei dazu
(€2, A, P) = ([0,1[, B([0,1]), P). (328)

Fir w € 2 sei X,(w), n € N, die n-te Nachkommaziffer in der Binardarstellung von w,
also

Xp(w) = [2"w] —2- 2" 'w], (329)
wobei
|z] = max{z € Z| z < x} (330)
den ganzzahligen Anteil von x € R bezeichnet.

Satz 2.62 (Binéirziffern als faire Miinzwiirfe) Die Bindrziffern (X,)nen sind i.i.d.
auf {0,1} gleichverteilte Zufallsvariablen iber (€2, A, P).
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Die Folge (X,)nen ist also ein Modell fiir die abzéhlbar unendliche Wiederholung eines
fairen Miinzwurfs.

Beweis: Wir miissen fiir alle endlichen n € N zeigen: Die (gemeinsame) Verteilung des
Zufallsvektors (Xj)rep ist gleich [T, (80 + &2), also gleich der Gleichverteilung auf
{0,1}™. Hierzu sei & = (x)rem) € {0,1}" gegeben. Wir setzen

n

a:=Y 27, €0,1]. (331)
k=1
Dannn gilt
{ X}, = xy fiir alle k € [n]} (332)
={w e [0,1]| 0,2y ...z, ist der Beginn der Binirdarstellung von w} (333)
=la,a+27"], (334)
also
1
P[Xy = zy fir alle k € [n]] = P([a,a+27"]) =27" = TR (335)
Die Verteilung £(X7,..., X,,) hat also in der Tat die Zahldichte (|{0,1}|™"),eq0,13n-
O

Aus i.i.d. fairen Minzwiirfen kann man auch umgekehrt die Gleichverteilung auf [0, 1]
rekonstruieren:

Ubung 2.63 (i.i.d. Folgen mit beliebiger Verteilung aus i.i.d. fairen Miinzwiirfen)
Es seien (X, )nen i.i.d. 3(0o + 61)-verteilte Zufallsvariablen auf einem belicbigen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P).

1. Zeigen Sie, dass

Z=> 27"X,:Q—[0,1] (336)

neN
uniform auf [0, 1] verteilt ist.

2. Konstruieren Sie eine i.i.d. Folge (Z,)nen von uniform auf [0, 1] verteilten Zufalls-
variablen iber dem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Hinweis: Verwenden Sie eine Bijektion f: N x N — N.

3. Gegeben ein Wahrscheinlichkeitsmafi Q auf (R, B(R)), konstruieren Sie eine i.i.d.
Folge (Yn)nen auf (Q, A, P) mit Verteilung Lp(Y,) = Q.
Hinweis: Quantilstransformation. Es gentigt auch, wenn Sie die Zufallsvariablen Y,
nur P-fast sicher definieren.
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Das folgende Kriterium ist zum Nachweis der Unabhéngigkeit diskreter Zufallsvariablen
niitzlich:

Lemma 2.64 (Unabhingigkeit im diskreten Fall) FEs seien Xy, ..., X, Zufallsvaria-
blen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit Werten in einer abzdhlbaren Men-

ge (N, P(N)). Dann sind die X4, ..., X, genau dann unabhdngig, wenn fir alle ky, ... k, €
N gilt:

=1

Beweis: Der Beweisteil “=-" folgt unmittelbar aus der Definition der Unabhéngigkeit von
Zufallsvariablen.
Zu “<": Wir beobachten, dass das Mengensystem

{{X; =k, tir alle i € [n]}] ky,...,k, € NYU{0} (338)

ein N-stabiles Erzeugendensystem der o-Algebra o(Xj, ..., X,) ist. Die Behauptung folgt
dann unmittelbar aus dem Satz [2.45] (Vererbung der stochastischen Unabhéingigkeit).

O

2.11 Einige Standardverteilungen
2.11.1 Die geometrische Verteilung

Eine unfaire Miinze wird bis zum ersten Auftreten der “1” geworfen. Wir bestimmen die
Verteilung der Anzahl der Wiirfe.

Modell: Es sei 0 < p < 1 und X3, t € N, i.i.d. pd; + (1 — p)dp-verteilt iiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Wir setzen

T := inf{t € N| X;}. (339)
Insbesondere gilt fiir alle s € N:

{T=s}={X;=0firallet <s, X;=1}, (340)
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also

Es folgt:

P[T =s] = P[X; =0 fiir alle t < s, X, =1]
s—1
= (H P[X, = o]) P[X,=1] (da (X;); unabhingig) (341)
t=1

= (]‘ - p)8_1p7
P[T = o0] = P[X; =0 fiir alle t € N]
= lim P[X; =0 fiir alle t € [s]] (da P o-stetig von oben)

S5—00

= lim | | P[X;=0] (da (X;); unabhéngig)
S5—00
t=1

= lim (1 — p)®* = om (342)

S5—00

L(T) = (1—p)'ps, (344)

s=1

Diese Verteilung heifit geometrische Verteilung mit dem Parameter p.

Bemerkung: Hier und in vielen anderen Anwendungen ist es nicht nétig, den Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P) zu spezifizieren; nur die (gemeinsame) Verteilung der rele-
vanten Zufallsvariablen wird fixiert. Das Zentrum unserer Untersuchungen hat sich also
nun von den Wahrscheinlichkeitsrdumen zu den Zufallsvariablen und ihren Verteilungen
verschoben.

2.11.2 Die negative Binomialverteilung

Im Modell von eben sei T,, fiir n € N die Anzahl der Wiirfe bis zum n-ten Auftreten einer
“1”. Formal definieren wir das so:

Ty = 0, (345)
T, :=inf{t >T, 1| X; =1} firneN. (346)

YDas gleiche Argument liefert fiir alle s € N:

PX;=0firalet>s =0 (343)
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Insbesondere ist 77 = T' geometrisch verteilt. P-fast sicher sind alle T,, endlich. In der
Tat:

P[3n : T, = oo] = P[X; = 0 schlielich fiir ¢ — oo]
:P[HSEN‘y’tZs: Xt:Q]

-—
monoton steigendes
Ereignis in s

= lim PVt > s: X; =0] (mit o-Stetigkeit von unten)

S—00
= SILIgO 0=0 (mit Formel (343)). (347)

Insbesondere ist die Wartezeiﬂ T, — T,,—1 zwischen dem (n — 1)-ten und dem n-ten
Auftreten der “1”7 P-fast sicher wohldefiniert.
Wir zeigen jetzt:

Lemma 2.65 (i.i.d. geometrisch verteilte Wartezeiten) Die Zufallsvariablen T,, —
T,-1, n € N, sind 1.i.d. geometrisch verteilt mit dem Parameter p.

Beweis: Es seien s1,...,s, € N gegeben. Wir setzen
k
=) s (348)
i=1

fir k € [n]. Dann gilt:

P[Ty — Ty—1 = sy fur alle k € [n]] = P[T} =ty fiir alle k € [n]]
= P[X;, =1 fiir alle k € [n] und X; = 0 fur alle t € [t,] \ {t1,%2,. .., tn}]
=p"(1—p)" (da (X;); i.i.d. pd; + (1 — p)do-verteilt)

= [l =p)*'p]

= H P[T =s;] (da T geometrisch(p) verteilt). (349)

O

Anschaulich gesprochen reflektiert das die “Gedéchtnislosigkeit” des Miinzwurfs: Die Ver-
teilung der Wartezeit auf die néchste “1” ist immer die gleiche, gleichgiiltig welche War-
tezeiten frither aufgetreten sind.

Wegen

T, =Y (Ti — Tir) (350)

20Diese Interpretation gilt fiir n > 1.
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kénnen wir das auch so formulieren:

Die Wartezeit T;, ist eine Summe von n i.i.d. geometrisch(p)-verteilten Zufallsvariablen.
Insbesondere ist Lp(7},) die Faltung von n gleichen geometrischen Verteilungen.

Wir berechnen jetzt die Verteilung Lp(7),) explizit. Hierzu sei t € N mit ¢t > n gegeben.
(Man beachte, dass der Fall 7,, < n nicht auftreten kann.) Wir erhalten:

PIT,=t]=P[X, =1, |{s <t| X, =1} =n —1] (351)
= ) PXi=1Vs€E:X,=1Vse[t—1]\E:X,=0] (352)

BEC[t—1]

|E|l=n—1

—HECh-1: Bl=n- 10 -p) = (T - @)

Definition 2.66 (negative Binomialverteilung) Die Verteilung

 [(t—1
T = n(l — t—n 4
£y =32 (o - (354
auf (N, P(N)) wird negative Binomialverteilung zu den Parametern n € N und p €]0,1]
genannt.

2.11.3 Seltene Ereignisse: Die Poissonverteilung

“Sehr haufige unabhéngige Wiederholungen “seltener” Ereignisse treten in Anwendungen
oft auf:
Beispiele:

e Anzahl der Regentropfen, die einen Regenschirm wéahrend eines Regenschauers wihrend

einer Sekunde treffen:

— Viele Tropfen sind in der Regenwolken, die unabhéngig voneinander den Schirm
treffen konnten.

— Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Tropfen den Schirm trifft, ist sehr
klein.

e Anzahl der Kernzerfille in einem radioaktiven Uranpréparat in einer Sekunde:

— Im Préparat sind viele radioaktive Atomkerne, die alle zerfallen konnten.

— Die Wahrscheinlichkeit, dass ein vorgegebener Atomkern in einer Sekunde tatséchlich

zerfallt, ist sehr klein.
e Anzahl der Haftpflichtfélle bei einer Versicherung in einem Monat

— Die Versicherung hat viele Kunden.
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— Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmter Kunde tatséchlich ein Haftpflich-
tereignis hat, ist sehr klein.

Modell: Wir modellieren die Verteilung der Anzahl der “seltenen Ereignisse” mit Bino-
mialverteilungen mit Parametern n und p in der Asymptotik n — oo und p — 0 mit der
Nebenbedingung np = A mit einer Konstanten A > 0.

Es bezeichne

Poisson(\) = Z e (355)

die Poissonverteilung zum Parameter A > 0.
Satz 2.67 (Poisson-Limes der Binomialverteilung) Es sei (p,)nen eine Folge mit
Werten in 10, 1] mit

n—oo

np, — A > 0. (356)

Dann qilt fir alle k € Ny:

k

) (1 —p) S e—A% = Poisson(\)({k}). (357)

n

binomial(n, p,)({k}) = (k;

Beweis: Wir rechnenf]

n

binomial () () = ( 1) ph(1 = )"

M-\ 1 n—k
—([I—— | = (n)" -exp [— nlog(l — py)

1=0 R ——
—

Ak G =—npn(14+o(1))——A
oo —1 fiir n—o00
— 1
n—oo 1 — .
=3 E)\ke A = Poisson(A)({k}). (358)

O

Korollar 2.68 (Poisson-Limes der Binomialverteilung — Version fiir Ereignisse)
Fir alle Ereignisse A C Ny gilt unter den Voraussetzungen des Satzes [2.677:

binomial(n, p,)(A) = Z (Z)pﬁ(l —pa) RS Z e’Aﬁ = Poisson(\)(A).  (359)
keA keA ’

Der Beweis des Korollars verwendet das Lemma von Fatou aus der Mafitheorie. Es lautet:

n—oo

21 Zur Notation: Das Landausymbol o f(n)) steht fiir n — oo fiir irgendein g(n) mit g(n)/f(n) — 0.
Zum Beispiel steht o(1) fiir irgendeine Nullfolge.
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Lemma 2.69 (Fatou) Ist (X, ).en eine Folge messbarer Funktionen ber einem Majs-
raum (2, A, u) mit X,, > 0 fir alle n € N, so gilt fiir alle messbaren Mengen A € A:

/ liminf X, dpu < lim inf/ X, dp. (360)
A A

n—oo n—o0

Gegeben A C Ny, wenden wir das im Fall 2 = Ny mit dem Z#éhlmafl © und

X, (k) = binomial(n, p,)({k}) = (Z)pfzu N (361)

an, verwenden also die “Reihen-Version” des Lemmas von Fatou. Wir erhalten:
AN
Poisson(\)(A4) = Z e

= Z lim binomial(n, p,)({k})

n—o0
k€A

< lim inf > binomial(n, p,)({k})
keA
< lim inf binomial(n, p,,)(A) (362)

n—o0

und ebenso

Poisson(A)(A¢) < lim inf binomial(n, p,,)(A°). (363)
n—oo
WEeil sowohl die Poissonverteilung als auch die Binomialverteilung Wahrscheinlichkeits-
mafle sind, konnen wir schlieflen:

Poisson(A)(A) = 1 — Poisson(\)(A€)
> 1 — lim inf binomial(n, p,, ) (A¢) = lim sup(1 — binomial(n, p,)(A°))
n—00 n—00

= lim sup binomial(n, p,)(A). (364)

n—0o0

Die Ungleichungen (364) und (364) zusammen zeigen die Behauptung (359)).

O
2.11.4 Ordnungsstatistik und Betaverteilung
Definition 2.70 (Ordnungsstatistik) Fir x,zs,...,2, € R sei xpy, 29, ..., 2 die
monoton aufsteigende Permutation von xq1,xa, ..., Ty:
T S <L S Ty (365)
Das Tupel (xpy, 2, - - ., o) wird Ordnungsstatistik von (1,22, ..., x,) genannt.
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Die zyy), ...,z sind also die x4,. .., z, in aufsteigender Reihenfolge angeordnet.

Definition 2.71 (Betaverteilung) Die Betaverteilung Beta(a,b) mit den Parametern
a >0 und b > 0 st die Verteilung auf R mit der Dichte

1
Bap(x) = 1]0,1[(95)m37a71(1 — ) (366)
mit der Betafunktion als Normierungskonstanten:
' ['(a)l'(b)
Bl(a,b) = ] — )l dr = =2 367
e R R e (367)

Weil I'(n+ 1) = n! fiir alle n € Ny, kénnen wir das fiir £,n € N mit & < n auch schreiben:

1 n!
= =k ) 368
Bk,n—k+1)  (k—1ln—k)! (k) (368)
Wir zeigen:

Satz 2.72 (Verteilung von Komponenten der Ordnungsstatistik) Gegebenn € N,
seien Uy, ..., U, i.i.d. uniform(]0, 1[)-verteilte Zufallsvariablen iiber einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P) und Uy, . . ., Upy thre Ordnungsstatistik, also Upy(w) der k-t klein-
ste unter den Uy(w),...,U,(w), wobei w € Q. Dann ist fir alle k € [n| die k-te Kompo-
nente Uy der Ordnungsstatistik betaverteilt mit den Parametern k und n — k + 1.

Beweis: Gegeben a € [0, 1], beweisen wir fiir alle k € [n] die Behauptung
PlUp < a] = / Brn—tk+1(x) dx = Beta(k,n — k + 1)([0, a]), (369)
0

und zwar durch Induktion iiber k& “riickwarts”:
Induktionsanfang, k = n: Es gilt:

PlUp < a]l = P[Viec [n]: U; <a
= Hz =1"P[U; <a] =a" (da U; i.i.d. uniform]0,1[-vert.)

:/ nx™ da::/ n(n)x”_l(l—x)"_”da:
0 0 n

_ /0 " 8.1(x) dz = Beta(n, 1)([0, ). (370)

Induktionsvoraussetzung fiir k 4+ 1: Gegeben k € [n] mit k£ > 2, nehmen wir an:

PUp41) < a] = Beta(k + 1,n — k)([0, a]). (371)
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Induktionsschluss k + 1 ~» k: Wir rechnen:

PlUn < a] = PlUpsy < a] + PlUp < a < Upa)]  (wegen Upy < Upeyy))

= /Oa Brsin—n(x) dz + PlUp < a < Upgyq]  (mit der LV, (371)) (372)
Wir berechnen den zweiten Summanden in der letzten Summe:

PlUp < a < Upsy) = P[{i € [n]| U; < a}| = K]
=Y PVi€eE:U<a Vic[]\E: U >d

EC|n]

|E|=k

=> [[rWwi<a- [] Pli>a= (Z) af(1—a)"* (da (U;) i.i.d. uniform]0, 1])
ECln)ie® i€ln\E
E|=k

= /O % [(Z) z*(1 - x)“—k] dr  (da (})a*(1 —z)" % = 0 fiir 2 = 0)

_ /O k;(Z) 21— 2)F dr — /0 (n— k) <Z) 2 (1 — ) dy
—Z —_—

=B(kn—k+1)~1 :(k—i_l)(kil)

=B(k+1,n—k)~1
:/ ﬁk,nkﬂ(l’)dm—/ Brr1n-k(7) dx (373)
0 0

Eingesetzt in (372) folgt die Induktionsbehauptung:

PlUp < a] = / Brn—k+1(z) de = Beta(k,n — k + 1)([0, a]). (374)
0
Weil die Verteilungsfunktion die Verteilung eindeutig bestimmt, bedeutet das:
Lp(Upy) = Beta(k,n — k+1)([0,a]), (375)
wie zu zeigen war.
0J

2.12 Erwartungswert und Varianz

Bis jetzt haben wir nur Integrale nichtnegativer Funktionen im Zusammenhang mit Dich-
ten betrachtet. Die Verallgemeinerung des Integralbegriffs auf Funktionen beliebigen Vor-
zeichens erfolgt so:

Definition 2.73 (Integral von Funktionen mit beliebigem Vorzeichen, Integrier-
barkeit) Es sei (€2, A, 1) ein Mafraum und

X 1 (Q,A) = (RU {00}, BR U {£00})) (376)
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eine messbare Abbildung?| Der Positivteil von X wird durch
X, :=max{X,0} (377)
definiert, der Negativteil durch
X_ = max{—X,0}. (378)
Im Fall, dass [, X dp oder(!) [ X_ dup endlich sind, ist die Differenz

/Xdu ::/X+dp—/XduERU{ioo} (379)
Q Q Q

definiert. Wir nennen sie das Integral von X. Sind sogar fQ X, dp und(!) fQ X_dp end-
lich, so ist das Integral [, X du € R endlich; in diesem Fall nennen wir X integrierbar
beziiglich . Wir setzen

LN A ) ={X:(Q,A4) = (R,B(R)) messbar| X ist u-integrierbar} (380)

Die Integralabbildung
/:El(Q,A,u)ﬁR, X|—>/Xdu (381)
Q

ist linear.ﬁ Im Fall, dass der Integrator u = P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, verwendet
man in der Stochastik meist eine andere Sprechweise fiir das Integral:

Definition 2.74 (Erwartungswert) FEs sei
X (Q,A) = (RU{£oo}, B(RU{£o0})) (384)

eine Zufallsvariable iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P). Falls das Integral
fQ X dP existiert, nennen wir

_ /Q X dp (385)

den Erwartungswert (synonym: Erwartung, engl. expectation oder expected value) von
X beziiglich P.

22Eigentlich geniigt es, wenn X nur pu-fast iiberall definiert ist. Wir fithren das nicht genauer aus.
23Das Integral fQ X dp ist jedoch nicht nur linear im Integranden X, sondern auch im Integrator u.
Genauer gesagt gilt fiir zwei Mafle g und v auf (2,.4) und alle a,b > 0:

LY A ap+brv) C LY QA p) N LY, A, v), (382)
und fiir alle X € £}(Q2, A, au + bv) oder auch fiir alle messbaren X > 0 gilt:

/Xdau—kbu —a/Xdu—Fb/XdV (383)
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Notationen: Falls klar ist, welches Wahrscheinlichkeitsmafl P gemeint ist, schreiben wir
auch E[X] statt Ep[X]. Ist A € A ein Ereignis, so heifit

Ep[X, Al := E[X,A] := Ep[X - 14] = / X dP (386)
A
die Erwartung von X auf dem Ereignis AP Hier ist eine Liste von Eigenschaften des
Erwartungswerts, die man bei der Arbeit damit sehr oft verwendet:
Lemma 2.75 (Grundlegende Eigenschaften des Erwartungswerts)
1. Linearitat:
o Fir alle X,Y € LY(Q, A, P) gilt: Ep[X +Y] = Ep[X] + Ep[Y].
o Fiir alle X € L'(Q, A, P) und a € R gilt: Ep[aX] = aEp[X].

2. Monotonie: Fir alle Zufallsvariablen X,Y auf (2, A, P) mit ezistierender Erwar-
tung gilt die Implikation

X <Y = Ep[X|<EpY] (387)
3. Erwartung von Konstanten: Fiir konstante Zufallsvariablen mit einem Wert
ceR gilt:
Eplc] =c. (388)
4. Erwartung von Indikatorfunktionen: Fir jedes Ereignis A € A gilt: Ep[l4] =
P(A).
Diese Eigenschaften folgen unmittelbar aus den entsprechenden Eigenschaften des Inte-
grals.
Beispiele:

1. Ist  abzihlbar, A = P(£), und besitzt P die Zihldichte (p,,)weq, so gilt fiir Zu-
fallsvariabeln X : Q — R die Aquivalenz

Xel(QAP) & > |Xw)p. < oo, (389)
weN
und falls X einen Erwartungswert besitzt, wird dieser durch
Ep[X] =) X(w)po (390)
weN

gegeben.

24Ein h#ufiger Notationsfehler von Anfingern ist es, die Typen von Wahrscheinlichkeiten und Erwar-
tungen zu verwechseln. Beachten Sie daher: Die Erwartung E[X] ist héchstens fiir Zufallsvariablen X
definiert, die Wahrscheinlichkeit P(A) dagegen nur fiir Ereignisse A. Bitte nie verwechseln, vor allem
nicht in Klausuren!
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2. Fiir das Modell
(€2, A, P) = ([6], P([6]), Gleichverteilung) (391)
des fairen Wiirfelns und
X=id: Q=R Xw) =w (392)

gilt:

1
EP[X]:6(1+2—|—3+4+5+6):3,5. (393)
Dieses Beispiel illustriert, dass der Erwartungswert kein moglicher Wert der Zufalls-
variable zu sein braucht.

Der folgende Satz zeigt unter anderem, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariablen
X nur von der Verteilung von X abhéngt. Deshalb spricht man manchmal auch von der
Erwartung einer Verteilung statt von der Erwartung einer Zufallsvariablen.

Satz 2.76 (Integral beziiglich des Bildmafles) Fs seien (2, A, 1) ein Mafraum. Wei-
ter seien X : (Q,A) = (', A") und f: (U, A) = (RU {£o0}, B(RU {+oo})) messba-
re Abbildungen. Dann existiert das Integral fQ f o Xdu genau dann, wenn das Integral
Jop fA(X[p]) existiert. In diesem Fall gilt:

/ foXdu= [ fd(X[u) (394)
Q Q/

Der Beweis wird in der Mafitheorie erst fiir Treppenfunktionen f, dann fiir messbare f > 0
und schliefflich fiir allgemeine f gefiihrt; wir verzichten hier darauf.

Im Fall von Wahrscheinlichkeitsmafien po = P konnen wir die Formel (394)) auch so schrei-
ben:

Q=Lp(X) = Ep[f(X)]= Q,f(flf)Q(dx) (395)

Im Fall, dass die Verteilung @ von X : 2 — Q' = R" eine Dichte g : R™ — [0, 00| besitzt,
bedeutet das:

Ep[f(X)] = [gn f(2)g(x) da (396)

wobei hier “dz” kurz fiir “A,(dz)” steht. Wir verwenden hierbei das folgende Lemma aus
der Mafitheorie:
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Lemma 2.77 (Integral beziiglich eines Mafles mit Dichte) Besitzt ein Maf i auf
(Q,.A) beziiglich eines Mafes v eine Dichte g, so gilt fiir alle messbaren Abbildungen

f:Q—=RU{too}:
/Q fdu = /Q fgdv, (307)

wobei hierin die linke Seite genau dann definiert ist, wenn auch die rechte Seite definiert

ist 5]
Beispiele:

1. Ist X eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Parametern p und o, so gilt

I;LQ
E[X]—/ LS5

e 32 dt  (mit der Substitution ¢t = z — p)

e f 202 (dt
/ \/ 2w o?

=0 wg. Symmetrle —1

N

(400)

IS

Der Parameter o der Normalverteilung ist also in der Tat der Erwartungswert von X.

2. Nimmt eine Zufallsvariable X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.4, P) nur

endlich viele verschiedene Werte z1,...,x, € R an, besitzt sie also die Verteilung
Q:=Lp(X) =D P[X =z]b,,, (401)
k=1

so erhalten wir die Erwartung

25Notation: Im Hinblick auf dieses Lemma schreibt man fiir die Dichte auch symbolisch

d
- ﬁ V£, (398)
und nennt dy/dv auch die Radon-Nikodym-Ableitung von p nach v. Die Gleichung (397) bekommt damit
die intuitive Form
dp
fdu= / f——dv. (399)
/Q Q dv
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Etwas allgemeiner erhalten fiir eine reellwertige Zufallsvariable f(X) die folgende

Erwartung, wenn X nur endlich viele Werte x4, ..., z, annimmt:
Ep[f(X)] = f(ax)P[X = )] (403)
k=1

Analoges gilt, wenn X abzidhlbar viele verschiedene Werte z;, k € N, annimmt:

Ep[f(X)] =) _ flax) PIX = a4 (404)

falls die Reihe absolut konvergiert.

. Manchmal hat die Verteilung einer Zufallsvariablen sowohl einen Anteil mit Dich-
te, “absolutstetiger Teil” genannt, also auch einen Teil, der auf einer Lebesgue-
Nullmenge lebt, “singulérer Teil” genannt. Hierzu ein Beispiel: Ist

(2, A, P) = ([0,1], B([0, 1]), uniform([0, 1])) (405)
und
X:Q-R Xw)=3V(wAZ)=max{3 min{w 2}}, (406)
so gilt
Lp(X)= ! if 12 ! 01 +46 407
p( )—gunlorm([g,g])+§(%+ gz (407)
absolatrstetig singlléir

Hier gilt fiir jede Borel-messbare beschriankte Funktion f: R — R:
2/3 1 . )
Blf(0] = [ racex) = [ Crwdes 5+ 5,
R 1/3

weil die uniforme Verteilung auf [1/3,2/3] die Dichte 3 - 1j1/32/5 besitzt. Natiirlich
kann man ebensogut die gleiche Erwartung auch so berechnen:

&ﬁuﬂzéfawmm

1/3 1 /3 1 2
—/0 d (5) W, <w>dw+/2/3f (3) o

2/3

= |, J@ U@+ 16 (409)
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Die Erwartung einer Zufallsvariablen ist ein Lageparameter ihrer Verteilung. Dagegen
misst die Varianz einer Zufallsvariablen, die wir nun einfithren, die Fluktuationen der
Werte der Zufallsvariablen um ihre Erwartung:

Definition 2.78 (Varianz, Standardabweichung) Es sei X € L}(Q, A, P). Wir de-
finieren die Varianz von X beziiglich P durch

Var(X) = Varp(X) := Ep[(X — Ep[X])?] € [0, o0] (410)

Ihre Quadratwurze heift Standardabweichung von X beziiglich P:

op(X) = +/Varp(X) (411)

Den Raum der Zufallsvariablen mit endlicher Varianz bezeichnet man so:

L2(Q,A, P):={X € LYQ, A, P)| Varp(X) < oo}
={X € LY(Q, A, P)| Ep[X?] < co}. (412)

Die letzte Gleichheit wird durch die folgende Formel gerechtfertigt:

Satz 2.79 (Eine Berechnungsformel fiir die Varianz) Fiir alle X € L1(Q, A, P) gilt:

Varp(X) := Ep[X?] — Ep[X]? (413)

Beweis:

Varp(X) = Ep[(X — Ep[X])?] = Ep[X? — 2Ep[X]|X + Ep[X]*]
= Ep[X?] — 2Ep[X|Ep[X] + Ep[X]* (wg. Linearitit von Ep und Ep[l] = 1)
= Ep[X?] — Ep[X]*. (414)
O

Ubung 2.80 (Eigenschaften der Varianz) Zeigen Sie fir X € £2(Q, A, P) und a €
RE]

Varp(X) > 0, (415)
Varp(aX) = a” Varp(X), (416)
op(aX) = |alop(X), (417)
Varp(X + a) = Varp(X). (418)

26Konvention: /00 := 0o

2"Warnung vor einem Standardrechenfehler: Vergisst man z.B. das letzte Quadrat in Formel , SO
kann es vorkommen, dass man irrtiimlich ein negatives Ergebnis fiir eine Varianz bekommt. Diesen Fehler
sollte man ebenso sofort bemerken, wie man es bemerken sollte, wenn eine Wahrscheinlichkeit irrtiimlich
als negativ oder grofler als 1 berechnet wird.
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Beispiele:

1. Die Varianz einer pd; + (1 — p)dp-verteilten Zufallsvariablen X mit Werten 0 oder 1
betrégt

Varp(X) = Ep[X?] — Ep[X]? = Ep[X] — Ep[X]? (wegen X2 = X)

Ep[X]|(1 — Ep[X]) = p(1 —p), (419)
denn
E[X]=1-P[X =140 P[X =0] =p. (420)
T

2. Wir berechnen die Erwartung und die Varianz der Gleichverteilung auf dem Ein-
heitsintervall. Es sei also X eine Zufallsvariable mit £p(X) = uniform|0, 1]. Dann

folgt:
! 1
R 0 2
! 1
Ep[X7?] :/t21[0,1](t) dt:/ 2 dt = = (422)
R 0 3
und daher
Varp(X) = Ep[X?] - E [X]Q—l— L 2—i (423)
P Pl T \2) a2

Ist nun [a, ] irgendein Intervall (a < b reelle Zahlen),so ist (b — a)X + a uniform
auf [a,b] verteilt. Fiir die Erwartung und die Varianz dieser Verteilung folgt mit

Skalierung;:
1 1
Ep[b—a)X +a]=(b—a)Ep[X]+a=(b—a)- g ta= 5(& +b), (424)
1
Varp((b—a)X +a) = (b —a)* Varp(X) = E(b—a)Q. (425)
Durch Wurzelziehen erhalten wir die Standardabweichung der Gleichverteilung auf
la, b]:
1
op((b—a)X +a) = —=(b—a). (426)

V12

3. Wir berechnen nun die Varianz normalverteilter Zufallsvariablen. Hierzu sei Z eine
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standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann folgt wegen Ep[Z] = 0:

1 22
Varp(Z) = Ep|Z? :—/226_2d2
P( ) P[ ] \/% "
1 d _:2

1 L2700 00 2
= —— ||—ze 2 + e 2 dz mit partieller Integration
o [ ]_OO / N (mit p g )

= 1. (427)

Gegeben € R und o > 0, ist die Zufallsvariable X := ¢Z + p normalverteilt:
Lp(X) = N(u,c?). Fiir ihre Varianz folgt mit Skalierung;:

Varp(X) = Varp(cZ + p) = 0 Varp(Z) = 0. (428)
Der Parameter 02 der Normalverteilung triigt also zu Recht den Namen “Varianz”.

Die Varianz ist eine quadratische Form auf £2(f2, A, P). Die zugehdrige symmetrische
Bilinearform heifit Covarianz.

Definition 2.81 (Covarianz) Es seien X,Y € L*(Q, A, P). Die Covarianz von X und
Y beziiglich P wird durch

Covp(X,Y) = Epl(X — Ep[X])(Y — Ep[Y])] (429)

definiert.
Bemerkungen:
1. Insbesondere gilt
Covp(X, X) = Varp(X). (430)

2. Die Covarianz ist bilinear und symmetrisch, d.h. fiir alle XY, Z € £2(Q2, A, P) und
alle a € R gilt:

COVP(X, Y) = COVP(Y,X), (431)
Covp(X +Y,Z) =Covp(X, Z)+ Covp(Y, Z), (432)
Covp(aX,Y) = aCovp(X,Y). (433)

3. Analog zur Formel (413)) fiir die Varianz gilt fiir alle X,Y € £2(Q, A, P):
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Ubung 2.82 Beweisen Sie die Formel ([#34).

Lemma 2.83 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir die Covarianz) Fir alle X,Y €
L2(Q, A, P) gilt:

| Covp(X,Y)| < op(X)op(Y) (435)

Dies ist ein Spezialfall der folgenden Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Lemma 2.84 (L?-Version der Cauchy-Schwarz-Ungleichung) FEs seien X,Y : Q —
R messbare Funktionen auf einem Mafsraum (Q, A, i) mit

/XQdu<oo und /Y2du<oo. (436)
0 Q

Dann ist XY beziiglich j integrierbar, und es gilt

2
(/XYdu) g/XQdu-/deu. (437)
Q Q Q
Dasselbe in anderer Notation fiir Wahrscheinlichkeitsmafie P:
Ep[XY]* < Ep[X?|Ep[Y?] (438)

Setzen wir hierin X — Ep[X] statt X und Y — Ep[Y] statt Y, erhalten wir die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung (435) fiir die Covarianz.
Beweis des Lemmas Wir betrachten die quadratische Form

q:R* =0, 00], (439)

q(a, B) :/Q(ozX—l—ﬁY)Zd,u:oﬂ/QXQ du+2aﬁ/QXYdu+62/QY2 dp.  (440)

Zur Wohldefiniertheit von ¢: Wegen

202 X% +28°Y? — (aX + BY)? = (aX — BY)* >0 (441)
gilt
(aX + BY)? < 22%2X?% 4 26%Y? (442)
und daher
q(a, ) < 2042/9X2 dp + 252/93/2 dp < . (443)
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Setzen wir speziell

a:”/Qdeu undﬁzi,//ﬁ)@du (444)

in die quadratische Form ¢ ein, so folgt:

OSQ(a,ﬁ):Q/XQdu/YQduiQ /XQdu /Y%ZM/XYd,u. (445)
Q Q Q Q Q

e Im Fall a8 # 0 folgt hieraus die Behauptung.

e Im Fall @ = 0 folgt Y? = 0 p-fast sicher, also Y = 0 p-fast sicher, also XY = 0
pu-fast sicher, und die Behauptung folgt auch hier.

e Im Fall 3 = 0 folgt analog X? = 0 u-fast sicher, also X = 0 p-fast sicher, also
XY =0 p-fast sicher, und die Behauptung folgt ebenso.

O

Bemerkung: Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt nur im Fall a X = gY
p-fast sicher, also falls X und Y bis auf Abdnderung auf Nullmengen linear abhéngig
voneinander sind.

Definition 2.85 (Korrelation) Es seien X,Y € L2(Q, A, P) zwei Zufallsvariablen mit
positiver Standardabweichung. Wir definieren den Korrelationskoeffizienten (synonym: die
Korrelation) zwischen X und Y :

rp(X,Y) = Corrp(X,Y) i= % (446)
Es gilt also:
—1<rp(X,Y)<1 (447)
wobei
rp(X,Y) = +1 fiir X — Ep[X] = (Y — Ep[Y]) mit 8 > 0, (448)
rp(X,Y) = —1 fiir X — Ep[X] = B(Y — Ep[Y]) mit 3 < 0. (449)

Die Korrelation misst, wie stark X und Y linear voneinander abhéngen. Die folgenden
Graphiken mit simulierten Datensédtzen verschiedener Korrelation sollen das illustrieren.
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Insbesondere sind unabhingige Zufallsvariablen XY € £%(Q, A, P) unkorreliert, d.h. es
gilt

Covp(X,Y) =0, rp(X,Y) =0, (450)

wobei natiirlich X und Y nicht P-fast sicher konstant sein diirfen, damit die Korrelati-
on rp(X,Y) definiert ist. Die Gleichungen (450]) sind Konsequenzen der nachfolgenden
Version des Satzes von Fubini aus der Mafitheorie:

Satz 2.86 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen) FEs seien (2, A, u) und
(3, B,v) zwei o-endliche Mafrdaume und f : Q x X — R eine A ® B-B(R)-messbare
Abbildung. Es gelte |f| < g fiir ein g € LY(Q x ¥, A® B,u x v). Dann gilt auch f €
LY QX S, AR B, uxv) und®

nngd(ﬂx”):/QLf(Ly)V(dy)u(dx)
:/E/glf(xay)ﬁb(dﬂf)u(dy). (452)

Wir erhalten:

Korollar 2.87 (Faktorisierung der Erwartung unabhiingiger Zufallsvariablen)
Sind X, Y € LY(Q, A, P) beziiglich P unabhdingig, so gilt XY € LY(Q, A, P) und

Ep[XY] = Ep[X]Ep[Y]. (453)
Beweis: Wir zeigen das zuerst im Fall X > 0, Y > 0. Wir setzen

p= Lp(X), v:=Lp(Y), (454)
also

Lp(X,)Y)=puxv (455)

28Genauer: Unter den Voraussetzungen des Satzes ist f(x,-) fiir y-fast alle € Q bzgl. v integrierbar,
und die Abbildung

Q32— (451)

Js f(z,y)v(dy) falls das Integral existiert,
0 sonst

ist beziiglich p integrierbar mit dem in Formel (452)) angegebenem Integral. Analoges gilt fiir vertauschte
Rollen von z und y.
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wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit. Es folgt:

Ep[XY] = / x1x9 b X v(dx) (Notation: z = (x1, x2))
R2

= / / 129 v(dxe) pu(dry)  (mit Fubini fiir nichtnegative Integranden)
R JR
/xg 1%
R

R
_EP

- / 1 p(day) - EplY]
— Ep[X]Ep]Y] (456)

(dxa) p(dwy)
[Y]

Nun seien beliebige Vorzeichen fiir Werte von X und Y zugelassen. Die Rechnung von
eben zeigt

Ep[|XY]] = Ep[|X[]Ep[[Y]] < o0, (457)

also | XY| € £}, A, P) und daher XY € L1(Q, A, P). Damit gilt die Rechnung
auch fiir diese X und Y, wobei die Anwendung des Satzes von Fubini fiir nichtnegative
Integranden (Satz durch eine Anwendung des Satzes von Fubini fiir integrierbare
Funktionen (Satz ersetzt wird.

O

Korollar 2.88 (Unabhéngigkeit impliziert Unkorreliertheit) Sind X,Y € £1(Q, A, P)
beziiglich P unabhdingig, so sind X und Y wunkorreliert:

Covp(X,Y) = 0. (458)
Beweis:
0J

Beispiel: Es seien X und Y unabhéngige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen auf
(Q, A, P). Es seien weiter o, f € R und

Z = aX + pY. (460)
Dann folgt
Covp(X, Z) = aCovp X,XZ+§COVP(X,Y) = a, (461)
=Varp(X)=1 =0

Varp(Z) = Covp(aX + Y, aX + BY)
= o? Varp(X) +2a8 Covp(X,Y) +4% Varp(Y)
=1 =0 =1
=a’ + [ (462)
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Im Fall (o, B) # (0,0) bedeutet das:
1p(X, Z) = a - (463)

VI-(@24+5%) a2+ 57

Fiir beliebige Zufallsvariablen X1, ..., X,, € £L}(Q, A, P), ohne jede Annahme iiber Abhiingigkeiten,

wissen wir:

Ep[Xi+ ...+ X, = Ep[Xa] + ...+ Ep[X,]. (464)

Falls die Xi,...,X,, jedoch unabhingig oder wenigstens unkorreliert sind und endliche
Varianzen besitzen, gilt mehr:

Satz 2.89 (Additivitit der Varianz unabhingiger Zufallsvariablen)
Es seien Xy, ..., X, € L(Q, A, P) unabhdngige Zufallsvariablen, oder wenigstens unkor- Wichtig!
relierte Zufallsvariablen, d.h. Covp(X;, X;) =0 fir i,5 € [n] mit i # j. Dann gilt

Varp (i Xk) = iVarp(Xk). (465)

Beweis: Die vorausgesetzte Unabhéngigkeit impliziert die Unkorreliertheit. Wir rechnen:

Varp (Z Xk> = COVP (Z Xk, ZXZ> = ZZCOVP (Xk,Xl) . (466)

k=1 =1
Nun gilt

Varp(Xy) fir k=1,

0 fiir & # 1. (467)

COVP(Xk, Xl) = {

In der Doppelsumme bleiben also nur die Diagonalterme iibrig, und es folgt die Behaup-

tung (465).
O

Beispiel: Es seien X7, ..., X, i.i.d. pd; + (1 — p)dp-verteilte Zufallsvariablen, wobei 0 <
p < 1. Dann ist

S=> X (468)
k=1
binomial(n, p)-verteilt. Es folgt:
B[S] =) E[Xi] =np, (469)
k=1 t;_/
Var(S) = ZVar(Xk) =np(l —p). (470)
P —pap)



Die Binomialverteilung mit den Parametern n und p besitzt den Erwartungswert np,
die Varianz np(1 — p) und die Standardabweichung /np(1 — p).

Man beachte, dass der Erwartungswert np fiir n — oo proportional zu n wéchst, die Stan-
dardabweichung /np(1 — p) jedoch nur proportional zu y/n, also viel langsamer.
2.12.1 Momente und momentenerzeugende Funktion

Definition 2.90 (Momente und momentenerzeugende Funktion) FEs sei X eine
Zufallsvariable iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) und m € N. Wir nennen
die Erwartung Ep[X™], falls sie existiert, das m-te Moment von X, und die Erwartung
Ep[(X — Ep[X])™], falls sie existiert, das m-te zentrierte Moment. Weiter bezeichne

LA P):={X:(2,A4) = (R,B(R)) Zufallsvariable]| Ep[|X|"] < oo} (471)

den Raum aller Zufallsvariablen iber (2, A, P) mit endlichem m-ten Moment.@ Wair nen-
nen die Abbildung

Lx:R—[0,4+00], Lx(s):= Eple*™] (472)
die momentenerzeugende Funktion oder auch die Laplacetransformierte von X.
Ausblick. Obwohl wir in dieser Vorlesung nur mit der Laplacetransformierten im Reel-

len arbeiten, spielt ihre Erweiterung auf komplexe Argumente s € C ebenfalls eine wichtige
Rolle: Fiir komplexwertige Zufallsvariablen Z : 2 — C definiert man die Erwartung sof*]

wann immer diese Erwartungen endlich sind. Damit definiert man fiir s € C:
Lx(s) := Ep[e**] = Ep[e®**) X [cos((Im ) X) + 4 sin((Im 5) X)]], (474)

wann immer diese Erwartung definiert ist. Man nennt Ly (s) die Fourier-Laplace- Transformierte
der Zufallsvariablen X an der Stelle s. Die Einschriankung der Fourier-Laplace-Transformierten
auf die reelle Achse ist die Laplacetransformierte; die Einschrinkung auf die imaginére
Achse

Lx(it) = Ep[e™], t€R, (475)

heifit die Fouriertransformierte von X an der Stelle t € R. Sie ist stets fiir alle t € R
definiert.

Der Name “momentenerzeugende Funktion” findet seine Rechtfertigung im folgenden
Satz:

29Djieser Raum wird auch analog fiir m € R mit m > 1 definiert. Fiir m = 2 ist es der uns schon
bekannte Raum £2 der Zufallsvariablen mit endlicher Varianz.
30Hier bezeichnet i € C die imaginire Einheit: i = —1.

100



Satz 2.91 (Wie die momentenerzeugende Funktion die Momente erzeugt) Es sei
X eine Zufallsvariable dber (2, A, P) und U C R offen. Es gelte Lx(s) < oo fiir alle
s € U. Dann ist die Laplacetransformierte Lx auf U beliebig oft differenzierbar, und es

gilt fiir allem e N, s € U:

dm
o br [e*X] = Ep[X™e*X]. (476)

Besonders interessant ist das im Fall s =0 € U: Hier gilt:

LY(0) = Ep[X™]. (477)

Der Beweis besteht in einer Rechtfertigung der folgenden Vertauschbarkeit von Ableitung
und Erwartung:

dm am
——Eple*X] = Ep | =—e*¥ (478)
dsm Js™

N——

=X mesX

Hierzu verwenden wir den folgenden Satz aus der Mafitheorie:

Satz 2.92 (Satz von Lebesgue von der Vertauschbarkeit von Integral und Ab-
leitung) FEs sei (2, A, n) ein Maffraum, V- C R eine offene Menge, f : Q@ x V — R
messbar im ersten Argument und differenzierbar im zweiten Argument, d.h.

Vse Vi f(-,s) : Q@ — R sei messbar, (479)
Vwe Q: f(w,-): V — R sei differenzierbar. (480)

Es gelte
VseV: f(-,s) € LY A, p), (481)

und es existiere eine “integrierbare Magjorante” g € LY(, A, p):

0
Cl=J <g.
VseV ‘asf(,s) <y (482)
Dann ist die Abbildung
V5o / Flw, ) p(dw) (483)
Q
differenzierbar, und es gilt
o [ tsute) = [ 2 pws ue) (154)
s ). w, 8) p(dw) = D5 w, ) p(dw).
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Um die Formel (478]) zu beweisen, brauchen wir fiir jedes s € U und m € N also nur eine
offene Umgebung V' C U von s und eine Zufallsvariable g € £'(Q, A, i) zu finden, so dafl
gilt:

VieV: | Xme¥ | <y (485)

877L
=g et X

Das folgt so: Es sei € > 0 so klein, dass [s —2¢, s+2¢] C U gilt. Wir setzen V :=|s—¢, s+€].
Dann folgt fiir alle t € V:

’XmetX‘ _ ’Xm|€(tfs)X€sX

ﬁ! |€X|m . ee\X|€sX
em ml

0 k
m! |€X| €| X| sX
— E — e
emn k!

k=0

:eE|X|

IN

(wegen [(t — 5)X| < [eX])

IN

m!
_62E|X\63X
Em

m!

IN

[e(s—Qe)X + e(S—QE)X]
em

=geL'(QAP) (wg sEt2eel) (486)

Man beachte, dass die Majorante g nicht von der Wahl von ¢ € V' abhéngt.
OJ

Ubung 2.93 (Varianz und log-Laplacetransformierte) Es sei X eine reellwertige
Zufallsvariable, deren Laplacetransformierte Lx in einer Umgebung von 0 endlich sei.
Weiter sei ' = log Lx der Logarithmus davon; er wird auch log-Laplacetransformierte
genannt. Zeigen Sie:

F"(0) = Var(X). (487)
Beispiele:

1. Die Laplacetransformierte einer Poisson(\)-verteilten Zufallsvariablen X lautet:

Lx(s) :ZeSkP[X =k] = ZeSke’Aﬁ
k=0 k=0 '

- . (68)\)k s
=) oo =ep(-A+e), sER. (488)
k=0 ’
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Es folgt

und daher

Alternativ erhélt man die gleiche Varianz aus der log-Lapacetransformierten:

L' (s) = e Xexp(—A + e°N),
L (s) = [e"A+ (e°A)] exp(=A + €*)),

Ep[X] = Lx(0) = A,
Ep[X*] = L (0) = A+ X°,
Varp(X) = Ep[X?] — Ep[X]* = \.

log Lx(s) = =X+ e,
(log Lx)"(s) = €°\,
Varp(X) = (log Lx)"(0) = .

. Sind X und Y wunabhdingige Zufallsvariablen, so gilt fiir alle s € R:

Beweis:

Lxyy(s) = Lx(s) - Ly(s)

= Ep[e**|Eple®] (da e*¥, e*¥ unabhingig)

Analog gilt:

. Sind Xl, ..

also

Ly x,.(s) = H L, (s) fiir unabhéngige X7, ... X,
k=1

(489)
(490)

(491)
(492)
(493)

(494)
(495)
(496)

(497)

(498)

(499)

., X, 14.d. pdy+(1—p)dg—verteilte Zufallsvariablen, also S, = X;+...+X,
binomial(n, p)-verteilt, so gilt fiir k € [n]:

Ly, (t) =pet + (1 — p)e® = pe' + 1 — p,
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Insbesondere gilt fiir n > 2:

L, (t) = npet(pet +1—p) (502)
E[S,] = L, (0) = np, (503)
Ly, (t) = npe' (pe' +1—p)" " +n(n — Dp*e*(pe' +1—-p)" 2, (504)
E[SZ] = np +n(n — 1)p?, (505)
und daher
Var(S,) = E[Sp] — E[S.]* = np +n(n — 1)p* — (np)* =np(1 —p),  (506)

wie uns aus Formel (470]) auch schon bekannt ist.

Alternativ erhalten wir mit der log-Laplacetransformierten das gleiche Ergebnis:

log Lg, (t) = nlog(pe’ +1 — p), (507)

(o8 L, () = =, (509
nipy = P +1—p) —pet-pet _ pe'(1l—p)

(log L. )"(£) = (pe! +1 —p)? ~(pet +1—p)?’ (509

Var(S,) = (log Ls, )'(0) = np(1 — p). (510)

2.12.2 Erwartung von Indikatorfunktionen und allgemeine Tschebyscheff-
Ungleichung

Es seien (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A ein Ereignis. Die einfache
Gleichung

P(A) = Ep[14 (511)

hat erstaunliche Konsequenzen, von denen wir zwei jetzt besprechen:

Das Inklusions-Exklusions-Prinzip

Satz 2.94 (Inklusions-Exklusions-Prinzip) Es seien Ay, ..., A, € A Ereignisse, wo-
ber n € N. Dann gilt:

P(AjU...UA,) =Y (-1P'p (ﬂ Az) (512)
]

EC[n icE
E£0

Das ist eine Verallgemeinerung der bekannten Formeln
P(A1U Ay) =P(A1) + P(Az) — P(A1 N Ay), (513)
P(Ay U AU A3) =P(Ay) + P(As) + P(A3)
— P(A1NAy) — P(Ay N A3) — P(A1 N A3)
+ P(A;1 N Ay N Ajg). (514)
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Beweis des Inklusions-Exklusions-Prinzips: Wir rechnen:

UAZ- =1-P UA
i€[n]

i€[n]

C

=1-P| ()4
i€[n]
=1-Ep | ] 14| (515)

Das Argument der letzten Erwartung formen wir so um:

H1Ac:H 1—14)

i€[n] i€[n]

Z H —14,) (mit dem Distributivgesetz)

EC[n] i€E
Eg[n] i€k
E#0

=1-> (=11 4, (516)

ECn]
40

Eingesetzt in (515)) folgt:

PlJA)=1-Ep|1= > (-1)F1n_ 4

i€[n] EC|n]
E#0
= D (-DFEp [1n 4]
EC|n]
E£0
= > (-pFp (ﬂ Ai) : (517)
EC[n) icE
E£0

wie zu beweisen war.
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Die allgemeine Tschebyscheff-Ungleichung

Lemma 2.95 (allgemeine Tschebyscheff-Ungleichung) Es seien (2, A, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, A € A ein Ereignis, X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable, und

c > 0 eine nichtnegative reelle Zahl. Es gelte
X(w) > ¢ fir alle w € A.
Dann folgt:
Ep[X] > cP(A).
Beweis: Nach Voraussetzung gilt
X >cly.
Nehmen wir die Erwartung hiervon, folgt die Behauptung:

Ep[X] > Eplcla] = cEp[14] = cP(A).

Trotz ihrer Einfachheit hat diese Ungleichung erstaunliche Anwendungen:

(518)

(519)

(520)

(521)
0

Satz 2.96 (Exponentielle Tschebyscheff-Ungleichung) Es sei X eine reellwertige
Zufallsvariable iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (S, A, P). Dann gilt fir alle s > 0

und a € R:

Eple®™*] > e**P[X > a]

und daher:

P[X > d] < inf(e **Eple*™])

s>0

(522)

(523)

Beweis: Die erste Version ((522)) der exponentiellen Tschebyscheff-Ungleichung folgt aus

der allgemeinen Tschebyscheff-Ungleichung angewandt auf die Ungleichung
X > 1 xa).
Diese Ungleichung sieht man so: Gegeben w € €2, unterscheiden wir zwei Félle:
o Ist X(w) < a, so gilt

€SX(w) >0= €Sa]_{XZa}(W).

o Ist X(w) > a, so gilt wegen s > 0 die Ungleichung s X (w) > sa und daher

S X @) > gsa e 1ix>a}(w).
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Dividieren wir Ungleichung (522]) durch e** > 0 und bilden wir das Infimum tiber s > 0,
folgt auch die zweite Version ((523) der Ungleichung.

0

Korollar 2.97 (Exponentielle Tschebyscheff-Ungleichung — Version fiir Abwei-
chungen nach unten) Fir alle reellwertigen Zufallsvariablen X auf (22, A, P) und alle
a € R gilt:

P[X < a] < inf(e **Ep[e*X]) (527)

s<0

Ubung 2.98 Beweisen Sie die Ungleichung (527)).

Beispiel: Grofle Abweichungen fiir binomialverteilte Zufallsvariablen. Sind (Y} );en
i.i.d. pdy + (1 — p)dg-verteilte Zufallsvariablen mit einem Parameter 0 < p < 1, so ist fiir
n € N die Zufallsvariable

X, = Z Y, (528)
k=1

binomial(n, p)-verteilt. Nun sei eine Zahl a € R mit p < a < 1 gegeben. Dann gilt:

binomial(n, p)([na, 0o|) = P[X,, > nal
< ig(f) e " Eple’*"]  (mit der exp. Tschebyscheff-Ungl.)
< ;gg e (pe®*+1—p)" (mit Formel (501]))
= igg exp{n[—sa + log(pe® + 1 — p)|} (529)

=:H(s)

Wir optimieren nun iiber s > 0. Hierzu bilden wir die Ableitung;:

s

0 pe
H'(s) = —[— 1 S4+1— = — _—
(5) = g5 l=sa +logpe’ + 1= p)] = —a + —— T —
1—-p _, -t
=—a+ |1+ —¢ , (530)
p
ﬂefs

H'"(s) = P > 0. (531)
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Insbesondere ist H eine konvexe Funktion. Um das Minimum zu finden, 16sen wir die
Gleichung H'(s) = 0: Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

-1
H(s)=0 <« —a+(1+—p6_s> ~0 (532)
p
1 1
o 14—z (533)
P a
1 1 -
e (534)
D a a
1—p a
o s=log(—2 . 535
s=tog () (535)

a =

Wegen 1 > a > p > 0 ist % > 1 und % > 1, also s > 0 fiir den optimalen Wert s aus
Gleichung (535)). Eingesetzt erhalten wir an diesem Optimum:

1
pes+1—p=(1—p)%+1—p= : (536)
und daher den Wert des Optimums

h(a,p) == H(s) = —sa + log(pe® + (1 — p))

p l—a 1—p
=al — 1
aog(l_p , >+og(1_a) (537)
=alog=+ (1 —a)log :Z (538)
Es gilt wegen
logz <z — 1 fiir z € RY\ {1} (539)

108



die Ungleichung]

1—
h(a,p) = alog]—? +(1 —a)log . P
a —a

<£—1 <1—P71

=0. (544)
Damit ist gezeigt:

Satz 2.99 (Grofle Abweichungen fiir die Binomialverteilung — obere Schranke)
Gegeben 0 < p < a < 1 und n € N, sei X,, eine binomial(n, p)-verteilte Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann gilt:

P[X, > na] < eMap) (545)

mit der ‘relativen Entropie”:

h(a,p):alog£+(1—a)log1_p<O (546)
a J—
Insbesondere gilt
Xn n—oo .
P |— >a| — 0 exponentiell schnell. (547)
n
3'Man nennt die GroBe
h(a,p) = alogg + (1 —a)log 1 :p (540)

auch die relative Entropie der Verteilung pu = ady 4+ (1 — a)dp beziiglich der Verteilung v = pd1 + (1 —p)dp.
Sie wird allgemeiner durch

h(p,v) = E, [1og ZZ] (541)

definiert. Relative Entropien spielen nicht nur in der Theorie grofler Abweichungen eine wichtige Rolle,
von der wir hier einen ersten Eindruck bekommen, sondern auch in der mathematischen Statistik, in der
Informationstheorie und in der statistischen Physik. Auch allgemeiner gilt

h(p,v) <0 (542)
wegen
W, v) = B, [log Zﬂ <E, [j: _ 1} — B 1] — B[1] = 0. (543)

Gleichheit h(u, ) = 0 tritt dabei nur im Fall g = v auf.
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Interpretation: Interpretieren wir X, /n als die relative Haufigkeit der “1” in einer i.i.d.
Miinzwurfsequenz mit Wahrscheinlichkeit p fiir “1”7, so gilt p = Ep[X,,/n]. Die Wahr-
scheinlichkeit, eine “grofie Abweichung” X, /n > a der relativen Haufigkeit zu sehen,
wobei a > p , ist also exponentiell klein in der Anzahl n der Miinzwiirfe.

Ubung 2.100 Beweisen Sie die folgende Variante des Satzes : Gegeben 0 < a <p <
1 und n € N, sei X,, eine binomial(n, p)-verteilte Zufallsvariable auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P). Dann gilt

P 0. (548)

PIX, <na <™ mit h(a,p) = alog® +(1—a)log -
a
Sie konnen dazu zum Beispiel “0” und “17 in Minzwurfsequenzen vertauschen.

Numerisches Beispiel fiir den fairen Miinzwurf, p = %, a=0,6=060%:

h:= h(a,p) = —0.020... (549)
Wir erhalten:
P[X 190 > 60] < €' =13,35... %, (550)
P[X1000 > 600] < &' =179, ...107, (551)
P[Xi0000 > 6000] < €' =3,5....107%, (552)

Es ist also “praktisch unméglich”, bei 10000 fairen Miinzwiirfen eine relative Haufigkeit
der “1” von mindestens 60% zu beobachten 3

Die Markoff-Ungleichung Andere Anwendungen der allgemeinen Tschebyscheff-Un-
gleichung erhélt man, wenn man statt der Exponentialfunktion Potenzfunktionen verwen-
det:

Satz 2.101 (Markoff-Ungleichung) FEs sei X eine Zufallsvariable iber (2, A, P). Wei-
ter seien m > 0 und a > 0 zwei positive Zahlen. Dann gilt:

P[|X| = a] < a ™Ep[|X]"] (553)

32Um die extreme Kleinheit der Wahrscheinlichkeit P[X10000 > 6000] zu veranschaulichen, stelle man
sich vor, dass alle Supercomputer, die es heute gibt oder es bis heute gegeben hat, in jeder Mikrose-
kunde ihrer gesamten Betriebszeit 10000 faire Miinzwiirfe simulieren und die relative Haufigkeit der “1”
darin berechnen. Auch dann wiirde man mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit in keiner der
Simulationen eine relative Hiufigkeit der 1 von mindestens 60% gesehen haben. Das illustriert, dass die
Stochastik auch schon bei moderat groflem Stichprobenumfang manchmal sehr scharfe Prognosen machen
kann, die praktisch nicht mehr von “sicheren” Prognosen zu unterscheiden sind. In der Philosophie der
Minimalinterpretation von Wahrscheinlichkeiten (Seite [19|in Abschnitt gesprochen, wird die “Re-
chengrofie” p = %, die zunéchst nur “Unsicherheit” bedeutet, durch 10000-fache i.i.d. Wiederholung des
Zufallsexperiments in eine “an Sicherheit grenzende Wahrscheinlichkeit” > 1—3,5...-10~88 transformiert.
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Beweis: Es gilt
aml{pqzd} < |X|™. (554)
In der Tat: Fiir w € Q unterscheiden wir zwei Falle:

e Falls | X (w)| > a gilt

a1 x|za}(w) = a™ < | X|™. (555)
e Falls | X (w)| < a gilt
a"L{x[zay(w) = 0 < [X]™. (556)
Erwartungswertbildung liefert
@™ P{LX| > a] = Epla™Lxiay] < Ep[I X", (557)

Dividieren wir diese Ungleichung durch a™, folgt die behauptete Markoff-Ungleichung
(553)).
OJ

Spezialfille:

1. m = 1. In diesem Fall lautet die Markov-Ungleichung;:

PlIX| > d] < w (558)

2. m=2:

Korollar 2.102 (quadratische Tschebyscheff-Ungleichung) Fir alle X €
LY, A, P) und a > 0 gilt:

Varp(X)

P(X - BplX] 2 o < 5

(559)

Beweis: Das ist der Spezialfall m = 2 der Markoff-Ungleichung, angewandt auf
Y = X — Ep[X]. Wegen seiner hohen Bedeutung schreiben wir hier noch einmal
den Beweis fiir diesen Spezialfall auf, obwohl es redundant ist:

a21{|y|2a} S Y2 (560)
= a’Ep[|Y| > a] < Ep[Y?] = Varp(X). (561)
O
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Numerischer Vergleich beim fairen Miinzwurf:
Schranke nach quadratischer Tschebyscheff-Ungleichung:

Sn ‘26} < pl-p)

pll2n
{n P ne

Schranke nach exponentieller Tschebyscheff-Ungleichung:

Shn
P[22 1] = < exvtunto + )+ expianto - .,
wobei
p J—
h(g,p) = qlog’ + (1—q)log-—
Ezxakt:
Sh, “ (n o
P [ n _p‘ = 6} =D <k>pk(1 = )" kg
k=0
Numerisches Beispiel: p = %, €= %:
’ n ‘ quadratisch ‘ exponentiell ‘ exakt ‘
10 | 2.5 1.63524 . .. 0.753906. . .
100 | 0.25 0.267027. .. 0.0568879. ..
1000 | 0.025 3.59988...-107° | 2.72846...-1071°
10000 | 0.0025 7.13848...-107% | 1.74043...-10~%

Es fillt auf, dass hier die Schranke nach der exponentiellen Tschebyscheff-Ungleichung
die richtige Groflenordnung liefert, wihrend die quadratische Tschebyscheff-Ungleichung
hier oft um viele Gréfenordnungen grober ist.

2.13 Gesetze der groflen Zahlen
2.13.1 Das schwache Gesetz der groflen Zahlen

Es seien X1, X5, X3, ... i.i.d. Zufallsvariablen {iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit endlicher Erwartung Ep[X;]. Informal gesprochen erwartet man, dass der Mittelwert

_ 1 <&
X, = — § X, (562)
n
k=1

2

fiir “grofie” n “typischerweise” “nahe’ bei dem Erwartungswert Ep[X;] liegt.

Beispiel: Wiirfeln wir n-mal mit einem fairen Spielwiirfel, so liegt die Augensumme fiir
“grofle” n “typischerweise” “nahe” bei 3,5.

Wir fassen das formaler:
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Definition 2.103 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) FEine Folge Y,,, n € N, von
Zufallsvariablen iber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) konvergiert in Wahrschein-
lichkeit, synonym konvergiert stochastisch gegen a € R, in Zeichen Y, TH?o)o a, wenn gilt: Wichtig!

Ve>0: P[|Y,—a|>¢ =30 (563)

Analog wird die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit definiert, wenn die Zufallsvariablen Y,
auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitraumen (€2,,, A, P,) definiert sind; es wird dann nur

P, statt P in Formel (563]) verwendet.
Mit dieser Definition zeigen wir:

Satz 2.104 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Es seien (X, )nen i.1.d. Zufallsvariablen in L2(Q, A, P). Dann gilt fiir den Mittelwert
X, definiert in Formel ((562]):

X, "%%" Ep[X|] (564)

Wichtig!

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Wir kiirzen ab:

a = Ep[Xl] = Ep[Xk] fur alle k € N, (565)
also auch
1 n
0= > Ep[Xy] fiiralle n € N. (566)
k=1

Es folgt fiir alle n € N:

— 1 &
Varp(Xn) :Varp <E ZXk>

==Y Varp(X;) (da(Xp)iid)

=nVarp(X1)

_ %Varp (X)) (567)
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und daher mit der quadratischen Tschebyscheffungleichung (Korollar [2.102)):

= 6_2 Varp(yn)
1 N n >
= —— Varp(X1) =3 0. (568)
en
Das bedeutet X, 7H—O>OP a.
O

Bemerkung: Wir kénnen die Voraussetzungen des Satzes so abschwéchen: Man kann die
Voraussetzung, dass die X}, i.i.d. sind, ersetzen durch

Ep[Xk] = a, (/{3 c N) (569)
Varp(X;) = 0*, (k €N) (570)
Covp(Xy, X)) =0 fiir k,l € Nmit k # 1 (571)

mit einer Zahl 0 > 0. Auch in diesem Fall gilt niimlich

k=1
1 < 1 = 1 < o’
Varp ﬁ ZXk = EZZCOVP(X]C’XZ) = ﬁ Z\/arp (Xk) = g, (573)
k=1 k=1 I=1 k=1

und der Beweis funktioniert ebenso.

Korollar 2.105 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir relative Hiufigkeiten)
Es seien (Ap)nen unabhingige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(A,) = p fir
allen € N, so gilt:

L qm,  nooo
1301 P, (574)
relative Hiufigkeit — Wahrscheinlichkeit (575)

Das ist der Spezialfall X,, =14, des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen.
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Vergleich des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen mit Interpretationen des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs:

e Das schwache Gesetz der groflen Zahlen kann als innermathematisches Analogon der
objektivistischen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten mit relativen Haufigkeiten
aufgefasst werden, siehe Abschnitt [I] auf Seite [I6f. Anders als die objektivistische
Interpretation, die ein Bindeglied zwischen der Theorie und den Anwendungen lie-
fert, ein Bestandteil der stochastischen Modellbildung ist, und auch nicht beweisen
wird, ist das schwache Gesetz der groflen Zahlen ein mathematisches Theorem, das
wie jedes Theorem einen Beweis besitzt.

e Transformation beliebiger Wahrscheinlichkeiten in “an Sicherheit gren-
zende Wahrscheinlichkeiten”: Das schwache Gesetz der grofien Zahlen bildet
auch ein Fundament fiir die Minimalinterpretation von Wahrscheinlichkeiten (siehe
Seite [19/in Abschnitt : Es erlaubt, eine beliebige Wahrscheinlichkeit

P(Ax) = p, (576)

die nicht notwendig nahe bei 0 oder nahe bei 1 liegen muss und daher im Sinne
der Minimalinterpretation nur Unsicherheit oder nur eine Rechengrosse bedeutet,
in Wahrscheinlichkeiten nahe bei 1 zu transformieren:

1 n
5;1Ak_p

Im Sinne der Minimalinterpretation bedeutet das:

Mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeit wird bei unabhdingiger n-facher
Wiederholung des Zufallsexperiments die beobachtete relative Haufigkeit eines Ereig-
nisses nahe (genauver gesagt: niher als €) an der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
liegen, wenn die Anzahl n der Versuche grofs ist.

P

< 6] iy fiir alle € > 0. (577)

2.13.2 Das starke Gesetz der grofien Zahlen

Es seien (A, )nen unabhéngige Ereignisse iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)
mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(A,) = p €]0, 1] fiir alle n € N. Aus der quadratischen
Tschebyscheff-Ungleichung im Beweis des schwachen Gesetzes der gorflien Zahl wissen wir
fiir alle € > 0:

1 1-— 1
S V&I‘P( Al) — p( p) . (578)
ne2 €2 n

P > €

1 n
ﬁ;lAk_p

Diese obere Schranke konvergiert zwar fiir n — oo gegen 0, aber nur langsam, proportional
zu 1/n.
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Aus der exponentiellen Tschebyscheff-Ungleichung wissen wir ndmlich fiir € > 0 mit 0 <
pte<l:

1 ]
Pl= —p> nh(p+e,p)
nZuk p>e| <e , (579)
k=1 ]
1 n
P |- Z lg, —p < —¢| < e"MP=ep) it (580)
"= ]
hptep) = (pt )log—L— + (1— (p+e)log ——L <0, (581)
’ pEe 1—(pte)
siche Formeln (545)) und (546[). Setzen wir
a = min{—h(p+€p), —h(p — €,p)} > 0, (582)
so folgt
1 n
P ‘—Z 14, —p| > e] < 2e7om, (583)
n
k=1

was exponentiell schnell fiir n — oo abfillt, also viel schneller also die nur proportio-
nal zu 1/n abfallende Schranke (578)) aus der quadratischen Tschebyscheff-Ungleichung.
Insbesondere folgt aus der Schranke (83) mit der geometrischen Reihe:

)OVAIED D"
k=1

neN

wihrend die Schranke (578 aus der quadratischen Tschebyscheff-Ungleichung wegen der
Divergenz der harmonischen Reihe, > n~! = oo, nicht ausreicht, dies zu zeigen. Mit
dem néchsten Lemma bekommt die Konvergenz der Reihe (584]) eine besondere Bedeu-

tung. Zu seiner Formulierung definieren wir:

l—e @

> e] <2y e = 27 o, (584)

neN

Definition 2.106 (lim inf und lim sup fiir Ereignisse) Es sei(B,,)nen eine Folge von
Mengen. Wir definieren

limsup B,, := {B,, tritt fir unendlich viele n ein}
n— o0

={weQ: YmeNIn>m: weB,}

= U B. (585)

meNn>m

und

liminf B,, := {B, tritt fir n — oo schlieflich ein}

n—o0

={weQ: ImeNVn>m: we B,}

=J B« (586)

meNn>m
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Die Bezeichnungen lim inf, lim sup kommen von den folgenden Gleichungen:

Liimsup, .. B, = limsuplp,, (587)
n—oo

Liminf, o B, = liminf1p . (588)
n—oo

Es gilt

(hinj:jp Bn>c = (ﬂ U Bn> = U (U Bn> U ﬂ By = hgggolch. (589)

meNn>m meN \n>m meNn>m

Lemma 2.107 (erstes Lemma von Borel-Cantelli)

mait

neN

Dann gilt

n—o0

Mit anderen Worten: P-fast sicher tritt das Ereignis B, nur fir endlich viele n ein.

Es sei (By,)nen eine Folge von Ereignissen in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P)

Y P(B,) < . (590)

P (lim sup Bn) =0. (591)

Beweis: Fiir alle m € N gilt:

k
P <U Bn> = lim P <U Bn) (mit der o-Stetigkeit von P von unten)

k—o0
n>m

k
Skli_{rolozp ZP B,) =% 0 (592)

wegen der Voraussetzung (590)). Damit folgt auch

n>m

Weil die Folge (|

(U B > ety (593)

n>m B,,)men monoton féllt, folgt mit der o-Stetigkeit von P von oben”

P (liinﬁs;ip Bn) =P (ﬂ U Bn> = lim P (U Bn> = 0. (594)

meNn>m n>m
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Bemerkung: Es gibt eine “Umkehrung” des 1. Borel-Cantelli-Lemmas fiir unabhéngige
Ereignisse, das “2. Borel-Cantelli-Lemma. Wir behandeln es erst in der Vorlesung “Wahr-
scheinlichkeitstheorie”.

Als eine Folgerung des erten Borel-Cantelli-Lemmas erhalten wir:

Satz 2.108 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir relative Hiufigkeiten)
FEs sei (Ap)nen €ine Folge unabhdngiger Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(A,) = p fir alle n € N. Dann gilt:

I, oo .
— E la, = p  P-fast sicher, (595)
n

k=1

d.h.

P({weﬁ:%ilflk(w)wp}> =1 (596)

Man kann diese Version des Gesetzes der groflen Zahlen als ein innermathematisches Ana-
logon der von-Mises-Interpretation von Wahrscheinlichkeiten, siche Seite [17], auffassen:

relative Haufigkeit bei n unabhéngigen Wiederholungen b f7H—O>Oh Wahrscheinlichkeit p.
-fast sicher

Beweis des Satzes: Die Fille p = 0 und p = 1 sind trivial. Wir nehmen also 0 < p < 1
an. Wir definieren fiir alle € > 0 das Ereignis
B, := limsup { > e}

1 n
n—00 n 1
— { > ¢ fiir unendlich viele n € N } (597)

1 zn: 1
n Ay p
Aus Formel ([584)) wissen wir:

k=1
Z P

1 n
|— E 1a, —p
n

neN k=1

Das 1. Borel-Cantelli-Lemma, Lemma [2.107] liefert hiermit:

> e] < 0. (598)

P(B.) =0 (599)

fiir alle € > 0. Da die Menge Q" aller positiven rationalen Zahlen abzihlbar ist, folgt:

Pl ] B]=0 (600)

ecQt
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also

1 n
P-fast sicher: Ve > 0,e € Q 3m e NVn > m : ‘—ZlAk —p| <e, (601)
n
k=1
anders gesagt:
I, nox .
— Z 14, — p P-fast sicher. (602)
=
O

Wir besprechen jetzt eine Verallgemeinerung des starken Gesetzes der grofien Zahlen auf
Zufallsvariablen:

Satz 2.109 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir Zufallsvariablen mit ex-
ponentiellem Abfall)

Es seien (Xp)nen i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Es existiere o > 0 mit

Ep[e¥1] < oo (603)
Dann gilt
1y o
— E X, =3 Ep[X1] P-fast sicher, (604)
n
k=1

anders gesagt

P ({w €Q: %i){k(w) ey EP[XI]}> =1 (605)

Bemerkung: Die Voraussetzung (603) kann zu

Ep[X1] < o0, (606)

also zu X; € £1(Q, A, P) abgeschwicht werden. Diese Variante des starken Gesetzes der
groflen Zahlen wird allerdings erst in der Vorlesung “Wahrscheinlichkeitstheorie” disku-
tiert.

Beweis des Satzes [2.109; Die Voraussetzung (603]) impliziert fiir alle s € [—a, a]:

Lx,(s) = Eple’®] < Ep[e®™] < 0o wegen 3%t < e, (607)

Also ist die Laplacetransformierte Ly, in einer offenen Umgebung von 0 endlich und daher
dort beliebig oft differenzierbar mit

L, (0) = Ep[Xi] =: p. (608)
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Fir 0 < s < o und € > 0 schitzen wir ab:

1 n
P |- X >

=P ZXk > n(p+e€)

LEk=1

<e WIS EL lexp < Z X k)] (mit der exp. Tschebyscheff-Ungl. (522))
n(ute)s HE [e3Xk] = e+ Ly (s)  (da (Xy)y 1id.)

— (6 (p+e) SLXl (S)>”,

(609)

wobei wir die Faltungseigenschaft (499)) der Laplacetransformierten verwendet haben. Nun

gilt:
d
& (s,
dSe X1 (S) o
= (—(p+e)e WLy, (s) + e WLy (9))| _,
(a9t p (wegen Ly, (0) = 1, L, (0) = p)
= —¢
und

67(‘“+6)SLX1 (8)‘320 = LX1 (0) = 1.

Unter Verwendung der Definition der Ableitung

a G0y (s) — 1
0> _6—(M+6)SLXl(S) — lim (& X1 (5)
ds g =0 s

schlieBen wir fiir alle s €]0, [, die nahe genug bei 0 sind, die Ungleichungskette
0<e WLy (s) < 1.
Wir fixieren solch ein s und setzen hierfiir

€:=e WLy (s) €]0,1].

Damit konvergiert die folgende geometrische Reihe:

Zé” < 00.

neN
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Damit ist insgesamt gezeigt:

Yopr

neN

<) <o (616)

neN

1 n
— E Xp>pn+e
n

=1

Mit dem ersten Borel-Cantelli-Lemma, Lemma [2.107], schliefen wir

1 n
P-fast sicher: — g Xk < p+ € fiir alle bis auf endlich viele n € N. (617)
n
k=1

Ganz analog, z.B. indem wir — X, statt X, betrachten, folgt

1 n
P-fast sicher: — E X > p — € fiir alle bis auf endlich viele n € N. (618)
n
k=1

Weil das fiir alle € > 0 und daher insbesondere fiir alle (abzdhlbar vielen) e € QT gilt,
folgt:

1~ nooo
P-fast sicher: —» ~ X, "3 . (619)
n
k=1

2.14 Der zentrale Grenzwertsatz

In Anwendungen sind Messfehler oder zufillige Schwankungen von Messgrofien oft un-
gefdhr normalverteilt. In diesem Abschnitt besprechen wir den mathematischen Grund
fiir diese “Universalitdt” der Normalverteilung.

Wir betrachten zunéchst eine Folge (X,,),en von binomialverteilten Zufallsvariablen auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), also £p(X,,) = binomial(n, p) mit einem festen
Parameter 0 < p < 1. Es gilt also

Ep[X,] = np, (620)
Varp(X,,) = np(1l — p). (621)
Wir betrachten die Dichte
1 1 (x — np)?
fn, R— Ra fn, x) = €xXp (__— 622
: pl7) 2mnp(1 — p) 2np(1 —p) (622)

der Normalverteilung mit dem gleichen Erwartungswert np und der gleichen Varianz
np(l — p). Fiir groBe n liegt dann die Z#hldichte der Binomialverteilung im folgenden
Sinn nahe an der Dichte der Normalverteilung;:
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Satz 2.110 (Satz von de Moivre-Laplace) Fir alle M > 0 gilt mit der Abkiirzung

kE—

MMy =keN: [——— "2 <y (623)

np(1l —p) I

Wichtig!
der folgende Vergleich der Binomial-Zihldichte mit der Dichte einer Normalverteilung:
PX, =k n—o0
max 'M — 1| =% 0 (624)
keMu () | frp(K)

Anschaulich gesprochen bedeutet das: Fiir groBe n liegt P[X,, = k| nahe bei f, ,(k), so-
lange die “standardisierte Grofie”
k — Ep[X,]
—ernl 625
im kompakten Intervall [—M, M] liegt.

Der Beweis des Satzes|2.110|beruht auf der Stirlingformel, also der folgenden Néherungsformel
fiir m! fiir grofe m € N:

|
T moe, (626)
2rmmtae—m

Wir verwenden die folgende quantitative Version davon; der Beweis davon gehort zur
Analysis:
Fiir alle m € N existiert ein 0,, € R mit

1

0<b,<— 627
12m (627)
und

ml = V2rm™ e el (628)

anders gesagt:

1 1
0 <6, =log(m!) — llog V2 + (m+ 5) logm — m} < Tom (629)
m

Wir erhalten die folgende Nadherungsformel fiir den Binomialkoeffizienten (Z) firn e N
und k € [n—1]:

log (Z) = log(n!) — log(k!) —log((n — k)!)
1 1 1
= —log vV2m + (n—l— 5) logn — (k+ 5) log k — (n— k+ 5) log(n — k) 4+ 60,, — 0, — 0,

1
= —log V2 + §log +nlogn — klogk — (n—k)log(n — k) + 6,, — 0 — 0.

(630)

k(n — k)
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Wir kiirzen ab:

qg:=1—p. (631)

Es folgt:
log P[X,, = k] = log {(Z)pkq”_k}

= log (Z) + klogp+ (n — k) logq

n

k —k
— klog— — (n — k) log +60,—0,—0, (632)

1
= —logV2r + ~log —
2 k np ng

n
(n — k)
Wir analysieren die Terme einzeln: Mit der Definition (623) von M,,(M) schlieflen wir

k k: - \/ ]- n o
max ——1‘: max ‘ Pl < M N VL =20, (633)
keM, (M) | TP keEMn(M) |  np np p/n
—k k — 1 oo
max |~ - 1‘ = max P <M L ) (634)
keEMn(M) | ngq keEMn (M) | ng q\/n
Insbesondere gilt
k 1 n—Fk _ 1
Fiir z > 0 setzen wir
f(z) :==zlogx (636)
und schreiben
k k
klog— =npf (—) , (637)
np np
—k —k
(n —k)log n =nqf (n ) . (638)
ng ng

Um eine Nédherung dafiir zu gewinnen, entwickeln wir die Funktion f um zy = 1 mit der
Taylorformel: Fiir x > 0 gilt

fla)=1+logz, f@) ==, f'x)=-, (639)
fy=0, fF=1 =1 (640

also
fle)y=f1)+ f'(1)(x—-1)+ %(D(x — 1) 4r(x)=(x—1)+ %(1’ —1)* +7(z) (641)
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mit einem Restterm r(z), der die Abschétzung

o — 1P

1 3
Ir(x)| < 5 ax{|f"(&)| | € zwischen 1 und z} = |

|z —1

max{1,27?}  (642)

erfiillt. Insbesondere gilt

|M@|§@—&Pﬁnx2%. (643)

Bs folgt
GG
wf&%)z%—nm+;(h¥? +mw<p) (645)

wobei fiir alle groflen n € N, genauer gesagt fir n > ng(M,p) mit der Schranke aus
Formel ((635]), die folgende Resttermabschitzung gilt:

k
npr <—> ’ <np max
np keMn (M

<np (M f \/_) (mit Schranke (633)))

= MPqzp2n 2 =30 (646)

3

max
keMqy (M)

Ebenso, mit vertauschten Rollen £ <+ n—k und p <+ ¢, erhalten wir die Taylorentwicklung
—k —k 1(n—k ? —k
()= (o) e () () o
ng ng 2 ng ng

_k k — np)? —k
naf (") = -0+ o g (M), (649)

wobei wir (n—k) —ngq = np—k verwendet haben, mit der folgenden Resttermabschétzung
fiir alle groflen n € N:
n—=k

()
nqr <ng max
nq keMn(M)| ngq

3
< ng (M \/_) (mit Schranke ((634]))

3

max -1

ke My, (M)

= M?p2q2n 2 =% 0. (649)
Zusammen erhalten wir
k n—k 1 k — np)®
mﬁ(—)+wf( )Z—@+®( >+wmﬁp)
np n 2
1 (k —np)*
=7 k 650
2 npq + r?(”a 7p> ( )



mit dem Restterm

k —k
ro(n, k,p) := npr (—) + ngr (n ) , (651)
np ng

der die Schranke

ko) < M3(q2p~2 +pig2)n 2 2% 2
penax ra(no ko)l < MA(q2p2 +p2g72)n2 — 0 (652)
erfiillt.

Betrachten wir nun die {ibrigen Terme in der Formel ((632)):

log —— log —— — log +* — log "=
———— =log— —log— —lo
gk(n—k) gn]z)q gnp & ng

1
—: Jog — k 653
o + 13(n, k, p) (653)

wobei der Restterm r3(n, k, p) die folgende Schranke erfiillt:

n—an o

k
kp)| < log —| 4|1 %), 654
kerj\r/ll%:(KM) |r3(n p)| - keI/\n/l%?M) { o8 np‘ + s nq ( )

Im letzten Schritt haben wir nochmal die Schranken (633]) und (634)) verwendet.
Schlieflich gilt

also mit der Fehlerschitzung ((627]) zur Stirlingformel:

1 n—oo

6. < — — 0 657
ke%%w) b= ker/\rfllg}()(M) 12k ’ (657)
1 n—oo
Or_r < — 0. 658
kerf\r/llii(M) k= keﬂff{m 12(n — k) (658)

Setzen wir diese Abschitzungen zusammen mit (650) und (653) in Formel (632) ein:

1 1 1(k— 2
log P[X,, = k] = —log V271 + 3 log i 5( npzp) + r4(n, k, p)
= log fnp(k) + ra(n, k, p) (659)

mit dem Restterm

1
7‘4(7’L, k7p) = 57‘3(71, kvp) - TQ(na kap) + en - ek - en—lm (660)
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der die Fehlerschranke

kj n—oo 1
ponax [ra(n, k,p)| — 0 (661)
erfiillt. Es folgt:
log —L2m — M k 0 662
kMo [ 2 fon (k) ' keMo (M) Ira(n, k. ) ’ (662)
was wir wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion und e® = 1 auch in der Form
P[X, = k] n—o
M = k — 0 663
ker/\I/lli?M) fop(K) ‘ keg\n/l%%{M) Ira(n k) (663)

schreiben kénnen P
OJ

Die folgende Graphik illustriert, dass die Binomialdichte zu den Parametern n = 100 und
p = 0,3 in der Tat nahe an der Dichte der Normalverteilung mit der gleichen Erwartung
np und der gleichen Varianz np(1 — p) liegt:

Binomial-Zaehldichte versus Normaldichte mit gleichen Parametern
0.09 T T T T

008 | ﬂ i

ol |
%f \x
- :

0.02 —

binomial(100,1/3)({k}) versus Normaldichte

0.01 -

33Ein Riickblick auf den Beweis zeigt, dass wir den Satz von de Moivre-Laplace noch etwas verschirfen
konnen, indem wir die feste Schranke M durch eine n-abhéingige Schranke M,, ersetzen, die fiir n — oo
leicht ansteigt: Genauer gesagt brauchen wir nur die Voraussetzung

M3? o
—n 2R, (664)
vn

mit anderen Worten M, = o(n~%) fiir n — oo, siche Formeln (633)), (634) und (652).
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Wozu die Beschrankung im Satz von de Moivre-Laplace auf einen kompakten Bereich
[— M, M| nétig ist, kann man jedoch erst graphisch sehen, wenn die gleichen Daten loga-
rithmisch dargestellt werden, weil “weg vom Zentrum” np die Zahlenwerte fiir P[X,, = k|
und f, ,(k) beide schon sehr nahe bei 0 liegen:

Binomial-Zaehldichte versus Normaldichte (Logarithmisch dargestellt)
1 T T T T

le-05

le-10

le-15

le-20

le-25

1le-30

le-35

binomial(100,1/3)({k}) versus Normaldichte

le-40

le-45 K

1e-50 1 1 1 1

Weg vom Zentrum sieht man hier deutliche relative Abweichungen, die aus den dort
grofern Fehlern der Taylorapproximation stammen, aber in absoluten Wahrscheinlichkei-
ten gesehen dennoch klein sind ]

Korollar 2.111 (Zentraler Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung) Gegeben 0 <
p < 1, seien X,,, n € N, binomialverteilte Zufallsvariablen mit den Parametern n und p
und

X, — Ep[X,)] X, —np

= (665)

%) =)

thre Standardisierung. Weiter sei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann
gilt fiir alle Zahlen a,b € R mit a < b:

Pla < Z, <b "% Pla < Z < 1] (666)

3Vergrobert gesagt: Der “zentrale Grenzwertsatz” gilt nur “im Zentrum” (Fluktuationen auf der Skala
k—mnp = O(y/n)), nicht fiir “groBe Abweichungen” (Fluktuationen auf der Skala k —np ~ O(n)). Der zen-
trale Grenzwertsatz hat also seinen Namen von seinem Giiltigkeitsbereich “im Zentrum der Verteilung”,
im Gegensatz zu “grofien Abweichungen”. Natiirlich kann man das Wort “zentral” auch ganz anders lesen:
Der zentrale Grenzwertsatz ist einer der zentralen Sétze der Stochastik!
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In der letzten Formel kann man das <-Symbol auch durch das <-Symbol ersetzen.
Beweis: Es sei

M = max{|al, |b|}, (667)

< b} < M, (M), (668)

K,={kecN: GSM
np(1 —p)

wobei die Menge M,, in Formel (623)) definiert wurde. Wir setzen

. PIX, =4
G =T (669)
C, := max w (670)

keKn  frp(k)

Insbesondere folgt aus dem Satz [2.110] von de Moivre-Laplace:

Nun gilt:
< @) orer, frp(k)
Pla < Z, <b| = PIX, =k keK, Jnp\N)s 673
| | keZK:n | ]{ > Cy Doker, frp(K) (673)
Wir setzen
Go={ ke K, o] (674)
np(l —p)

Fiir alle n grof genug ist G, eine Zerlegung des Intervalls [a,b] in Stiicke der Léange
(np(1 — p))~2 mit zwei eventuell kiirzeren Randstiicken. Es sei

$(r) = ——e 3" (675)

die Dichte der Standardnormalverteilung. Dann gilt

fon(k) = —— ¢< £ np ) (k € K,) (676)

np(l —p) np(1 —p)

und daher wegen der Konvergenz von Riemannsummen gegen ein Integral:

frp S a— R OTE ) s S E <Z<b (677)
kEZKn ( 1 o wEZG’ / a ]

Zusammen mit den Limiten (671)), (672)) und der Abschétzung (673)) folgt die Behauptung,.
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Wir verallgemeinern nun dieses Korollar wesentlich auf allgemeinere Verteilungen:

Satz 2.112 (Zentraler Grenzwertsatz fiir i.i.d. Zufallsvariablen in £?) Fs
sei (X, )nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen in L£*(Q, A, P) mit positiver Varianz
VaI'p(Xl) > 0,

S, = anxk, (678)
k=1
S, — Ep[S)] S, —nEp[X)]
D= TG oK) (679)

Weiter sei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gilt fiir alle Intervalle
I C R (gleichgiiltig, ob endlich oder unendlich, offen, abgeschlossen oder halboffen):

P|Z,eI|"=%3 P[Z 1. (630)

Der Zentrale Grenzwertsatz macht das hdufige Auftreten der Normalverteilung in Anwen-
dungen fiir zuféllige Schwankungen versténdlich, wenn sich eine solche Schwankung aus
einer Summe von sehr vielen unabhéngigen gleichartigen Beitrigen zusammensetzt.
Beweisidee: Die Idee des hier vorgestellten@ Beweises des Zentralen Grenzwertsatzes
beruht darauf, dass die Summanden X} in der Summe S,, sukzessive durch unabhéngige
normalverteilte Summanden Yj mit der gleichen Erwartung und der gleichen Varianz
ersetzt werden. Die dabei entstehenden Fehler werden mit einer Taylorentwicklung kon-
trolliert, wobei die ersten Terme in der Taylorentwicklung sich wegen E[X)] = E[Y}]
und Var(Xj) = Var(Yy) nicht dndern. Sind schliefllich alle Summanden X} durch nor-
malverteilte Summanden Y}, ersetzt so verwenden wir, dass die Summe der Y, wegen der
Faltungseigenschaft der Normalverteilung, Satz [2.58 wieder normalverteilt ist.

Nun zu den Einzelheiten des Beweises: Wir fithren den Satz[2.112|auf die folgende Variante
zuriick:

Satz 2.113 (Zentraler Grenzwertsatz — Version fiir C3-Testfunktionen) FEs sei f :

R — R eine dreimal stetig differenzierbare beschrinkte Abbildung mit beschrdankten Ab-
leitungen bis zur 3. Stufe, in Zeichen: f € C3(R). Dann gilt mit den Bezeichnungen und
Voraussetzungen von Satz[2.112;

Ep[f(Z.)] =% Ep[f(2)]. (681)

Beweis: O.B.d.A. gelte Ep[X,,] = 0 und Varp(X,,) = 1; andernfalls ersetzen wir namlich

35FEs gibt auch mehrere andere Beweise des Zentralen Grenzwertsatzes, die auf ganz anderen Ideen
beruhen, zum Beispiel der Fouriertransformation oder der sogenannten Steinschen Methode. Diese alter-
nativen Beweise besprechen wir hier nicht.
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X,, durch
(682)

und damit S,, durch

Sui=Y Xy, (683)

bei ungeénderter Standardisierung:

op(Sn) op(Sn)
Wir diirfen auch 0.B.d.A. annehmen, dass auf (2, A, P) eine i.i.d. Folge (Y,)nen von
standardnormalverteilten Zufallsvariablen existiert, unabhéngig von den (Xn)neN.ﬁ Dann
gilt:

Zn

1
Zy=—)Y X (685)
Auflerdem ist

% > % (686)

standardnormalverteilt, denn die Summe ) ;_, Y}, der i.i.d. standardnormalverteilten Zu-
fallsvariable Y1, ..., Y, ist N(0,n)-verteilt aufgrund der Faltungseigenschaft der Normal-

\lferteilung, Satz , und die Reskalierung mit \/iﬁ reskaliert die Varianz um den Faktor

o
Wir miissen also zeigen:

1 © 1 ©
(g o ()

Hierzu zerlegen wir diese Differenz in eine Teleskopsumme, indem wir sukzessive Sum-

manden X, durch Y, ersetzen:
(=3
—= k
vn k=1

/(L)
:zn:Ep f(% ; Yk+%ixk>—f<%2n+% i&)] (688)

36Wenn nétig, ersetzen wir (£, A, P) durch einen Produktraum, wobei die X,, nur von der ersten
Komponente abhédngen und die Y;, nur von der zweiten Komponente.

n—oo

Ep — FEp
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Mit der Abkiirzung

1 1
Ty = NG > Vi+ NG Z X, (689)

fiir die Summe aller Summanden, die in der [-ten Stufe nicht ausgetauscht werden, kénnen
wir den [-ten Summanden auf der rechten Seite in Formel (688) auch so schreiben:

X Y,
E Toi+—|—flTu+—7—)]- 690
oo (e ) o (e ) 0o
Wir entwickeln die Funktion f mit der Taylorformel: Fiir alle ¢, x € R existierten 65,03 €
0, 1], so dass gilt:

Fa) = £ + 20+ S0 + 5 1+ o), (691)
flt+a) = £+ 20+ 570+ S () - @), (692)

also
flt+z)=f(t)+xf(t) + %Qf”(t) +r(t, ) (693)

mit einem Restterm (¢, z), der die folgende Schranke erfiillt:

3
(o) < min {asup |7'] S sup 71| < cpminet o (o)
wobei
" 1 "
cy:=sup|f’| + = sup |f"| < oo. (695)
R 6 r
Es folgt:

v 8p |r (T ) =1 (T o). (696)
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Weil T}, ;, X; und Y; unabhéngig sind, schlieen wir:

Ep

_%f,(Tn,l)_ = Ep Wi Ep[f(T.1)] =0, (697)
=0
Ep _%f,<Tn,l>_ = Ep % Ep [f(Tna)] =0,
Ep | 2L (T | = £ Bp [X2) Ep [(T0)]
L n ] N ~——~

2
_ By P%f (Tn,l)] (698)
und daher

eolp (e 75) =1 (2 )|
=[er | (o ; ()

<ol ()] 2 (0 )]
< c;Ep min{<%> ,ﬁ } + ¢t Ep min{(%)z, %3} (mit Formel (694))

X3 Y3
~YE, {min {Xf, |\/%| H + %pr {min {Yf, ’\/1% H : (699)

wobei wir im letzten Schritt Lp(X;) = Lp(X;) und Lp(Y;) = Lp(Y1) verwendet haben.
Eingesetzt in die Teleskopsumme ((688]):

H(mEm) ol (HEn)

Cf : 2 |X1|3 . 2 |Yv1‘3 n—oo
<n-—=(Ep |min< X7, + Ep |min < Y, , ] — 0, (700)
=cy

denn es gilt fiir alle X € £*(Q, A, P):

Ep {min {XQ, %H =30, (701)

132



Die Konvergenz sieht man so: Das Argument min{X2, |X[*n~2} der Erwartung be-
sitzt die integrierbare, von n nicht abhingende Majorante X2, und es konvergiert punkt-
weise fiir n — oo gegen 0. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz.

O
Der Zentrale Grenzwertsatz [2.112] folgt nun aus der Implikation im folgenden Satz:

Satz 2.114 (Aquivalente Charakterisierungen der Konvergenz in Verteilung) FEs
seien (Zn)nen €ine Folge von Zufallsvariablen und Z eine weitere Zufallsvariable. Es sei
F :R —[0,1] die Verteilungsfunktion von Z. Dann sind dquivalent:

1. Fir jede beschrankte stetige Funktion f: R — R gilt

E[f(Z.)] == Elf(Z)). (702)
2. Fiir jede Funktion f € C3(R) gilt

E[f(Z.)] =% E[f(Z)]. (703)

3. Fir jedes Intervall I = [a,b],]a,bl,[a,b] oder ]a,b], so dass a und b Stetigkeitspunk-
td"| der Verteilungsfunktion F oder 0o sind, gilt:

P|Z, e 1) =¥ P[Z € I]. (704)

Bemerkung: In unserer Anwendung auf den Zentralen Grenzwertsatz ist die Zufalls-
variable Z standardnormalverteilt. Thre Verteilungsfunktion F' ist stetig. Daher liefert
die Einschriankung in dritten der drei dquivalenten Aussagen des Satzes [2.114] hier keine
Bedingung.

Definition 2.115 (Konvergenz in Verteilung) Gelten die drei dquivalenten Bedin-

gungen des Satzes so heif$t die Folge Z, konvergent in Verteilung gegen Z (oder Wichtig!
auch gegen die Verteilung von Z), englisch “convergent in distribution”, synonym: Z,
konvergiert schwach gegen Z, in Zeichen

Z, - 7. (705)

n—oo
Wir beweisen hier nur den Teil 2.=3. des Satzes [2.114] den wir brauchen:

Es seien I ein Intervall wie in Aussage 3. und € > 0. Es bezeichne I den topologischen
Abschluss von I und I° den offenen Kern von /. Nach der Voraussetzung an das Intervall
I gibt es ein offenes Intervall I; O I und ein abgeschlossenes Intervall I, C [° mit

PlZeL)<P[Zell+e¢ wund P[Zecl)>PlZecl]—e (706)

37Ein Punkt z heiit Stetigkeitspunkt einer Funktion f, wenn f bei x stetig ist.

133



Wir wihlen zwei Funktionen fi, fo € C3(R) mit Werten im Einheitsintervall [0, 1] mit
I, < fo <1y < fi < 1p; (707)

solche Funktionen existieren. Dann gilt wegen Voraussetzung 1.:

P|Z, €I < Ep|fi(Z,)] =3 Ep[fi(Z)| < Ep|Z € I,] < P[Z € I] +e, (708)
P|Z, € I] > Ep|fo(Z,)] == Ep|fo(2)] > Ep|Z € L] > P[Z € I] —e. (709)
Weil e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung
P|Z, €I "=% P[Z € I]. (704)
O

2.14.1 Anhang: Beweis der Stirlingformel

In diesem Anhang wird die Stirlingformel (627)—(628) bewiesen. Der Beweis ist rein ana-
lytisch; er verwendet keine Methoden aus der Stochastik und gehort daher nicht zum
priifungsrelevanten Stoff der Stochastik.

Lemma 2.116 (Asymptotik des mittleren Binomialkoeffizienten) FEs gilt:

Z()

n

lim
n—o00 22”

(710)

Beweis: Fiir n € N und z € R gilt nach der binomischen Formel

22" cos™ 1 = (2cos x)* = (e + )"

2n
_ 2n ikx —i(2n—k)x
=S () e

k=0

Integrieren wir von —m/2 bis m/2:

/2 2n m /2
2" / cos?™ x dx = Z / e2ilk=n)z g
—m/2 k —7/2

k=0

Das Integral im mittleren Summanden, k& = n, lautet

/2 /2
/ e2in=n)z o, / ldx = 7.
—7/2 —7/2
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Alle anderen Summanden, k # n, verschwinden, denn hier gilt

/2 2i(k—n)x /2
[ g [
—7/2 2Z(k o Tl) z=—7/2

wegen der m-Periodizitit von z — e2(k—m)z

cos™ rdr = 27" . (711)
—7/2 n

Wir werten das letzte Integral asymptotisch auch anders aus, indem wir es mit einem
GauBschen Integral vergleichen: Fiir —7/2 < x < 7/2 und n € N gilt:

. Damit ist gezeigt:

2
cos? < 7

Das sieht man so: Wegen der Symmetrie des Kosinus reicht es, 0 < 2 < 7/2 zu betrachten.
Fiir diese z gilt cosz > 0 und

2

X X x
logcosavz—/ tanudug—/ udy = ——
0 0 2

wegen
sinx
—logcosx = — = —tanzx
dx COS T
und tanwu > u fir 0 < u < 7/2. Es folgt
2
(:082".75 — e2nlogcosx < 672n% — efnzz. (712)

Wir erhalten:

w/2 /2
/ cos™ xdr < / e~ dy < / e d = \/E
—7/2 —7/2 R

Zusammen ergibt das

3

anders geschrieben:

(3)=7m

Um zu sehen, dass diese Formel asymptotisch fiir n — oo sogar scharf ist, betrachten wir
die Substitution u = y/na und erhalten

w/2

vn cos® x dr = / L Ui /2, mn 2 (1) cos? L du, (713)
R vn

—7/2
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wobei wir die Integralgrenzen nun mit einer Indikatorfunktion

La(u) = 1 firuecAd
A= 00 firu ¢ A

geschrieben haben. Der Integrand besitzt wegen der Abschétzung (712) eine integrierbare
Majorante:

2
0 < 1y iy, fm 2 () c08™" % < exp (—n <%> ) =

Er konvergiert auch punktweise gegen diese obere Schranke, also

1 o U (% 2 —u?
ng%ol] a2,/ /2( (W) cos %:exp —n % =e

fiir alle w € R. Um das zu sehen, verwenden wir die Taylorentwicklung

22
log cosx = Y +7r(x)

mit einem Restterm r(x) mit lim, oz 2r(x) = 0. Es folgt fiir n > (2|u|/7)*

U 2n log cos =
1]—\/ﬁ7r/2,\/7m/2[< )COS T e

= exp (—Qn : % (%)2 + 2nr (%)) il

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

lim Rl]_\/ﬁﬂ/27\/,;ﬂ/2[(u)cos —du—/ W du = /T

n—oo

Fassen wir zusammen: Mit den Formeln (711]) und ( erhalten wir:

= ()2 [

/ —/nm/2, fW/Q[( )COS —dun_>—0>0 1.
R Vn

Die folgende Stirling-Formel liefert eine Naherungsformel fiir die Fakultétsfunktion:

Lemma 2.117 (Stirling-Formel) Fir alle n € N gilt:

V2rntie ™ < pl < V2rn e " o (714)
Insbesondere folgt:
|
ey (715)
2rn" e
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Beweis: Vereinfacht gesagt beruht der Beweis auf der Approximation der Summe

logn! = Z logm
m=1

/ log x dx.
1

n—

durch das Integral

Dabei wird

—

DO | —

& 1
Z logm — E(log 1+logn) = [logm + log(m + 1)]
m=1

1

3
[

als eine Summe von Trapezflichen interpretiert.

Daher verwenden wir als ein Hilfmittel die Trapezregel zur numerischen Integration mit
verschiedenen Darstellungen des Restglieds.@

Ist f:[0,1] — R glatt, so erhalten wir mit partieller Integration:

/0 f(@)de = [z — D) f@)] iy — / (— 1)f' () da
— 1[F(0) + F(1)] - / (— 1) f(z) d. (716)

Nun gilt einerseits, nochmals mit partieller Integration:

also in (716)) eingesetzt:
| f@yde =31+ £ = & [ 2t - 0)f" (@) do. (m7)
0 0

Ist f konkav, also f” < 0, so eignet sich diese Restglieddarstellung gut fiir eine untere
Schranke des Integrals, da die Gewichtsfunktion (1 — x) nichtnegative Werte annimmt.
Fiir obere Schranken ist sie in unserem Fall weniger gut geeignet. Wir kénnen aber die
Integrationskonstantﬂ bei der zweiten partiellen Integration auch alternativ so wéhlen,

38Man kann die folgende Rechnung auch als eine Herleitung der ersten Instanzen der Euler-
McLaurinschen Summenformel auffassen.
39Die Integrationskonstante bei den in den Stammfunktionen verwendeten Polynomen

Bi(z)=2—1%, Bya)=2>-z+% Biz)=2"-32"+1z

ist dabei jeweils so gewéhlt, daf fol Bj(xz)dx = 0 fir j = 1,2,3 gilt. Die Polynome B;(z) heifilen auch
Bernoulli-Polynome.
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dass ein zu f'(1) — f'(0) proportionaler Randterm entsteht [
1 1
| @@= - o i@l - [ 3o Hf @
0 0

= lf'(1) = f(0)] - /0 Ha? =2+ 1 f"(z) do. (718)

Fiir unsere gewiinschten Quadraturfehlerschranken ist die Gewichtsfunktion 2 — x + % im
letzten Integranden immer noch nicht gut geeignet, da sie kein einheitliches Vorzeichen
besitzt. Deshalb integrieren wir das letzte Integral zwei weitere Male partiell:

1 1
/0 (@ — 2+ §) f" () do = [§(a* — 32” + 52) " (2)]amp — /0 §(@® = 32% + J2) [ (2) dw
1

%(x?’ —22% + La) [ () dw

I
S~

= —[g(a" =227 +2%) (@) + /0 pi(a! —22% + %) f" () du

[\

1
— _/ L1 —z)? f" (x) du.
0

Man beachte, dass die Gewichtsfunktion z?(1 — z)? im Integranden nun nichtnegativ ist.

In (718) eingesetzt erhalten wir:

[ r@)de = 3000 + )+ U0 = O+ [ Ft a2 @ dn (710)

Die beiden Formeln (717 und (719) kann man als Trapezregel mit zwei verschiedenen
Darstellungen des Restglieds auffassen. Wir verwenden diese beiden Formeln fiir eine
obere bzw. untere Schranke des Trapezregel-Quadraturfehlers

n+1
R, = / logt dt — 3[logn + log(n + 1)].
Wenden wir also die beiden Formeln (717) und (719) auf f(z) = log(x + n), f'(z) =

1/(z+n), f'(x) = —(z+n)"2 < 0und f"(x) = —6(x+n)~* < 0 mit n € N an. Zuniichst
mit Formel (717)):

n+1 1
/ logtdt = / log(z + n) dx
n 0

1
= lllogn +log(n+ 1)] + %/ z(1—x)(z+n)?dx
0

> %[logn + log(n + 1)],

40Beim Aufsummieren zur iterierten Trapezregel liefert dieser Randterm eine Teleskopsumme. Davon
machen wir spiter Gebrauch.
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wobei wir verwendet haben, dass der Integrand z(1 — z)(z + n)~? im letzten Integral
nichtnegativ ist. Andererseits mit Formel (719):

n+1 1
/ log t dt :/ log(x + n) dx
n 0
1 1

= 1llogn +log(n+ 1) + 15 (E_ I

) - /01 Le2(1 — )2z + 1) do

1 1
g%[logn+log(n~l—1)]—l-l—12(g— ),

n+1

wobei wir auch hier die Nichtnegativitéit des Integranden ;2?(1 — z)?(x 4+ n)~? verwendet
haben. Zusammen ist damit gezeigt:

1 1
0<R,<Li|=- . 720
Wir setzen fiir n € N:
n!
L, :=logn! — (n+ 3)logn +n = log ———.
n"tzen

Um die Quadraturfehler R,, in einer Teleskopsumme aufzusummieren, schreiben wir sie
wie folgt als Differenzen:

n+1
R, = / logtdt — L[logn +log(n + 1)]

=[(n+1)log(n+1) — (n+1)] — [nlogn — n] — 3[logn + log(n + 1)]
= [logn! — (n + 3)logn + n] — [log(n + 1)! — (n+ 1 + 1) log(n + 1) + (n + 1)]

= Ln - Ln+1;
wobei wir log(n + 1)! — logn! = log(n + 1) verwendet haben. Summieren wir R,, fiir
n =ny,...,Nny — 1 mit natiirlichen Zahlen n; < ny als Teleskopsumme auf verwenden die

Quadraturfehlerschranken ([720)):

na—1 no—1

0< ZRn: Z(Ln_Ln—i—l):Lnl_Lng

n=ni n=ni
no—1

1 1 1 1
< L=-— =1l(=——— 721
_Zm(n nﬂ) (n n) (721)
n=ni

Insbesondere ist (L,,)nen eine monoton fallende Cauchyfolge, also konvergent:

L:=1lm L, € R.

n—oo
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Aus (721)) erhalten wir im Limes ny — oo fir alle n = n; € N:
0<L,—L<—. (722)

Um die Konstante L zu identifizieren, verwenden wir die Asymptotik des mittleren Bino-
mialkoeffizienten aus Lemma [2.116| wie folgt:
(2n)! (n"*ée_")2 o2 (271) nooo 1

also
L = lim (2L,, — Lo,) = log V2.

n—oo

Die Schranken ((722)) lauten damit

n! 1
: < ;
2mntze—n T 12n

0<L,—logVv2r =log

woraus die Stirlingformel ([714)) folgt.
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3 Mathematische Statistik

3.1 Grundlagen

Wahrscheinlichkeitstheorie und Mathematische Statistik beschéftigen sich beide mit zufélligen

Vorgéngen. Die Sichtweisen unterscheiden sich jedoch:

H Wahrscheinlichkeitstheorie ‘ Statistik

Wahrscheinlichkeitsmaf3 P || bekannt unbekannt
(bis auf einige
allgemeine Annahmen)

Wichtig!

Ergebnis w unbekannt bekannt

des Zufallsexperiments (Beobachtungsdaten)

Typische Aufgaben Berechnung oder Testen von Hypothesen
Abschétzung von iiber die unbekannte
Wahrscheinlichkeiten Verteilung P,
interessanter Ereignisse Schétzen von Parametern

der unbekannten Verteilung P

Statistik beschiftigt sich mit “inversen Problemen” zur Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Man mochte Informationen iiber unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus Be-
obachtungsdaten gewinnen. Die Daten werden als beobachtete Werte einer Zufallsva-
riablen interpretiert.

Definition 3.1 (statistisches Modell) Ein statistisches Modell, synonym Rahmenmo-

dell, ist ein Tripel (Q, A, P), bestehend aus einem Ergebnisraum €, einer Ereignis-o- fundamental!

Algebra A dariiber und einer Menge P von WahrscheinlichkeitsmafSen tiber §2. Die Beob-
achtungsdaten werden in einem FErgebnis w € €1, synonym: in einer Stichprobe w € (),
englisch: sample, codiert.

Beispiel: Eine moglicherweise unfaire Miinze wird n-mal geworfen. Wir erhalten Beob-
achtungsdaten

w=(wi,...,w,) € Q:={0,1}". (723)

Es sei A = P(£2). Ohne die Beobachtungsdaten w zu kennen, ist es plausibel, die folgen-
den Modellannahmen zu treffen:

Modellannahmen fiir das Rahmenmodell: Unter der unbekannten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P auf (92,.4) sind die wy, . ..,w, unabhingig und identisch verteilt.

Formalisierung der Modellannahmen: Unser Rahmenmodell verwendet die folgende Klasse
von Wahrscheinlichkeitsmaflen:

P = {(po + (1= p)d)"| 0 < p < 1}. (724)
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Grundsdtzlich sollte man das Rahmenmodell entwerfen, bevor man die Beobachtungs-
daten w € ) kennt.

Damit sollen ndmlich Verfélschungen der auf der Zufélligkeit der Daten beruhenden sta-
tistischen Vorhersagen vermieden werden.

Definition 3.2 (parametrische und nichtparametrische Modelle) Es sei (€2, A, P)
ein statistisches Modell. Wird die Menge P der Wahrscheinlichkeitsmafe im Modell als ei-
ne Klasse von Verteilungen Py mit endlich vielen reellen Parametern @ = (04, ...,04) € R?
gegeben, also

P ={P)0c0O} (725)

mit © C R?, so heifit (2, A, (Pp)geo) ein parametrisches Modell. Andernfalls — typischer-
weise fir unendlichdimensionale P — heifit das Rahmenmodell (2, A,P) ein nichtpara-
metrisches Modell.

Beispiele:
1. Das Modell fiir den n-fachen Miinzwurf
Q=1{0,1}", A=P(Q), P={p0<p<1} (726)
mit
P, = poy + (1 - p)dy (727)
ist ein parametrisches Modell mit einem Parameter p.
2. Das Tripel

(Q=R", A =B(R"),P ={P"| P ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ iiber (R, B(R))})
(728)

ist ein statistisches Modell fiir n i.i.d. Beobachtungen mit Werten in R, {iber deren
Verteilung nichts bekannt ist. Es ist ein nichtparametrisches Modell.

Frequentistische versus Bayessche Sicht. Es gibt zwei grundsétzliche verschiedene
Herangehensweisen an die Statistik:

Frequentistische Sicht:
e Die beobachteten, bekannten Daten w € () werden als zufdilliges Ergebnis eines

Zufallsexperiments interpretiert.

e Das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl P wird als fest, nicht zufdillig, aber
unbekannt aufgefasst.
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Bayessche Sicht:

e Die Klasse P der plausiblen Wahrscheinlichkeitsverteilungen P wird selbst mit
einer o-Algebra A und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P versehen. Die Verteilung
P wird a priori Verteilung (englisch: prior distribution oder kurz prior) genannt;
sie erlaubt es, Vorwissen des Statistikers iiber die Plausibilitéit der verschiedenen
moglichen Wahrscheinlichkeitsmafie P € P zu modellieren.

e Die Beobachtungsdaten w € 2 werden als Ergebnis eines zweistufigen Zufallsex-
periments interpretiert:

1. In der ersten Stufe wéhlt “die Natur” zufdllig ein Wahrscheinlichkeitsmafl
P € P nach dem Wahrscheinlichkeitsmodell (P, A, P) aus.

2. In der zweiten Stufe wird das Beobachtungsergebnis w € (2 zufillig im Mo-

dell (Q2, A, P) gezogen.

e Der Statistiker studiert die Verteilung des Wahrscheinlichkeitsmaflies P € P be-
dingt auf die Beobachtung w € 2. Sie heiflt a posteriori Verteilung, englisch po-
sterior distribution.

Beispiel: Fiir eine Bayessche Modellierung des n-fachen Miinzwurfs nehmen wir an, dass
der unbekannte Parameter p € [0,1] des dem Miinzwurfexperiment zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeitsmafies P unter dem a priori Mafl P uniform auf [0, 1] verteilt sei. Das
gesamte, zweistufige Miinzwurf-Zufallsexperiment wird dann durch das folgende Wahr-
scheinlichkeitsmaf @) iber [0, 1] x {0, 1}" modelliert:

Q(A) = /[ B e 0.1y () € A dp

_Am S L) [0 —p) = dp, (A B(0,1] x {0,1}")  (729)

A wefo,13n i=1

Gegeben Beobachtungsdaten w € {0,1}" mit k = )" | w; Einsen, wird die a posteriori
Verteilung des Parameters p € [0, 1] dann durch

JaILZ, p (1 = p)' i dp
f[o,l} [ pwl(l —p)'~widp
pr’“ (1—p)"*dp
o=y

gegeben, also durch die Betaverteilung mit den Parametern £+ 1 und n — k + 1.

Q(A x {w} [0,1] x {w}) =

fir A€ B([0,1])  (730)

Wir beschéftigen uns im Rest der Vorlesung allerdings nur mehr mit der frequentistischen
Sicht.

Definition 3.3 (dominierendes Maf}) Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell. Ein
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dominierendes Maf fir P ist ein o-endliches [| Maf p auf (2, A), beziiglich dem alle
P € P eine Dichte % besitzen. Existiert ein dominierendes Maf$ p, so heifst das Modell

(Q, A, P) dominiert.

Bemerkung: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€,.4), so dass P eine Dichte f
beziiglich p besitzt, so ist diese Dichte f bis auf Abénderung auf einer p-Nullmenge
eindeutig bestimmt. Wir schreiben dafiir

dP
f= @ u-fast iiberall. (731)

Definition 3.4 (Likelihood-Funktion) FEs sei (2, A, (Py)geco) €in parametrisches sta-
tistisches Modell mit dominierendem Maf p. Die Abbildung
dP,
L: Q>R Lwb) =—2(w) (732)
dp
heifit Likelihood-Funktion des Modells. Fir jeden Parameter 8 € © st L(-,0) u-fast
tiberall eindeutig bestimmd.

Beispiel: Ist 2 endlich oder abzdhlbar unendlich, A = P(Q2), p =ZahlmaB, so ist die
Likelihood-Funktion gegeben durch

L:Ox0 =R, L(w,0) = Py({w}). (733)
Im Miinzwurfmodell lautet die Likelihoodfunktion also
L:{0,1}" x [0,1] — R,

L(w,p) = p*“ (1 - p)"~*), (734)

wobei
S:{0,1}" - No,  S(wi,...,wn) = > wi (735)
k=1

die Anzahl der Einsen in einer Stichprobe bezeichnet.

Die Likelihood-Funktion codiert also alle Wahrscheinlichkeitsmafle Py, 8 € ©, des Modells
in einer einzigen Abbildung.

Definition 3.5 (Likelihood-Quotient) Fir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P,Q € P,
so dass P eine Dichte % beziiglich () besitzt, heifst diese auch der Likelihood-Quotient.

In der Tat ist der Likelihood-Quotient der Quotient der Likelihood-Funktionen, wann
immer dieser definiert ist:

dPy

dP,, (W) L(w, ) )

dP92 ((JJ) = dPI;Q (w) = L(M’GQ) sz—f.u. (UJ S Q, 91,92 € @) (736)
dp

“Erinnerung: Ein MaB p auf (€2, .4) heifit o-endlich, wenn es eine Ereignisfolge A,, T Q mit p(A,) < 0o
fiir alle n € N gibt, siehe Definition
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3.2 Elemente der Schitztheorie

Definition 3.6 (Schitzer eines Parameters) FEs sei (2, A, P) ein statistisches Mo-
dell. Ein Parameter ist eine Abbildung 6 : P — R (oder d-dimensional: 0 : P — R?).

Ein Schiitzer fiir einen Parameter 0 ist eine A-B(R)-messbare Abbildung 6 : Q@ — R (oder
d-dimensional: 0 : P — R%).

Bemerkungen:

A

1. Schétzer werden traditionell mit einem Symbol “ "7 gekennzeichnet.

2. Die Definition des Schitzers sagt nichts dariiber aus, wie “gut” der Schétzer ist. Fiir
eine Beobachtung w € Q bei zugrundeliegender Verteilung P € P heifit §(w) — 6(P)
der Schdatzfehler.

Hier ist ein mogliches Kriterium fiir die “Giite” von Schétzern:

Definition 3.7 (erwartungstreue Schétzer) Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell
und 0 : P — R ein Parameter. Ein Schatzer 0 : Q@ — R heifft erwartungstreu (synonym.:
unverfélscht, englisch unbiased ), wenn fir alle P € P gilt:

Epld] =0(P). (737)
Anders gesagt:
VP eP: Eplf—0(P)] = 0. (738)
Beispiele:
1. Es seien Xq,..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung P mit einer

unbekannten Erwartung u(P) = Ep[X;]. Wir beschreiben diese Situation mit dem
nichtparametrischen Modell

Q=R", (739)
A = B(R"), (740)
. | P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3
P= {P iber B(R) mit endlicher Erwartung p(P) } ’ (741)
und
Xi(wl, c. ,wn) = W;. (742)
Das Stichprobenmittel
— 1
X == X;: Q=R 4
- Zl — (743)



ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Erwartung p(P), denn fiir alle P € P gilt:
1<

E n X - — E n XfL — P . 44

P[]n;p[]u() (744)

Allerdings ist jedes X;, i € [n], ebenfalls ein erwartungstreuer Schitzer fur p(P).

. Nehmen wir nun in Beispiel 1 zusétzlich an, dass die Zufallsvariablen Xi,... X,
fiir alle P € P eine endliche Varianz o?(P) besitzen:
Q=R", (745)
A = B(R"), (746)
. | P ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl
P= {P iiber B(R) mit endlicher Varianz o?(P) } ' (747)
Die empirische Varianz der Stichprobe X7,...,X,, wird durch
1 < —
2 = X, —X)? 748
A= ) (74)

definiert, wobei natiirlich n > 1 gelten muss. Die empirische Varianz ist ein erwar-
tungstreuer Schétzer fiir die Varianz o(P), anders als der vielleicht naheliegendere
Schétzer

1 — — —1
Sy (X=X = s (749)
=1

Beweis: Es sei P" € P. Wegen

EpnlX; = X) = p(P) — p(P) = 0 (750)

erhalten wir

Epn[(XZ - 7)2] = VaI'pn (Xz - Y)

1 X
— Varpa | (1-=) xi — A
arp ( n) 3

n
j€m\{a}

—~
alle Summanden unabhingig

(.

1
Val'pn(XZ‘) + Z ﬁ\/arpn Xj
=02(P) Jen\{i}

(P) + (n—1)- %02(13)

= a*(P). (751)



Es folgt:

=— o?(P) # o*(P). (753)
0

Bemerkung: sy = \/s% ist kein erwartungstreuer Schitzer fiir die Standardabweichung
o(P) = y/o2%(P). Es gibt nicht einmal einen erwartungstreuen Schétzer fiir o(P):

Ubung 3.8 Nichtexistenz erwartungstreuer Schiitzer fiir die Standardabwei-
chung. Eine mdglicherweise unfaire Minze (beschriftet mit “0” und “1” bei unbekannter
Wahrscheinlichkeit p € [0,1] fir “17) wird n-mal unabhdingig geworfen; man beobachtet
eine Folge w € {0,1}" mit S(w) FEinsen. Zeigen Sie: Es gibl keinen erwartungstreuen

Schdtzer fiir die unbekannte Standardabweichung \/np(1 — p) von S.

Obwohl es praktisch ist, erwartungstreue Schétzer zu haben, méchte man in einigen Féllen
einen Bias:

Beispiel: (nach R. Gill) Ein Transatlantikkabel sollte verlegt werden. Die nétige Lénge
wurde geschétzt. Doch es war zu kurz: Einige hundert Meter vor dem Ziel fiel das Ende
ins Wasser, mit groffem Schaden. Hier wére es besser gewesen, keinen erwartungstreuen
Schéatzer zu nehmen, sondern einen Sicherheitsabstand zu verwenden. Solch ein “Bias”
ist immer dann sinnvoll, wenn Abweichungen in die eine Richtung viel schwerwiegendere
Konsequenzen als Abweichungen in die entgegengesetzte Richtung haben.

Hier ist ein weiteres Kriterium fiir die Giite von Schéatzern: Wir betrachten eine i.i.d.
Stichprobe Xji,..., X, mit Werten in {2 und unbekannter Verteilung P. Anders gesagt:
Wir betrachten das Produkt-Rahmenmodell

Q" A% Py),  (neN) (754)
mit einem statistischen Modell (€2, A, P) fiir Einzelbeobachtungen und
P, ={P"| P e P}. (755)

A~

Definition 3.9 (Konsistenz von Schitzern) FEine Folge (6, : Q" — R),en fir einen
Parameter 0 : P — R heifit konsistent, wenn fiir alle P € P und alle € > 0 gilt:

P[0, — 0(P)| > €] = 0, (756)

mit anderen Worten 0, "= 0(P) in Wahrscheinlichkeit beziiglich P™.
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Beispiel: Das Stichprobenmittel

X, - %i X, (nen) (757)

i=1

ist eine konsistente Folge von Schétzern fiir die Erwartung
Epn[Xi] = u(P). (758)

Das folgt aus dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen.

Maximum-Likelihood-Schitzer Wir besprechen nun einen recht allgemeinen Ansatz,
sinnvolle Schétzer zu gewinnen:

Definition 3.10 (Maximum-Likelihood-Schitzer) Es sei (2,4, (Pp)oco) ein para-
metrisches statistisches Modell mit dominierendem Mafl p und Likelihood-Funktion L :
Q x © — R. Der Maximum-Likelihood-Schdatzer fir den Parameter § € © wird wie folgt
definiert:

O+ Q2 =0,
O (w) =arg max L(w, 0)
60
=Die Stelle 8 € ©, an der (759)
L(w,-) sein Mazimum annimmt, (760)

falls es ein eindeutig bestimmtes solches Maximum gibt.@

Beispiel: unfairer Minzwurf:

Q={0,1,...,n}, (761)
A ="P(Q), (762)
P ={P,)|pec©}, wobei (763)
P, = binomial(n, p), (764)
o =0, 1], (765)
p = Zéhlmaf. (766)

Die Likelihood-Funktion lautet
L:Qx[0,1] —» R,

L(w,p) = <n

w

)pm . (767)

42Manchmal existiert die geforderte Maximumstelle nicht fiir alle w € €, sondern z.B. auf einer pu-
Nullmenge nicht. In diesem Fall ist der Maximum-Likelihood-Schétzer nur partiell definiert, in Zeichen
Omr : 2 --+ O, bleibt also z.B. auf einer y-Nullmenge undefiniert.
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Gegeben w € ), maximieren wir L(w, p). Wir rechnen:

0 0
—log L(w, p) = 8—p[w logp + (n —w)log(1 — p)]

Ip
Ww o n—uw
- = ’ 768
b1, (768)
was fiir 0 < p < 1 streng monoton fillt. Die Ableitung wird 0 an der Stelle
. w
pML(w) == E’ (769)

falls w € {1,...,n — 1}, und auch fir alle w € {0,...,n} ist puL(w) die Stelle, an
der L(w,p) maximal wird. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter p im
Miinzwurfmodell ist also die relative Haufigkeit der “1” in den Beobachtungen.

Bemerkung: In Produktmodellen
Po={Py| 0 € ©} (770)

mit einer Likelihood-Funktion

n

Ly(wi, .. wn; 0) = [ ] L(w:, 0) (771)

=1

ist es rechnerisch oft einfacher, den Logarithmus von L,, zu minimieren, denn
log Ln(wy, - ., wn; 0) = Y _log L(w;, 6), (772)
i=1

statt L, direkt zu betrachten. Die Funktion log L,, heifit die Log-Likelihood-Funktion.

Momentenschitzer. Es sei (R", B(R"),(P}')sco) ein k-parametrisches Modell. Eine
sehr einfache Methode zur Gewinnung von Schétzern erhélt man so:

Man schiitzt die ersten & Momente (oder auch zentrierten Momente) von Py, z.B. fiir
k = 1 mit dem Mittel der Stichprobe w und fiir £ = 2 mit dem Mittel und der empirischen
Varianz der Stichprobe. Dann wihlt man dasjenige é(w) € O, dessen erste k Momente zu
Py (bzw. zentrierte Momente) mit den Schétzern iibereinstimms.

Beispiel: Es seien X,..., X, iid. N(u,o?)-verteilt mit unbekanntem  und a2, also
P, = N(u,0?)". Der Momentenschétzer fiir die Parameter (u, o) ist (X, s%).

3.2.1 Ausgleichsrechnung: die Methode der kleinsten Quadrate

Als ein Beispiel betrachten wir lineare Gleichungssysteme mit zuféllig gestorter rechter
Seite:
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Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem
Ax =10 (773)

mit einer Matrix A € R™*" und rechter Seite b € R™ und Losungsvektor z € R"™. Wir
stellen uns die Matrix A als bekannt vor und nehmen an, dass ihr Nullraum verschwindet,

N(A) = {z € R"| Az = 0} = {0}, (774)

so dass das System Az = b nur hochstens eine Losung besitzt. Die rechte Seite b sei jedoch
nicht bekannt, sondern nur eine zuféllige Storung 5 € R™ davon sei bekannt. Wir machen
die Modellannahme, dass die Komponenten fi,...,3,, von 8 unabhéngig voneinander
sind und $3; normalverteilt mit der Erwartung b; und der Varianz o? sind, wobei weder
der Erwartungswertvektor

by
b=1:1, (775)
b,

also die ungestorte rechte Seite des Gleichungssystems, noch die Varianz o2 bekannt sei-

en. Gesucht ist eine Schitzung  der Losung = des Gleichungssystems mit nicht genau

bekannter rechter Seite b, sowie eine Schitzung o2 der unbekannten Varianz o?.

Formalisieren wir die Angaben mit einem statistischen Modell:

Stichprobenraum Q@ =R"™ 3 5, A = B(Q), (776)
Parameterraum © = R™ x R" 5 (2, 0?), (777)
P = {P:v,crz| (l’, 02) S 6}’ (778)
wobei
P, = N(Az,0°1,,) = [ [N((Az);, 0?) (779)

=1

die multidimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor Az und dem o2-fachen
der m x m Einheitsmatrix 1,, als Covarianzmatrix bezeichnet.
Das Modell besitzt also die Likelihoodfunktion®]

L:Qx06 =R,

L(B.2,0%) = (27) Fo ™ exp (—%HAJC _ m@) . (781)

43Die euklidische Norm von y € R™ wird mit

lyllz = | > v? (780)
=1

bezeichnet.
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Gegeben [, suchen wir den Maximum-Likelihood-Schétzer (i,c;é) fiir die unbekannten
Parameter (x,0?). Wir maximieren zunéchst L(3, z, 0?) iiber = bei festgehaltenem 3 und
o?. Hierzu muss ||Az — 3|3 méglichst klein sein.

Methode der kleinsten Quadrate von Gauf3:
Wir suchen

& = argmin || Az — 3|3, (782)

r€ER™

also dasjenige z € R™, fiir das gilt:

|Az — B3 < [|Az — B]f3 fiir alle z € R™. (783)

Behauptung: Ist b = Az die orthogonale Projektion von  auf den Raum

R(A) = {Az| z € R"}, (784)
so erfiillt & das Ziel ((782)).
In der Tat{* Ist
(Ax, Az — ) = 0 fiir alle z € R", (785)
so folgt:
| Az — BI3
= ||(Az — Az) + (A7 - B)|13
= ||Azx — Az|5 + 2 <Ax — Az, At — B> +]|AZ — 8|5
€R(A)
=0
= || Az — Az|3 + || Az - B3
> [|Az - BIl3. (786)
Die Gleichung (785) ist dquivalent z™|
(x, A'(Az — B)) = 0 fiir alle 2 € R", (787)
also zu
AU AG — B) =0, (788)
d.h.
AtAz = A'B. (789)

My, v) = 37 u;v; bezeichnet das euklidische Skalarprodukt von u,v € R™.
45 At bezeichnet die transponierte Matrix zu A.
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Nun ist die Matrix A’A wegen der Voraussetzung N(A) = {0} in Formel (774) invertier-
bar, so dass folgt:

Schitzer nach der Methode der kleinsten Quadrate:

&= (A"A)TAB (790)

Damit ist  und damit auch das sogenannte Residuum
r = Az - Bl (791)

bekannt. Insbesondere héngt & nicht von der unbekannten Varianz o? ab. Nun bestimmen
wir den Maximum-Likelihood-Schiitzer o2 fiir 0?. Wir maximieren also L(3, 2, 0?) iiber
0%, gegeben 8 und damit 2:

Es gilt
log L(B, #,0%) = _n log(2m) — mlogo — L’/’2. (792)
T 2 202
Fiir 0> — oo oder 02 — 0 erhalten wir log L(3, ,0%) — —o0, so dass wir die Réinder

beim Maximieren von log L nicht beriicksichtigen miissen. Es gilt:

0 . mor
a_o_logL(/B7'T70- ) = _;—i_;?

(793)

was eine Nullstelle bei

-~

o2

(794)

3%

besitzt. Durch die Gleichungen und wird also der gesuchte Maximum-Likelihood-
Schéitzer gegeben.

Wir wenden diese Theorie an, um gegebene Messpunkte (x;,y;), ¢ € [n] “mdoglichst gut”
durch eine Gerade anzunédhern: Hierzu stellen wir uns x4, ..., x, als fest und bekannt vor,
die y1,...,y, jedoch als bekannt, aber zufillig, und zwar unabhéngig voneinander und
normalverteilt mit den Erwartungen az; + b und der Varianz o? (Varianz), i € [n], wobei
a,b € R und 02 > 0 die unbekannten Parameter des Modells bezeichnen.

Beschreiben wir das formaler mit einem statistischen Modell:

Q=R"> (y1,...,yn), A=DB(Q), (795)

0 =R? x R" 3 (a,b,0?), (796)

P ={P,yo2| (a,b,0%) € O} mit (797)
P,y = | [ N(az; +b,0?). 798
5, 11 (ax + o) (798)

=Yi
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(799)

Das Gleichungssystem
ax; +b=g; (i€ [n])
mit der Stérung y; von ¢;, anders geschrieben
rp 1 (0
. AN
. <b) - ; ) (800)

z, 1 n

=A
mit der Stérung
th (0
| von | i ], (801)
Yn Un
fiihrt uns nach der Methode der kleinsten Quadrate, Formel (790]), zur Schitzung
G Y1
(3) = (A'A) 1A (802)
Yn
Nun ist
T 1 -
AtA= ("0 I [ Ve ¥ Liem T\ _, (77 T (803)
x

n

wobei T bzw. 22 das Mittel der z; bzw. der 22 bezeichnet, und

) T (Zie[nl W) —n (?) (804)

Y1
At . — (xl .. an
Yn Yn
Es folgt mit der Cramerschen Regel:
1 T
a\ (22 7\ (7y\ 1 y 1
O-C)@pafa)
z 1] \|T ¥

also
153



Koeffizienten der Regressionsgeraden:
. TG-TF
a = ﬂ, (806)
- T2 —TTU
p=2Y¥ T4 (807)
x2 — T2
mit dem Residuum
2= (ax; — b —y;)? (808)
i€[n]
und dem Maximum-Likelihood-Schétzer fiir o2:
TR o o S (809)
g = — = — ar; —0—1Y;
n o n - 4

3.3 Einfiihrung in die Testtheorie

Beispiel: Im Umkreis von 5 Kilometern von Kernkraftwerken wuchsen in den letzten
Jahren n; Kinder auf; w; davon erkrankten an Leukémie. In einer Kontrollgruppe von
ne Kindern erkrankten wo, an Leukdmie. Wann “belegen” diese Daten, dass Kinder im
Umkreis von Kernkraftwerken eine héhere Wahrscheinlichkeit haben, an Leukédmie zu
erkranken?

Wir verwenden dazu folgendes (zugegeben stark vereinfachteﬂ Modell:
e w ist eine binomial(n, py)-verteilte Zufallsvariable mit unbekanntem p;.
e wy ist eine binomial(ng, py)-verteilte Zufallsvariable mit unbekanntem ps.
e w; und ws sind unabhéngig.

Formaler beschreiben wir das mit dem statistischen Modell

(2, A,P)

=({0,...,n1} x {0,...,n2}, P(Q), {binomial(ny, p;) x binomial(ng, p2)| p1, p2 € [0,1]})
(810)

Wir fragen uns, ob wir die Hypothese p; = py aufgrund der beobachteten Daten (wy, ws) €
2 zu Gunsten der Alternativhypothese p; > p, verwerfen kénnen.

46Tn der statistischen Praxis treten zahlreiche zusitzliche Probleme auf. Zum Beispiel gibt es meist wei-
tere Variablen, Kovariaten genannt, die eine Rolle spielen kénnen, wie Sozialstruktur der Bevolkerung,
Inhomogenitdten der natiirlichen Radioaktivitét, unterschiedliches Erndhrungsverhalten und viele mehr.
Auch die Frage nach der Kausalitdt ist viel schwieriger zu beantworten als nur die Frage nach Korrela-
tionen: Sind Emissionen von Kernkraftwerken die Ursache fiir beobachtete Krankheitsraten, oder gibt es
vielleicht eine ganz andere Ursache, die nicht bedacht wurde?
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Definition 3.11 (Hypothese) Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell. Eine Hypothe-
se ist eine Teilmenge H C P, H # (). Beim Testproblem treten zwei Hypothesen auf: eine

Nullhypothese Hy C P und eine davon disjunkte Alternativhypothese, kurz Alternative
H, CP.

Im obigen Beispiel lautet die Nullhypothese:
H, = {binomial(n,, p) x binomial(ng, p)| p € [0,1]} (811)

oder kurz, etwas informaler; geschrieben: “p; = ps”. Sie soll das Nichtvorliege@ eines
Effekts von Kernkraftwerken auf die unbekannten Leukdmiewahrscheinlichkeiten model-
lieren. Als Alternativhypothese wéhlen wir

H; = {binomial(ny, p;) X binomial(ng, p2)| 0 < ps < p; < 1} (812)

Sie spiegelt im Modell die Ausgangsfrage wider, ob die Erkrankungswahrscheinlichkeit in
der Nédhe von Kernkraftwerken erhdéht ist, und nicht etwa, ob sie erniedrigt ist.

Obwohl sie in der Definition scheinbar eine symmetrische Rolle haben, spielen die Null-
hypothese und die Alternative ganz verschiedene Rollen:

Interpretation der Nullhypothese:
Die Nullhypothese beschreibt ein “einfaches Erklarungsmodell” oder die Abwesenheit
des Effekts, dessen Existenz man statistisch untersuchen mochte. Das Vorliegen eines
Effekts zu belegen bedeutet also, die Nullhypothese zu verwerfen.

Die Alternative dient oft nur dazu, die Typen von Effekten zu spezifizieren, fiir die man
sich interessiert, und auch dazu, die Qualitit eines Tests zu messen.

Definition 3.12 (Test) Ein (nichtrandomisierter) statistischer Test fiir die Nullhypo-
these Hy wird durch einen Verwerfungsbereich V€ A gegeben. Liegen die Beobachtungsda-
ten w im Verwerfungsbereich V , so verwerfen wir die Nullhypothese; andernfalls verwerfen
wir sie nicht.

Man beachte die Sprechweise: “nicht verwerfen” der Nullhypothese, nicht etwa “bestétigen”!
Die Situation zwischen “verwerfen” und “nicht verwerfen” ist nicht symmetrisch. Wenn
wir die Nullhypothese, z.B. p; = po, verwerfen, wollen wir “praktisch sicher” sein, dass sie
falsch ist. Wenn wir sie nicht verwerfen, heift das nicht, dass die Nullhypothese richtig ist,
sondern es ist nur eine Art “Stimmenthaltung”, “Unsicherheit”: Die Daten reichen nicht
aus, die “einfache Erklarung” Hj zu widerlegen, oder die “Anwesenheit eines Effekts” zu

belegen [T

4"Daher der Name Nullhypothese.

48Diese Interpretation ist konsistent mit den philosophischen Ideen von Karl Popper, dass wissen-
schaftliche Theorien nie verifiziert werden konnen, sondern hochstens falsifiziert. Man ist an Theorien
interessiert, die viele Versuche, sie zu falsifizieren, iiberstehen.
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Randomisierung. In Pattsituationen wirft man im téglichen Leben manchmal eine
Miinze, um eine Entscheidung herbeizufiihren, fiihrt also ein Zufallsexperiment aus, das
zunéchst nichts mit der eigentlichen Frage zu tun hat. Auch dieses Vorgehen hat in der
Testtheorie ein Analogon:

Definition 3.13 (Randomisierung) Fin randomisierter statistischer Test fiir die Null-
hypothese Hy wird durch eine A-messbare Funktion ¢ : Q@ — [0, 1] gegeben, Verwerfungs-
funktion genannt. Gegeben Daten w € €2, wdhlt man in einem unabhingigen Hilfszufalls-
experiment eine uniform auf [0, 1] verteilte Zufallszahl r. Ist r < p(w), so verwirft man
die Nullhypothese; andernfalls verwirft man sie nicht.

Den Spezialfall, dass ¢ nur die Werte 0 und 1 annimmt, kann man als einen nichtrando-
misierten Test mit Verwerfungsbereich V = {w € Q| p(w) = 1} auffassen. In diesem Fall
ist also ¢ = 1y.

Man kann randomisierte Tests auch auf nichtrandomisierte Tests zuriickfithren, indem
man das Ergebnis r € [0, 1] des Hilfszufallsexperiments als eine weitere Komponente zu
den Daten hinzunimmt. Formal gesagt: Aus einem randomisierten statistischen Test

00— [0,1] (813)

iiber einem Rahmenmodell (2, A, P) wird ein nichtrandomisierter statistischer Test {iber
dem Rahmenmodell (2 x [0,1], A ® B([0, 1]),P’), wobei

P' = {P x uniform[0, 1]| P € P} (814)
mit dem Verwerfungsbereich
V={(w,r) € Qx[0,1]] r < p(w)}. (815)

Fehlertypen bei Tests. Beim Testentscheid konnen zwei verschiedene Arten von Feh-
lern auftreten:

H H,y wahr ‘ H, falsch
Hj nicht verwerfen || richtige Entscheidung | Fehler 2. Art
Hy verwerfen Fehler 1. Art richtige Entscheidung

Beispiel: Ein Feuermelder soll die Nullhypothese “Es brennt nicht” testen. Ein Fehler
erster Art liegt vor, wenn der Feuermelder grundlos Alarm schldgt. Ein Fehler zweiter Art
liegt vor, wenn das Haus brennt, aber der Feuermelder nicht alarmiert.

Ziele fiir gute Tests. Beim Entwurf eines guten Tests steht man vor den kontréren
Zielen, beide Fehlertypen moglichst zu vermeiden:

e Einerseits soll fiir alle Py € Hy die Verwerfungswahrscheinlichkeit Py(V f*°| moglichst
klein sein.

e Andererseits soll fiir alle P; € H; die Nichtverwerfungswahrscheinlichkeit Pl(Vc)m

Yhzw. Ep,[p] im randomisierten Fall
5bzw. 1 — Ep,[¢] im randomisierten Fall

156

Wichtig!



moglichst klein sein.

Definition 3.14 (Risiken, Signifikanzniveau und Macht von Tests) Das Risiko er-
ster Art eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler erster Art unter der Null-
hypothese:

PP (P € Hy) (816)

Es kann von der Wahl von Py € Hy abhdingen, wenn Hy mehr als ein Element enthdlt.
Das Risiko zweiter Art eines Tests ist die Wahrscheinlichkeit 5 fiir den Fehler zweiter
Art unter der Alternative:

B=P(V)=1-P(VF] (P €H). (817)
Das Signifikanzniveau «, abgekiirzt “Niveau”, englisch ‘significance level” oder kurz ‘le-
vel”, ist das Supremum der Risiken 1. Art:
Q= sup PO(V)ﬂ (818)
P()EH()

Die Macht 1 — 3 ist die Wahrscheinlichkeit fir die richtige Entscheidung unter der
Alternative:

Macht=1— = P (V) =1— Risiko 2. Art (P, € Hy) (819)
Diese Begriffe werden besonders einfach, wenn Hy und H; einelementig sind.

Definition 3.15 (einfache Hypothese) Fine Hypothese H C P heifit einfach, wenn
sie einelementig ist: H = {P} fir ein P € P. Andernfalls heifit sie zusammengesetzt.

Fiir einfache Nullhypothesen Hy = { P} gilt also:

Signifikanzniveau o = Risiko 1. Art = Fy(V)

Beispiel: Im obigen Beispiel ist
Hy = {binomial(ny, p) x binomial(ny, p)| 0 < p < 1} (820)
eine zusammengesetzte Hypothese, und
Hy = {binomial(n;, 107%) x binomial(n,, 107%)} (821)

eine einfache Hypothese.

Shzw. Ep,[p] im randomisierten Fall
52bzw. 1 — Ep, [¢] im randomisierten Fall
»supp, e 7, Ep, ) im randomisierten Fall
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Interpretation des Testproblems. Die Minimalinterpretation von Wahrscheinlich-
keiten

e Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 bedeutet praktisch sicheres Eintreten,
e Wahrscheinlichkeit nahe bei 0 bedeutet praktisch unmégliches Eintreten,
e Wahrscheinlichkeit weder nahe bei 0 noch bei 1 bedeutet Unsicherheit

vgl. Seite [19] ist genau an die Interpretation von statistischen Tests angepasst; sie ist
sogar dadurch motiviert:

Man wéhlt das Signifikanzniveau « so nahe bei 0, dass man Fehler erster Art als “prak-
tisch unméoglich” ansieht Y] Damit wird der Testentscheid “Hy verwerfen” interpretiert
als: “Es ist praktisch unmoglich, dass Hy den Daten zugrundeliegt.” Dementsprechend
wird Testentscheid “Hj nicht verwerfen” so interpretiert: “Die Nullhypothese H, kann
nicht mit der nétigen Sicherheit ausgeschlossen werden.”

3.3.1 Optimale Tests bei einfachen Hypothesen

Wir betrachten ein statistisches Modell (€2, A, P) und zwei einfache Hypothesen H, =
{F} € P und H, = {P;} C P mit Likelihoodquotienten dP;/dF,. Wir geben uns eine
Schranke ag; fiir Signifikanzniveaus vor und stellen folgendes Optimierungsproblem:

Unter allen Tests mit Signifikanzniveaus o = FPy(V) < gy finde man denjenigen oder
diejenigen mit grofter Macht 1 — 8 = Py (V).

Zur Veranschaulichung betrachten wir folgendes mathematisch analoges “Rucksackpro-
blem”: Wir sollen Gegenstéinde wy,...,w, in einen Rucksack packen. Jeder Gegenstand
w; hat ein Gewicht py; und einen Wert p; ;. Wir kénnen maximal das Gewicht .,y tragen.
Wie sollen wir den Rucksack mit einem moglichst grofem Gesamtwert bepacken, ohne uns
zu iiberladen?

Ubersetzungstabelle:
Testproblem ‘ Rucksackproblem
Stichprobenraum (2 Menge der Giiter
Verwerfungsbereich V' C 2 Menge der Giiter, die wir einpacken
Signifikanzniveau a = Fy(V') Gewicht der eingepackten Giiter

Wabhrscheinlichkeit unter Hy von w;: po; = Po({w;}) | Gewicht des Guts w;

Wabhrscheinlichkeit unter H; von w;: py; = Pi({w;}) | Wert des Guts w;

Macht 1 — 5= P (V) Wert der eingepackten Giiter

Likelihoodquotient fi—g(w) Wert pro Gewicht des Guts w

54In der statistischen Praxis nimmt man allerdings oft “unwahrscheinlicher als 5%” schon als “praktisch
unmoglich”, d.h. man toleriert noch vergleichsweise hohe Fehlerwahrscheinlichkeiten.
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Beispiel: Nemen wir an, wir kénnten 11,1 Kilogramm tragen, und wir haben die folgen-
den Giiter zur Auswahl{?]

Gut Wert | Gewicht | Wert pro Gewicht
Gold | 1000€ | 0,1kg 10000€ /kg

Silber | 500€ | 1kg 500€ /kg

Eisen | 100€ | 10kg 10€/kg

Steine | 200€ | 10000kg | 0,02€ /kg

Intuitiv ist vollig klar, wie man den Rucksack bepacken soll:
e Man nimmt zuerst das Gold (10000€/kg).
e Kann man noch mehr tragen, dann nimmt man das Silber (500€ /kg).
e Kann man immer noch mehr tragen, dann nimmt man das Eisen (10€ /kg),
e und Steine nur dann, wenn man nicht vorher schon voll bepackt ist.

Anders gesagt: Wir nehmen nur Giiter mit hohem spezifischen Wert, aber keine mit
niedrigem spezifischen Wert.

Ubersetzt ins Testproblem:

Satz 3.16 (Neyman-Pearson-Lemma — diskreter Fall) Gegeben seien Q2 = {wy,...,wy,},
A =P(Q) und zwei einfachen Hypothesen Hy = { Py} und Hy = { P}, wobei

Py=> poibu, (822)
=1

P = Zpl,i(swi (823)
1=1

mit positiven Wahrscheinlichkeiten po;,pi1; > 0. Die w; seien nach absteigenden Like-
lihoodquotienten

dP, P
—(w;) = — 824
dPO( ) pO,i ( )
angeordnet:
Pris Pz, 5 D (825)
Do Po,2 Pon

Gegeben k € [n], sei T der Test mit dem Verwerfungsbereich

V =Awi,...,wk}. (826)
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Dann gilt fiir jeden Test T' mit einem Verwerfungsbereich V' C Q:
Wenn Py(V') < Py(V), so folgt Pi(V') < P (V). (827)
Anders gesagt ist T optimal im folgenden Sinn: Wichtig!

Jeder Test T' mit dem gleichen oder hichstens kleinerem Signifikanzniveau wie T hat eine
kleinere oder hochstens gleiche Macht wie T'.

Wir verallgemeinern diesen Satz sofort in mehrfacher Hinsicht:

e Einerseits lassen wir beliebige Stichprobenrédume (2 statt nur endlicher 2 zu.

e Andererseits betrachten wir auch randomisierte Tests.

Zuerst der nichtrandomisierte Fall:

Satz 3.17 (Neyman-Pearson-Lemma — nichtrandomisierter Fall) Es seien (2, A, P)
ein statistisches Modell und Hy = { Py}, Hy = {P1} zwei einfache Hypothesen mit Like-
lihoodquotienten dPy /dPy. Weiter sei ein Test T' mit einem Verwerfungsbereich V' gegeben.
gegeben. Es existiere ein ¢ > 0, “kritischer Wert” genannt mit der Eigenschaft

dP1 dPl
an cyclds U 898
{dPO >C} =V = {dPo —C} (828)

Dann ist T im folgenden Sinn optimal: Jeder weitere Test T mit Verwerfungsbereich V' Wichtig!
mit dem gleichen oder kleineren Signifikanzniveau

Fy(V') < R(V) (829)
hat kleinere oder hichstens die gleiche Macht:

P(V') < (V) (830)
Nun zum allgemeinen Fall:

Satz 3.18 (Neyman-Pearson-Lemma — randomisierter Fall) Es seien (2, A, P) ein
statistisches Modell und Hy = { Py}, Hy = {P1} zwei einfache Hypothesen mit Likelihood-
quotienten dPy/dPy. Weiter sei ein randomisierter Test T mit einer Verwerfungsfunktion
v : Q —[0,1] gegeben. Es existiere ein kritischer Wert ¢ > 0 mit der Eigenschaft

1{ﬁ>c}§(p§1{ﬁzc}. (831)

dPy dPy

Dann ist T im folgenden Sinn optimal: Jeder weitere randomisierter Test T' mit einer Wichtig!
Verwerfungsfunktion ¢ mit dem gleichen oder kleinerem Signifikanzniveau

EPO [901] < EPO [30] (832)

hat kleinere oder hichstens die gleiche Macht:
EPl [90/] < EPl [90] (833)

5Die angegebenen Preise dienen nur zur Veranschaulichung; sie sind nicht realistisch.
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Der nichtrandomisierte Fall ist im randomisierten Fall als Spezialfall ¢ = 1y, ¢’ = 1y
enthalten. Es geniigt daher, den randomisierten Fall zu beweisen:
Beweis: Wir zeigen zuerst fiir alle w € 2

(o) — () (j—i})(w) - ) > 0. (834)

Gegeben w € (2, unterscheiden wir hierzu drei Félle:

o [st
dpP,
so ist die linke Seite in (834)) gleich 0.

o [st
apP,

so gilt p(w) < P nach der Voraussetzung (831)) und daher

pw) —¢'(w) < —¢'(w) <0, (837)
so dass beide Faktoren auf der linken Seite in (834 < 0 und damit ihr Produkt > 0
ist.
o Ist
dPy

so gilt ¢(w) > 1P nach der Voraussetzung (831)) und daher
pw) —¢'(w) 21-¢'(w) 20, (839)

so dass beide Faktoren auf der linken Seite in (834)) > 0 und damit ihr Produkt
wieder > 0 ist.

56Genauer gesagt gilt hier sogar Gleichheit, doch das brauchen wir hier nicht.
57Genauer gesagt gilt auch hier Gleichheit.
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Wir bilden die Erwartung beziiglich Py in (834) 1

osonfe- (22

dP,
= Ep, {(s@ - w’)d—%} — cEp, [p = ¢]
= Ep [¢ — @] — cEp [p = ¢]
< Ep, [ — ¢'] (wegen ¢ > 0 und Voraussetzung (832)))
- EPl [90] - EP1 [90,]

Es folgt die Behauptung (833)).

(841)

O

Definition 3.19 (Likelihood Quotienten-Tests) Tests mit einem Verwerfungsbereich
V' mit der Figenschaft (828 @ heiffen Likelihood-Quotienten-Tests, synonym Neyman-

Pearson-Tests.

Bemerkung: Hat der Likelihood-Quotient dP; /d P, eine kontinuierliche Verteilung unter

Py, so gilt
dPy
P _— —
’ {dp 0 C] ’

und damit auch

dP;
P — T p—
' {dp 0 C] 0

In diesem Fall spielt es keine Rolle, ob man

dP; dP
V=<— d V=<-—2>
{dPO >C} oder {dPO C}

oder etwas dazwischen wahlt. Insbesondere in diskreten Modellen kann jedoch

dpP,
P —_— =
O[dPO C:| >0

8Bei der Rechnung verwenden wir die Rechenregel

dP; dP;
X—dF, = XdP, = Ep, | X
{ dPJ / dPod 0 /Q P nlXl,

die fiir jede Zufallsvariable X gilt, fiir die diese Erwartung existiert.
hzw. im randomisierten Fall mit einer Verwerfungsfunktion mit der Eigenschaft (831
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gelten. Um ein vorgegebenes Signifikanzniveau genau zu treffen, kann es sinnvoll sein, V'

echt zwischen {g—g > c ¢ und % > c} und wenn notig eine Randomisierung vorzuneh-

d
men.

Beispiel (Analogie): Im Rucksackproblem von oben nehmen wir an, dass wir bkg tragen
konnen. Es ist dann optimal, dass wir alles Gold (0.1kg), alles Silber (1kg), aber nur einen

Teil des Eisens (3,9kg von 10 kg) einzupacken. Dem “Zerteilen” des Eisens in der Analogie

entspricht dann dem “Zerteilen” des Ereignisses {Z—g = c} mittels Randomisierung. In

der Praxis beim Testen wird es zwar nur selten angewandt, in anderen Zusammenhéngen
dagegen schon.

In der Praxis verwendet man meist den Kehrwert % von
Unterschied:

Py
dPy*

AP, 1 dP,
— < =q—-— ) 846
{dP1 ¢ } {dP0>C} (846)
Beispiel: Es seien X1, ..., X, i.i.d. normalverteilte Daten mit unbekannter Erwartung pu
und bekannter Varianz o2 = 1. Wir verwenden also das Rahmenmodell

Das macht aber keinen

Q=R", (847)
A = B(R"), (848)
P = {N(u,1)"| 4 € R} (849)
mit den kanonischen Projektionen Xi,..., X, : R* — R. Wir entwerfen jetzt einen

Likelihood-Quotienten-Test zum Signifikanzniveau « fiir die Nullhypothese Hy: u = 0,
also

Hy = {N(0,1)"} = {Fo}, (850)
bei der Alternative Hy: p = puq, also
Hy = {N(u1, )"} = {P}} (851)

mit gegebenem p; # 0.
Das Maf} P, hat die Dichte

fM:%@4K@IWWM%(ﬁmW%KM,(W)
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Wir erhalten den Likelihood-Quotienten

n

TR = i = {% Sl (- m} = o exp {m z} ()

J=1

Man beachte, dass man nicht alle Datenpunkte X, ..., X,, einzeln kennen muss, um den
Likelihood-Quotienten % zu berechnen; in diesem Beispiel geniigt die Summe

Si=) X, (855)
j=1

Wir bestimmen jetzt die Niveaumengen

dPy

die als Verwerfungsbereich im Neyman-Pearson-Test auftreten. Hierzu unterscheiden wir
zwei Félle:

nu%

1. Fall: Fiir g1 > 0 ist die Abbildung s — e~ 2 exp{u1$} monoton steigend, also erhalten
wir fiir jedes s € R mit dem zugehorigen kritischen Wert

2

c= exp{—% + ps} (857)
den Verwerfungsbereich
AP

Um ein bestimmtes Signifikanzniveau a zu realisieren, wahlen wir s so, dass
PS> 8] =« (859)

gilt. Nun folgt aus Lp (X1,...,2,) = N(0,1)" mit der Faltungseigenschaft der Normal-
verteilung, Satz [2.58, die Aussage

»CPO(S> = N(07 TL), (860>

also

Lp, (%) = N(0,1). (861)

Bezeichnen wir mit ® : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
N(0, 1), also

O(t) = \/Lz_w/ o7 dr, (862)

164



so folgt

PO[S>5]:PO{%>%]:1—P0[%g%}:1—¢(%> (363)

und damit die Bedingung

a=1-0 (%) (864)

oder dquivalent
5=+vnd (1 -a). (865)

Mit der Abkiirzung

Z = (366)

S

erhalten wir daher den Verwerfungsbereich

V={S>vnd'1-a)}={Z>d'(1-a)} (867)
2. Fall: Fiir ;3 < 0 ist die Abbildung s — ez exp{p1s} monoton fallend, also diesmal

dP
V:{d—P;>c}:{S<s} (868)
statt (858)). Analog zu oben gilt

a=PRy(V)= R[S < s = (%) , (869)

und wir erhalten diesmal den Verwerfungsbereich
V={S<vnd ()} ={Z<d a)}. (870)
Fiir den Testentscheid ist also in beiden Féllen nur der Wert von Z notig.

Definition 3.20 (Teststatistik, Statistik) Fine Zufallsvariable T : Q@ — R (oder all-
gemeiner ein Zufallsvektor T'), der den Verwerfungsbereich V,, fiir jede Wahl des Signifi-
kanzniveaus o bestimmt, wird Teststatistik genannt. Allgemeiner heifit eine vom Statisti-
ker gewdhlte messbare Abbildung X : Q — R, die den Daten Zahlenwerte zuordnet, eine
Statistik.
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Im Synonym “Statistik” fiir “Zufallsvariable” schwingt also stets zusétzlich die Konnota-
tion mit, dass die Abbildung vom Statistiker zu einem bestimmten Zweck gewéhlt wurde,
z.B. um einen Testentscheid darauf aufzubauen.

Beispiel (Fortsetzung): Die Teststatistik

1 n
7=—3Y X (871)
ﬁ; ’

vgl. Formel (866)), im obigen Beispiel ist unter der Nullhypothese, Mafl P, standardnor-
malverteilt und unter der Alternativhypothese, Mafl Py, N(y/nuy, 1)-verteilt. Thr Wert
geniigt, um den Likelihood-Quotienten-Test im Beispiel durchzufiihren.

Zur Wahl von Teststatistiken ist der folgende Begriff der suffizienten Statistik sehr niitzlich:

Definition 3.21 (suffiziente Statistik) Es sei (2, A,P) ein statistisches Modell, so
dass alle Py, Py € P eine Dichte dPy/dPy zueinander besitzen, z.B. ein dominiertes Modell
mit positiver Likelihoodfunktion. Eine Statistik X : Q — R? heifit suffizient fiir (Q, A, P),
wenn es fir alle Py, P, eine Borel-messbare Funktion f : R? — R mit der Eigenschaft

dpP,

aB, = f(X) Py-fast sicher (872)

gibt, also der Likelihood-Quotient fl—% nur von X abhdngt.

Anschaulich gesprochen enthélt eine suffiziente Statistik alle fiir statistische Schliisse im
Modell relevanten Informationen. Zum Beispiel geniigt offensichtlich der Wert X (w) ei-
ner suffizienten Statistik X (zusammen mit einer von den Daten unabhéngigen, uniform
auf [0,1] verteilten Zufallszahl r, falls randomisiert werden soll) zur Ausfiihrung eines
Likelihood-Quotienten-Tests.

Lemma 3.22 (Kriterium fiir Suffizienz) Es sei (€2, A, (Py)geco) €in parametrisches sta-
tistisches Modell mit dominierendem MafS p und positiver Likelithoodfunktion L > 0,
L:Qx0O6 = RT. Weiter sei X : Q — R? eine Statistik und

g:RYx 0 =R, (873)
h:Q—RT (874)

messbare Abbildungen mit
L(w,0) = g(X(w), 0)h(w) (875)

fiir alle w € Q und 8 € ©. Dann ist X eine suffiziente Statistik.

Beweis: Fiir alle 0,60, € © und w € () gilt:
dP91 L(wvel) g(X(w)ael)
—(w) = = ) 876
1B, )~ L) ~ g(X(0).60) 570

Hier tritt w nur in der Form X (w) auf.
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Beispiel: Wir betrachten n i.i.d. normalverteilte Datenpunkte mit unbekannter Erwar-
tung 1 und unbekannter Varianz o?. Formaler gesagt betrachten wir das folgende stati-
stische Modell:

0 —R" (877)
A= B(Q) (878)
P ={N(u,o®)"| p € R, ¢* > 0}. (879)

Wir erhalten die Likelihood-Funktion

L:R"x (RxR"Y) - R,

L(xb s T ,u702) =

3
—
)
S~
?‘
[\&)
@
"
e}
/T\
1
—_
no
o
S
[N}
~_

- (27r02)_% exp (—T; Z(xj — ,u)2> ) (880)

Nun gilt, wenn T das Mittel der Datenpunkte x, ...z, und s2 ihre empirische Varianz
bezeichnet:

=(n—1)s2+n(@— p)? (881)

wobel wir

n

D (@ =3 @ —p) = (T —p) (Z T — nT) =0 (882)

j=1

verwendet haben. Es folgt:

n 1
L(x; p,0%) = (2m0%) ™2 exp {—ﬁ [(n—1)s; +n(T — p)?] } : (883)
o
Hier treten die Datenpunkte zy, ..., x, nur in der Kombination s und T auf. Die zweidi-
mensionale Statistik (z1,...,x,) — (T, s2) ist also suffizient.
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Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell und T': Q — R eine suffiziente Statistik. Gege-
ben eine Nullhypothese Hy = {Py} C P und eine Alternative H, = {P,} C P, schreiben
wir

dP;
o1, (884)

Damit werden alle Tests mit Verwerfungsbereichen der Gestalt
V. ={f(T) < c} oder auch V. = {f(T) < ¢} (ceR") (885)

optimal in dem Sinn, dass sie maximale Macht bei gegebenem Signifikanzniveau besitzen.

3.3.2 Variable Signifikanzniveaus und p-Wert

Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell, Hy C P eine Nullhypothese und (V,).c; eine Fa-
milie von Verwerfungsbereichen von Tests, indiziert mit einer Menge I C R und monoton
steigend im Index c:

V.CVufire<c. (886)
Eine typische Situation ist
Ve=A{f(T) < ¢} (887)

mit einer Teststatistik T, z.B. f(T') = %. Die Gesamtheit aller Testentscheidungen zu
einer Stichprobe wird mit dem folgenden Begriff des p-Werts zusammengefasst:

Definition 3.23 (p-Wert) Gegeben Beobachtungsdaten w € ), definieren wir den p-
Wert zu der Familie (V,).c; von Verwerfungsbereichen als das Infimum aller Signifikanz-
nieaus, auf dem die Hypothese Hy noch verworfen werden kann. In Formeln:

p(w) :==inf{a | c€ I, w € V.}, wobei a. := sup Fy(V,) (888)
PoEHy

das Signifikanzniveau des Tests mit Verwerfungsbereich V. bezeichnet.

Bemerkung: Gilt Hy = {F,} und V, = (., Ve, so ist das Infimum sogar ein Minimum.
Das ist zum Beispiel fiir V, = {T" < ¢} der Fall. In diesem Fall kann man den p-Wert
einfacher so charakterisieren:

Der p-Wert ist das kleinste Signifikanzniveau, auf dem die Nullhypothese bei den ge-
gebenen Daten noch verworfen werden kann.

Beispiel: Sind X1, ..., X, i.i.d. normalverteilt und testen wir die Nullhypothese

Hy = {P} = {N(uo,0*)"} (889)
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gegen die Alternative
Hy ={P} = {N(uu,0%)"} (890)

mit gegebenen Parametern p; < po und o2 > 0, so haben die Tests mit den Verwerfungs-
bereichen

Ve={Z<c¢}, ceR (891)
mit der Teststatistik
X — o
o

Z=+/n
maximale Macht bei gegebenem Signifikanzniveau. Nun gilt
Lr,(Z) = N(0,1), (893)

d.h. die Teststatistik Z ist unter der Nullhypothese standardnormalverteilt. Gegeben Da-
ten X;(w),..., X, (w), erhalten wir den p-Wert

p(w) =inf{P[Z < || Z(w) < ¢} = R[Z < Z(w)]. (894)

(892)

Allgemeiner: Gegeben seien eine Teststatistik 7' : 2 — R mit der gleichen Verteilung
Q = Lp,(T) fur alle Py € Hy, sowie Verwerfungsbereiche

Ve=A{T<c¢}, ceR (895)
Dann wird der p-Wert durch
p(w) = BT <T(w)] = Q(—o0, T(w)]), (weQ,Pye Hy) (896)

gegeben.
Der p-Wert codiert also die Testentscheidung bei variablem Signifikanzniveau a:

Codierung des Testentscheids im p-Wert:

e Wenn p(w) < «, so verwerfen wir Hy zum Signifikanzniveau o.

e Wenn p(w) > «, so verwerfen wir Hy zum Signifikanzniveau « nicht.

Der p-Wert p : © — [0,1] hier also selbst die Teststatistik einer Familie von Tests mit
Verwerfungsbereichen {p < a}, 0 < a < 1, In diesem Fall kann man daher als kritische
Werte a die Signifikanzniveaus « selbst nehmen.

Zusammenfassend anschaulich gesagt:

Interpretation von p-Werten:
Der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit unter der Nullhypothese, dass das Experiment
die tatsédchlich beobachteten Daten w oder ein noch extremeres Ergebnis liefert. Fiir
zusammengesetzte Hypothesen Hj gilt das nur, falls diese Wahrscheinlichkeit nicht von
der Wahl von Py € Hy abhéngt. Dabei wird durch die Alternativhypothese vorgegeben,
was mit “noch extremer” gemeint sein soll.

169

Wichtig!

wichtig!



Ubung 3.24 (Uniforme Verteilung des p-Werts unter der Nullhypothese) Nehmen
Sie in der Situation von eben an, dass die Verteilung QQ der Teststatistik T' unter Hy atom-

los sei, d.h. Q({a}) = 0 fir alle a € R. Zeigen Sie, dass dann der p-Wert unter allen

Py € Hy uniform auf [0, 1] verteilt ist.

Beispiel: unfairer Miinzwurf. Gegeben sei das statistische Modell fiir den unfairen
Miinzwurf

O=1{0,1}", A=P(Q), P={P=(ps+(1—p)&)| 0<p<1}. (897)

Die Statistik
S:Q={0,....n}, Sw) =) w (898)
k=1
ist suffizient, und wir haben die Likelihoodquotienten
by _ (&)S (1 - p1>n_s (899)
deo Po 1— Po ’

die fiir p; < pp monoton in S fallen. Gegeben eine Nullhypothese Hy = {P,,} und eine
Alternative Hy = {P,, } mit p; < po, gehoren also alle Verwerfungsbereiche der Gestalt

V,i={S<ch, (ce{0,...,n}) (900)

zu Neyman-Pearson-Tests. Beziiglich dieser Testfamilie lautet der p-Wert zu einer Stich-
probe w € € also

p(w) = min{ P, (V.)| ¢ € {0,...,n}, S(w) <c}

= PPO(VS(W))
= binomial(n, po) ({0, ..., S(w)})
S(w) n i -
> (3 )baa =y (901)

Seine Verteilung unter der Nullhypothese lautet

‘CPpo (p) - Zbinomial(nvpO)({S})ébinomial(n,po)({o ,,,,, s})- (902)
s=0

Die zugehorige Verteilungsfunktion ist eine Treppenfunktion, die die Verteilungsfunkton
der Gleichverteilung auf [0, 1] im Limes n — oo approximiert.
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Warnung vor falschen Interpretationen mit p-Werten! Obwohl er so praktisch
zur Codierung vieler Testentscheide gleichzeitig ist, ist es nicht leicht, eine korrekte an-
schauliche Vorstellung vom Begriff des p-Werts zu bekommen und ihn richtig zu inter-
pretieren. Seine so haufige falsche Verwendung und fehlerhafte Interpretation in den An-
wendungswissenschaften und sogar in Lehrbﬁchern@ war der Anlass fiir eine kritische
Stellungnahme der American Statistical Association (ASA E aus der hier einige Prinzi-
pien zitiert werden sollen:

e P-values can indicate how incompatible the data are with a specified statistical mo-
del.
(P-Werte kénnen anzeigen, wie inkompatibel die Daten mit einem spezifischen sta-
tistischen Modell sind.)

e P-values do not measure the probability that the studied hypothesis is true, or the
probability that the data were produced by random chance alone.
(P-Werte messen nicht die Wahrscheinlichkeit, dass die betrachtete Hypothese wahr
ist??] oder die Wahrscheinlichkeit, dass die Daten nur durch reinen Zufall entstanden
sind.)

e Scientific conclusions and business or policy decisions should not be based only on
whether a p-value passes a specific threshold.
(Wissenschaftliche Schliisse oder Geschéftsentscheidungen oder politische Entschei-
dungen sollten nicht nur darauf griinden, ob ein p-Wert einen spezifischen Wert
unter- oder {iberschreitet.)

e Proper inference requires full reporting and transparency.
(Richtige Schliisse erfordern vollstéandige Dokumentation und Transparenz.)

o A p-value, or statistical significance, does not measure the size of an effect or the
importance of a result.
(Ein p-Wert, oder statistische Signifikanz, misst nicht die GroBe eines Effekts oder
die Bedeutung eines Resultats.)

3.3.3 Konfidenzbereiche und Dualitit

Konfidenzbereiche sind eine Art “Parameterschétzer mit Toleranzangabe”. Gegeben Be-
obachtungen w € €2, mochte man eine Menge C'(w) von “plausiblen” Parametern aus-
zeichnen.

60dokumentiert in S. Cassidy, R. Dimova, B. Gigure, J. Spence, D. Stanley: Failing grade: 89% of
introduction-to-psychology textbooks that define or explain statistical significance do so incorrectly. In:
Advances in methods and practices in psychological science. Juni 2019, doi:10.1177/2515245919858072.

61 Referenz:  Ronald L. Wasserstein & Nicole A. Lazar (2016) “The ASA Statement
on p-Values: Context, Process, and Purpose’, The American Statistician, 70:2, 129-133,
DOI:10.1080/00031305.2016.1154108

62Tn der Tat: In einer frequentistischen Modellierung ergibt es gar keinen Sinn, von der Wahrschein-
lichkeit, dass die Hypothese wahr ist, zu sprechen. Schon eine solche Wahrscheinlichkeit hinzuschreiben
wiére ein Typfehler.
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Definition 3.25 (Konfidenzbereich) Es sei (2, A, P) ein statistisches Modell und 6 :
P — RY ein Pammeter Weiter sei o €]0,1] ein gegebenes Signifikanzniveau. FEine
Familie (C(w))weq von Mengen C(w) C R? heifst Konfidenzbereich, synonym Vertrauens-
bereich, zum Vertrauensniveau 1 — «, kurz (1 — «)-Konfidenzbereich, wenn gilt: wichtig!

e Fiir alle P € P ist {w € Q| 0(P) € C(w)} € A.
o Fiir alle P € P gilt

PweQO(P)eCw)}) >1—a. (903)
Dasselbe in Kurznotation:

VPeP: PO(P)eC]>1—a. (904)

Bemerkungen:

e Man beachte: Hier ist der Wert C(w) des Vertrauensbereichs zuféllig, da von der
bekannten, aber zufilligen Stichprobe w abhéngig, wihrend das unbekannte Wahr-
scheinlichkeitsmass P allquantifiziert wird und nicht zufallig ist.

e Konfidenzbereiche zu gegebenem Vertrauensniveau 1 — « sind dann am interessan-
testen, wenn sie moglichst klein sind, dhnlich wie Fehlerschranken in der Numerik
dann am interessantesten sind, wenn sie moglichst klein sind /] Man fordert daher
meist, dass die Konfidenzbereiche moglichst klein sein sollen.

e Im eindimensionalen Fall # : P — R nimmt man oft ein Intervall C'(w) als Konfi-
denzbereich. Es heifit dann Konfidenzintervall oder Vertrauensintervall.

Das folgend Lemma stellt die Verbindung zwischen Konfidenzbereichen und Tests her:

Lemma 3.26 (Dualitéit zwischen Tests und Konfidenzbereichen) FEs sei (2, A, P)
ein statistisches Modell, § : P — © C R? ein Parameter und K C Q x O so, dass fiir alle
P e P gilt:

{we Q| (w,0(P)) e K} € A (905)
Weiter sei eine Zahl 0 < o < 1 gegeben. Dann sind dquivalent: wichtig!
1. Durch
Cw):={q€6]|(wq) e K}, (we) (906)

wird ein (1 — o)-Konfidenzbereich gegeben.

53Im parametrischen Fall P = {P,| ¢ € ©} kann man zum Beispiel 0(P,) = ¢ wihlen.
64Die triviale Wahl C(w) = R? fiir alle w € € ist zwar zulissig, aber vollig nutzlos, dhnlich wie eine
Fehlerschranke der Art “der Fehler ist < oo” in der Numerik zulissig, aber voéllig nutzlos ist.
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2. Fir jedes ¢ € © mit

Ho(q) :={P € P|O(P)=q} #0 (907)
st die Menge
Vig) ={we ) (w,q) & K} (908)
der Verwerfungsbereich eines Tests der Hypothese zu einem Signifikanzniveaus < a.
Beweis:
Aussage 1. & VPeP: P(P)eC]>1—a
& VPeP: PlweQ| (w,0(P)eK})>1—« (wegen (906]))
& VPeP: Pwe | (w,0(P)) ¢ K}) <«
& VYPeP: P(V(O(P)) <a (wegen (1908)))
& VqgeOVPR € Ho(q): Po(V(g)) <« (wegen (907)))
< Aussage 2. (909)
OJ

Man kann also die Angabe eines Vertrauensbereichs als die Durchfithrung vieler Tests
gleichzeitig auffassen, wobei die Nullhypothese H variiert, aber eine obere Schranke o
fiir das Signifikanzniveau fixiert ist.

Aquivalent sind also:

e Der Parameter ¢ liegt nicht im Vertrauensbereich C'(w) bei beobachteter Stichprobe
w;

e Der Test mit Verwerfungsberich V(q) verwirft die Hypothese Hy: “0(P) = ¢” bei
der beobachteten Stichprobe w.

Stichprobenraum Omega
Verwerfungsbereich V(q)

verwerfen

omega

Konfidenzbereich C(omega)

nicht verwerfen

o
Parameter q Parameterbereich Theta

173



Beispiel (i.i.d. normalverteilte Daten): Es seien Xj,..., X,, i.i.d. normalverteilt mit
unbekannter Erwartung p und bekannter Varianz o? und X = n~'(X; + ... + X,,) ihr
Mittelwert. Weiter sei 0 < a < 1 gegeben. Dann ist fiir jedes € R die Mengd®|

Vi = {vat =t <o) (910)

der Verwerfungsbereich zum Signifikanzniveau « eines Tests der Hypothese Hy: “Erwar-
tung p”, formaler gesagt

Hy={PeP: Ep[Xi] = p}. (911)

Mit dem Dualitdatslemma [3.26] schlieBen wir, dass fiir zuféillige Stichproben w € € die
Menge

Clw)={reRlw¢V(}
{MGIRH @) — ZCD_l(a)} (912)

g

ein (1 — «)-Vertrauensbereich fiir den unbekannten Parameter y ist. Man beachte, dass
fiir kleine «v gilt: @~ () < 0, also X (w) € C(w). Der Schitzwert X (w) liegt also fiir kleine
Signifikanzniveaus «, also grofie Vertrauensniveaus 1 — a, im Vertrauensintervall C'(w).

Beispiel (Vertrauensintervall fiir ein Quantil bei nichtparametrische Modellie-
rung): Es seien nun X1, ..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit einer unbekannten, atomlosen
Verteilung P. Der Ausdruck “atomlos” bedeutet P({a}) = 0 fiir alle a € R, oder das Glei-
che mit anderen Worten gesagt: Die Verteilungsfunktion Fp von P sei stetig. Formaler
gesagt verwenden wir also das nichtparametrische Modell (€2, .4, P) mit

Q=R", (913)
A= BR"), (914)
D { pn | P st ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf B(R)}

mit stetiger Verteilungsfunktion Fp
Wir realisieren Xy,..., X, : € — R als kanonische Projektionen. Fiir P" € P sei Qp :
10, 1[— R die Quantilsfunktion zu P (Quasiinverse von Fp):

Qr(q) = sup{s € R| Fp(s) < q}. (916)

(915)

Insbesondere gilt

Vs e RVq €]0,1: Fp(s) <q & s<Qp(q), (917)

65Erinnerung: ® bezeichnet die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. Also ist ®~1(«a) das
a-Quantil der Standardnormalverteilung.
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weil P keine Atome hat, sowie
VP" € PVq €]0,1]: P(] —o0,Qp(q)]) = Fp(Qr(q) = q. (918)

Gegeben 0 < ¢ < 1, finden wir jetzt Vertrauensintervalle fiir den unbekannten Parameter

Qp(q):

Es sei

X[l] <...< X[n} (919)

die Ordnungsstatistik zu Xi,..., X,, also ist Xpjj(w) < ... < Xp,j(w) die monoton stei-
gende Anordnung von X;(w), ..., X,(w) fir w € Q.

Satz 3.27 (Vertrauensintervall fiir Quantile — untere Schranke) FEsseien1 <k <
n und 0 < g < 1. Dann ist

C = [Xp, 00f (920)

ein Vertrauensintervall fir das q-Quantil Qp(q), (P™ € P), zum Vertrauensniveau

l—a= /Oq Brn—t+1(x) de = Beta(k,n — k + 1)([0, q[), (921)

also der Verteilungsfunktion der Betaverteilung zu den Parametern k, n — k + 1 an der
Stelle ¢/

Bemerkung: Nur Vertrauensniveaus 1 —a nahe bei 1 sind von Interesse fiir die Statistik.
Hierfiir muss ¢ deutlich oberhalb des “Hauptteils der Masse” der Betaverteilung liegen.
Das Maximum der Beta-Dichte Sy ,—r+1(x) liegt bei x = % Es muss also % deutlich
unter ¢ liegen, um im fiir die Statistik relevanten Bereich zu sein.

Beweis des Satzes: Wir zeigen:

VP"eP: P"Qp(q) €eCl=1-a. (923)
Hierzu sei P" € P gegeben. Dann gilt
P[Qp(q) € C = P"[ Xy < Qp(q)] = P"[Fr(Xp) < ql. (924)

Nun ist Upy = Fp(Xpy) die k-te Ordnungsstatistik der mit der Verteilungsfunktion trans-
formierten Zufallsvariablen

(Ui == Fp(Xi))icm)- (925)

56Erinnerung an Definition Die Betaverteilung Beta(k,n — k + 1) ist die Vertelung auf B(R) mit
der Dichte
1

k— n—k
o mx f(1-2) +11]0,1[($) = Brn—k+1(2). (922)
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Unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P™ sind die Uy, ..., U, i.i.d. uniform auf dem Ein-
heitsintervall [0, 1] verteilt, denn

Va €]0,1[: P"[U; < a] = P"[Fp(X;) < a] = P"[X; < Qp(a)] = Fp(Qp(a)) = a. (926)

In Satz (Verteilung von Komponenten der Ordnungsstatistik) haben wir gezeigt, dass
hieraus folgt:

Lpn(Upy) = Beta(k,n — k+1). (927)

Es folgt:
P"(Qr(q) € C] = P"[Uy < a] = Beta(k, n — &+ 1)([0, ) (925)
O

Hier ist eine Version des Satzes fiir Vertrauensintervalle “in umgekehrter Richtung”:

Satz 3.28 (Vertrauensintervall fiir Quantile — obere Schranke) Fir 1 < k < n,
0 <q<1listC=]—o00, Xyl ein Vertrauensintervall fiir Qp(q), P* € P, zum Vertrau-
ensniveau

1
1—a-— / Brn—k+1() dx (929)

Dieser Satz folgt aus dem vorhergehenden Satz [3.27, indem man “links” und “rechts”
vertauscht, formaler gesagt die X; durch —X; ersetzt. Wir verzichten auf die Ausfithrung
im Detail.

Man kann die beiden Sétze [3.27] und [3.27] auch kombinieren, um “zweiseitige” Vertrau-
ensintervalle der Gestalt C'(w) = [a(w),b(w)] zu bekommen. Wir untersuchen das erst
abstrakt:

Satz 3.29 (Kombination von Vertrauensbereichen — Abstraktion zu zweisei-
tigen Vertrauensbereichen) Es seien (£, A, P) ein statistisches Modell und Cy,Cy :
Q — P(O) zwei Vertrauensbereiche fiir einen Parameter 0 : P — © zu den Vertrauens-
niveaus 1 — aq bzw. 1 — o, wobei oy + a9 < 1. Dann ist der Durchschnitt C; N Cy ein
Vertrauensbereich zum Vertrauensniveau 1 — (a1 + az).

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
VPeP: PO(P)eCi|>1—« (930)
fiir ¢ = 1, 2. Es folgt fiir jedes P € P:
PlO(P) € C;NCy) =1— P[O(P) ¢ Cy oder (P) ¢ Cs]
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Korollar 3.30 (Zweiseitige Vertrauensintervalle fiir Quantile) In der Situation des
Modells (913)—(913)) ist fir 1 <k <l <n und 0 < q <1 das zufillige Intervall

C = [Xp, Xp] (932)
ein Vertrauensintervall zum Vertrauensniveau
1 q
l—a=1- / Brn—k+1(x) dr — / Bin—i41(x) de, (933)
q 0
falls av < 1.
Das ist natiirlich nur im Fall
— << — (934)
n n

interessant.

Beispiel: Einseitige Konfidenzintervalle im Binomialmodell. Wir betrachten das
1-parametrische Modell (€2, A, (Pp)o<o<1) mit

Q=1{0,....n}, (935)
A= P<Q)’ (936)
Py = binomial(n,d), (0<60<1). (937)

Fiir Nullhypothesen Hy = {Py,} und Alternativen Hy = {Py, } mit 6; > 60, haben die
Verwerfungsbereiche der Neyman-Pearson-Tests alle die Gestalt

Vi={k,...,n} mit k€ {0,...,n}. (938)

Die Niveaus Py, (V) dieser Tests héngen monoton steigen von 6, € [0,1] ab. Um das
zu sehen, betrachten wir “Hilfszufallsvariablen”: Es seien Uy, ..., U, uniform auf [0, 1]
verteilte Zufallsvariablen auf einem “Hilfs-Wahrscheinlichkeitsraum” (€', A’, P"). Dann
sind fiir jedes 0 € [0,1] die Zufallsvariablen 1y,<gy, ¢ € [n], i.i.d. 00; + (1 — 0)do-verteilt,
also ihre Summe

Sp = Li,<o (939)
i=1
binomial(n, 6)-verteilt:
Lp(Sy) = Py, (940)
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Nun gilt fiir 0 <6 <6 < 1:

Vi€ [n]: {U, <0} C{U; <0}

= Vi€ [n] : 1{Ui§9} < 1{U¢§9’}
= S@ S S@/

Mit anderen Worten gesagt: Das Signifikanzniveau Py(V})) des Tests mit Verwerfungsbe-
reichs Vj, zur Nullhypothese Hy(0) = { Py} steigt monoton in 6.

Weiter gilt fiir die k-te Ordnungsstatistik Uy der Uy, ..., U, die folgende Aquivalenz:
Uy<0 <& Sp=>k. (942)
Wir schlielen mit Satz (Verteilung von Komponenten der Ordnungsstatistik):
Py(Vi) = P'|Upyy < 0] = Beta(k,n — k + 1)[0, 0]. (943)

Wir setzen fiir 0 < o < 1und k € {0,...,n}:

(o k) = sup{f : Py(Vx) < a} = a-Quantil von Beta(k,n — k +1) fiir k > 0,
LA fiir k=0
(944)
und
Co(w) = [q(a,w), 1] fir w € Q. (945)

Wir zeigen nun, dass das zufillige Intervall C,, ein Konfidenzintervall zum Vertrauensni-
veau 1 — « fiir den Parameter 6 ist. Zu zeigen ist also:

VO €0,1]: BleCy]>1—a. (946)
Gegeben 6 € [0, 1], schliefen wir mit der Abkiirzung
k(a,0) := max{k € {0,...,n}| Po(Vk) > a} (947)
Folgendes:
e Im Fall 6 =0:

PloeC)=PRl{we0>qaw]=P{0})=1>1—a  (948)

e Im Fall # > 0 gilt wegen der Monotonie (941 von Py(V,,) in 6 und der Definition
(944]) von g(a,w) die Implikationskette

P(Vy,)>a = 0>qla,w) = 60€Cy(w) (949)
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und daher (mit der Konvention V,,,; := 0):

Pl0 € Co] > Py({w € Q| Py(V.) > a})
—Py({0, .., k(,0)}) = 1 — Py(Vitas)s1)

~

:chm,e)“

>1—a, (950)
weil Py(Vi(a,0)+1) < o nach der Definition (947) von k(o 6).
Damit ist die Behauptung (946)) in jedem Fall gezeigt.

3.3.4 Einige Standardtests

Der Einstichproben-t-Test Es seien X;,..., X, i.i.d. normalverteilte Daten. Anders
als frither nehmen wir an, dass sowohl der Erwartungswert als auch die Varianz der X;
unbekannt seien. Wir verwenden also das 2-parametrische Modell

Q=R", (951)
A = B(R"), (952)
P ={P,,2| p €R, 0% > 0}, wobei P,,2 = N(u,0%)", (953)

und beschreiben die Daten durch die kanonischen Projektionen X; : R” — R, i € [n]. Wir
entwickeln nun Tests (oder dual ausgedriickt: Konfidenzintervalle) fiir den unbekannten
Erwartungswert p.

Bei bekannter Varianz o2 hatten wir die folgende Teststatistik zur Hypothese

Ho(po,0°) = {Buoo?} (954)
verwendet, siche Formel (892)):
X —
Z = n— R L, L(Z)=N(0,1). (955)

Bei nun unbekannter Varianz liegt es nahe, statt einer im Modell angenommenen Varianz
o? die Schitzung

BRI /T o (956)

n—1

also die empirische Varianz zu verwenden:
Definition 3.31 (t-Statistik) Die Statistill"|

T .= \/HM (957)

SX
heifst die t-Statistik.

Tsx = /s%
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Wir untersuchen nun die Verteilung der t-Statistik unter der zusammengesetzten Hypo-
these

Ho(po) = {Pyp| 0% > 0} (958)

bei gegebenen . Insbesondere zeigen wir, dass diese Verteilung fir alle P, ,2 € Ho(fo)
die Gleiche ist, genauer gesagt weder von gy noch von o2 abhingt.

Lemma 3.32 (Verteilung von Termen in der t-Statistik) FEssei (Xy,...,X,) P, 02-
verteilt. Dann hat der zweidimensionale Zufallsvektor

(L - ) 1) (950)

g

die Verteilung N(0,1) x x2_,, wobei x2_, die x*-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
bezeichnet [

Beweis: Es sei

7, =21 (e ). (960)
Dann sind 71, ..., Z, i.i.d. standardnormalverteilt, also
Z = (Zy,..., Zy) (961)
N(0, 1,,)-verteilt. Wir setzen
1 1
vi=—1|:] €eR" (962)

v ist ein Einheitsvektor: [Jv]|; = 1. Dann gilt{"]

n

\/5(70— ) _ 7 % ;Zj — 'z (963)

und

-1 2 n o
=Dk _ 1y =32 -2 = 12— w2 = (e — 023 (964)

j=1

o

8 Erinnerung: Die x?-Verteilung x2_; mit n — 1 Freiheitsgraden ist die Verteilung von ||X[|3, wenn X
(n — 1)-dimensional standardnormalverteilt ist, siehe Definition
097 = L(Zy + ...+ Z,) bezeichnet das Mitel der Z;.
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Wir interpretieren das geometrisch: v*Z ist die Komponente von Z in Richtung von v,
und 1, — vv' ist die orthogonale Projektion auf den Orthogonalraum von v. Nun ist die
Dichte

n 1
~ ) F exp 5 lo12) (965)
der n-dimensioanlen Standardnormalverteilung £(Z) = N(0, 1,,) rotationsinvariant um
den Nullpunkt, also ist auch £(Z) rotationsinvariant. Folglich ist die Verteilung von
(' Z, [|(1n — v0") Z]3) (966)

die Gleiche fiir alle Einheitsvektorenv € R™. Insbesondere konnen wir v durch e =
(0,...,0,1)" € R™ ersetzen:

LO'Z,||(1, —v')Z]3)
=L(Z, |(Z1, ..., Zn-1)ll3

L(e'Z,||(1, —eet)ZH%)

) =N(0,1) X Xy (967)
0J

Korollar 3.33 (Verteilung der t-Statistik unter der Nullhypothese) Die Vertei-
lung der t-Statistik

X
T=+vn

968
- (96)
unter P, ,2 ist fiir alle 0® > 0 die Gleiche, nimlich diejenige von
X
Th1=Vn—1——, (969)
Yn—l
wenn
L(X,Y, 1) =N(0,1) x x2_,. (970)

Beweis: Wir schreiben

n(X —
(n—1)s%/o?
Hier sind Zéhler und Nenner unabhéngig voneinander; der Zéhler ist standardnormalver-

teilt, und das Argument der Wurzel im Nenner ist x2_,-verteilt. Es folgt die Behauptung
L(T)=L(T,-1)-

Definition 3.34 (Student-t-Verteilung) Die Verteilung von
X
T, =+vVn—es,
vn v
wenn X und Y, uabhingig sind mit L(X) = N(0,1) und L(Y,) = x2, wird Student-t-
Verteilung oder kurz t-Verteilung mit n Freiheitsgraden genannt und mit t, bezeichnet.m

(972)

70«Student” war das Pseudonym, unter dem William Sealy Gosset seine Arbeiten zur Statistik
veroffentlichte. Sein Arbeitgeber, eine Bierbrauerei, hatte ihm némlich die Publikation von Arbeiten
verboten, um den Verrat von Betriebsgeheimnissen zu verhindern.
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Lemma 3.35 (Asymptotik der t-Verteilung fiir grofle Freiheitsgradzahlen) Fiir
t — oo konvergiert t,, schwacH Y gegen die Standardnormalverteilung.

Beweis: Wir realisieren X,Y,, als Z = Zy und Y,, = ||(Z1, ..., Z,)||3 mit einer i.i.d. Fol-
ge (Z;)ien standardnormalverteilter Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P). Nach dem starken Gesetz der groen Zahlen, Satz [2.109] gilt

YTL 1 B n—,oo .
— == Z Z} %1 P-fast sicher (973)
no né
j=1
Es folgt
T, = \/ﬁ? = % X P-fast sicher, (974)
n Yy

also fiir jede stetige, beschrankte Testfunktion f: R — R:
E[f(T,)] == B[f(X)] (975)
nach dem Satz von der dominierten Konvergenz. Das Gleiche anders ausgedriickt:

T, -5 X. (976)

n—oo
0J

Lemma 3.36 (Dichte der Student-t-Verteilung) Die Student-t-Verteilung t,, besitzt
die Dichte

Fult) = LTZ (ﬁ + 1)+ . (977)

Bemerkung: Diese Dichte f,(¢) fallt fiir [{| — oo nur mit einem Potenzgesetz, genauer
gesagt nur wie const -[t|~("*1) ab, also sehr viel langsamer als die Dichte (27)~1/2e~*/2,
die superexponentiell schnell abfillt. Daher sind die fiir das Testproblem wichtigen g¢-
Quantile der Student-t-Verteilung ¢, fiir ¢ nahe bei 0 oder nahe bei 1 viel Betragsgrofer
als jene der Standardnormalverteilung. Dieser Effekt ist fiir kleine Freiheitsgradzahlen,
also kleine Stichprobengrofien, besonders spiirbar. Hier ist es daher besonders wichtig,
die t-Verteilung statt der Standardnormalverteilung zu verwenden, wihrend bei grofien
Stichprobenanzahlen der Unterschied nicht mehr so ausgeprigt ist.

Beweis des Lemmas: Es sei

L(X,Y,) =N(0,1) x x2. (978)

"' Erinnerung: Die schwache Konvergenz von Zufallsvariablen oder auch von Verteilungen wurde in

Definition [2.115| eingefiihrt.
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Dann hat der Zufallsvektor (X,Y;) die gemeinsame Dichtd"|

) L2 27" ey (979)
T,Yp) = ——€ . e .
= Jon r(n/2)"

Dichte v:)rn N(0,1) Dicht;;on x2

=Gamma(a=1/2,5=n/2)
Wir setzen
X
MR
Wir berechnen die Dichte f(q,y,) des Zufallsvektors (@, Y,):
Der Diffeomorphismus

(980)

G:R xR = R x R, G(x,y):(m,y> (981)

VY
hat die Inverse

G Ha.y) = (avy.y) (982)

mit der Jacobideterminante
=Y. (983)

Nach der Transformationsregel, Satz hat also der Zufallsvektor (@Q,Y,,) die Dichte
fawy = fexy (G7Ha,y)| det DG (g, y)]

_9q
det DG (g, y) = ‘\(/)y Y

1 27% q2y n—1 Y
= ——7=e 2y ez (984)
Integration iiber y liefert die Dichte von Q:
1 2_% e 2 y n—1 F (n_—H) n+1
fol@) = =t [ eI T dy = 2 ) (o)
¢ V2r T (%) Jo VAl (3)
r(ep) ()
Damit hat
T, = ViQ (986)
die Dichte

1 t

0= 7=fo (). (987)

" Erinnerung: Fiir die Dichte der Gammaverteilung Gamma(a, s) siche Formel . Zur Beziehung

wie behauptet.

X2 = Gamma(a = 1/2,s = n/2) zwischen der x2-Verteilung und der Gammaverteilung siehe For-
mel (302]).
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Fassen wir zusammen:

Ein-Stichproben t-Test fiir die Erwartung:

Modell:
0 =R", (988)
A = B(R"), (989)
P ={N(u,o®)" peR, o* >0}, (990)
Xy, ..., X, : 2 = R Koordinatenabbildungen. (991)
Nullhypothese:
Hy = {N(o,0*)"| 0? > 0}, (992)
also Hy: “p = po” mit gegebenem g € R.
Alternativhypothese:
Hy = {N(u,0*)"| p > po, o* > 0}, (993)
Iso Hy: “p > po”.
Teststatistik:
T = \/57 — o (994)
Sx
Fiir alle Py € Hy hat die Teststatistik 1" die gleiche Verteilung
Lp(T) =t,1, (995)
also die Student-t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
Verwerfungsbereich zum Signifikanzniveau «:
V= {T >ty 11 0}, (996)
wobei t,_11-o das 1 — a-Quantil von ¢,_; bezeichnet. Dann gilt:
VP € Hy: Py(Vy,) =« (997)
Bemerkungen:
1. Der t-Test ist unverfilscht im folgenden Sinn:
VP, e HHVPy € Hy: Py(Vo) <a< Pi(V,). (998)
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Es ist sogar ein bester unverfélschter Test im folgenden Sinn: Fiir jeden anderen Test
im gleichen Rahmenmodell mit einem Verwerfungsbereich V,, mit

VP, € HHYPy € Hy: Py(V,) <a < P(V,) (999)

gilt

VP € Hy: Pi(Vy) > Pi(Va). (1000)

Der t-Test hat also unter allen unverfalschten Tests bei gegebenem Niveau gleichméfig
die grofite Macht. Ein Beweis dieser Aussage wird in Satz (10.19) im Buch “Stocha-
stik” von Hans-Otto Georgii (De Gruyter Lehrbuch 2009) gegeben.

2. Analog erhilt man einen ein-Stichproben-t-Test fiir die Alternative Hi: “u < po”
statt Hy: “pu > pg” mit dem Verwerfungsbereich

V! ={T <tp_14} statt Vo={T>t, 11 o} (1001)

Hier gelten analoge Optimalitdtsaussagen.

Anwendung: Gekoppelte normalverteilte Stichproben In einer klinischen Studie
eines Cholesterinsenkers werden n Probanden untersucht. Man erhélt 2n Datenpunkte

Xi,... X, (Cholesterinspiegel vor Gabe des Medikaments) (1002)
Y1,...Y, (Cholesterinspiegel bei den gleichen Probanden nach Gabe des Medikaments)
(1003)
Hier wére es unverniinftig, anzunehmen, dass die X1, ..., X,, unabhéngig vonden Y7, ..., Y,

sind, weil X; und Y; auf Daten des gleichen Probanden beruht. Plausibel ist dagegen die
folgende Rahmenannahme:

(X;,Y:)iep) sind 1.i.d. mit einer unbekannten Verteilung P iiber R?.

Wir verwenden nun eine parametrische Modellierung mit einer zuséitzlichen Normalver-
teilungsannahme:

Q= (R»)", (1004)
A=B(Q), (1005)
P = {N((ux, py); 8)"| (px, py) € R*, ¥ € R**? positiv definit}, (1006)

wobei (X;,Y;) : Q — R? als i-te kanonische Projektion realisiert wird.

Nullhypothese: (X;,Y;) sind austauschbar, d.h. Lp(X;,Y;) = Lp(Y;, X;). Anders gesagt:

Ho = {N((pt, 1); 2)"| p € R, & € R*¥? positiv definit, Vxx = Syy} (1007)
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wobel

Yxx Yxy
Y= 1008
(EYX EYY) ( )

mit EXY = ny.
Alternativhypothese:

Hy = {N((ux, py ); 2)"| px > py, X € R¥*? positiv definit, Sxx = Zyy} (1009)

Testverfahren: Man wendet einen Einstichproben t-Test auf die Differenzdaten (X; —
sz)zG[n] an.

Nichtparametrische Alternativen zum t-Test fiir gekoppelte Stichproben. Im
unserem Beispiel (Cholesterinsenker) mag die parametrische Modellierung Lp(X,Y) =
N(u, Y) fragwiirdig erscheinen. Strenggenommen kann sie gar nicht richtig sein, denn wir
wissen X;,Y; > 0, weil negative Cholesterinspiegel keinen Sinn ergeben, was einer Nor-
malverteilungsannahme widerspricht.

“Robuster”, weil auf viel schwécheren Annahmen beruhend, ist das folgende nichtpara-
metrische Rahmenmodell:

= (RH)", (1010)
B(Q), (1011)

= (
A
B D s o : 5 2 o , apP
P = < P"| P ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R“)) mit einer Dichte o
2
(1012)
mit (X;,Y;) : Q — R?, ¢ € [n], realisiert als kanonische Projektionen.

Nullhypothese: Hy: “Die X;,Y; seien austauschbar”. Das Gleiche einer Formel ausge-
driickt:

Hy={P" € P|Vi€n]: Lp(X;,Y;) = Lpn(V;, X;)} (1013)

Der Vorzeichentest. Hier ist ein sehr einfacher Test bei dieser nichtparametrischen
Modellierung;:

Teststatistik:

N =3l (1014)
=1
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Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese Hj:
VP € Hy: Lpp(N) = binomial(n, %) (1015)
Unter beliebigen P™ € P hat man dagegen die folgende Verteilung der Teststatistik:
Lpn(N) = binomial(n, p) mit p = P"[X; < Yj]. (1016)

Damit kann man Tests auf die Hypothese “p = %” fiir den unbekannten Parameters p der
Binomialverteilung anwenden.

Ein Rangtest. Eine i.a. hohere Macht als der Vorzeichentest — bei gleicher Modellan-
nahme und Nullhypothese — hat der folgende Rangtest: Es seien Z; = X; — Y, j € [n] die
Differenzen der Datenpunkten; unter der Nullhypothese sind sie i.i.d. und symmetrisch
um den Nullpunkt verteilt:

VP(? € H() : ‘CPO”(Z]') = ﬁpgt(—Zj) (1017)

Der Rangtest beriicksichtigt nicht nur das Vorzeichen der Z;, sondern auch ihre absolute
Grofle: Wir ordnen die Betrige |Z;|, j € [n], der Gréfe nach an: Es sei

o :[n] = [n] (1018)
die (fast sicher eindeutig bestimmte) Permutation mit
Zo) < | Zo@)] < - < | Zowy; (1019)

unter der Nullhypothese ist sie auf der Menge S,, aller Permutationen von [n] gleichverteilt
und unabhéngig von der Familie (12,0} )icp) der Vorzeichendaten. Dann bilden wir die
“Rangsummen-Teststatistik”

S = 1z, w0} (1020)
k=1
Wir bilden also die Summe iiber die “Rénge” der j mit Z; < 0.
Zahlenbeispiel:

i 1 2 3
X; |10 4 2
Y; 8§ 11 5
Z; 2 -7 -3
| Z;] 2 7 3
Rang | 1

wobei die Rédnge in den zwei Boxen, die zu negativen Z; gehoren, bei der Summe beriicksichtigt
werden. Die Rangsumme ist also in diesem Beispiel gleich 5. Man verwirft die Nullhypo-
these — je nach Alternative — fiir grofle oder fiir kleine Werte der Teststatistik S.
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Ubung 3.37 (Verteilung der Rangsummen-Teststatistik) Zeigen Sie, dass unter
allen Py € Hy die Teststatistik S die gleiche Verteilung hat, ndmlich die Verteilung von
> i—1JBj, wenn By, ... B, i.i.d. (80 + &1)-verteilte Zufallsvariablen sind.

Der y>2-Test fiir einfache Hypothesen. Wir starten mit einem
Anwendungsbeispiel: In Quasiland gibt es vier politische Parteien: A, B, C,D. Bei den
Wahlen vor einem Jahr erhielten sie die folgenden Stimmanteile:

Partei ‘ A B C D
Stimmanteil | 39,6% 31,5% 21,7% 7,2%

Ein jahr spiter ergibt eine Stichprobe unter 1000 zuféllig gew#hlten wahlberechtigten
Quasildndern das folgende Ergebnis:

Partei A B C D
Anzahl Stimmen ‘ 375 326 209 50

Belegt das einen Stimmungswandel, oder kann die Abweichung “rein zufillig” sein?

Wir formalisieren das Problem mit dem folgenden
Modell: Es sei Q = {A, B,C, D} oder allgemeiner Q = {A;,..., Ay} die Menge der
Wahlmoglichkeiten. Wir verwenden das Rahmenmodell (2, P(Q™), P,,) mit
P, = {P"| P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, P(2))}. (1021)
Im Beispiel ist d = 4 und n = 1000. Es sei
Y, : Q" —=Q, (j€[n]) (1022)

die j-te Projektion; sie beschreibt die Antwort der j-ten befragten Person. Wir parame-
trisieren P mit seiner Zahldichte (p;)ic|q, wobei Z?:l pi =1 und p; > 0 fiir alle ¢ € [d]:

d
P=> pia, (1023)
=1

Unter P" € P, sind also die Y}, j € [n], i.i.d. mit der unbekannten Verteilung P.
Die Anzahl der Antworten “A;” lautet:

N; = Z Liy,—ay, (i€ [d)). (1024)

Definition 3.38 (Multinomialverteilung) Die gemeinsame Verteilung Lpn(Ny, ..., Ng)
auf{(ny,...,ng) € N&| ny+...+ng = n} wird Multinomialverteilung mit den Parametern

(n;p1,...,pa) genannt.
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Bemerkung: Die Multinomialverteilung hat die folgende Z&ahldichte:

PIN; = n; fiir alle i € [d]] = H P (1025)
z 1 nl i=1
fiir alle (ny,...,nq) € N& mit ny + ...+ ng = n. Die Randverteilungen der Multinomial-
verteilung sind Binomialverteilungen:
Lpn(N;) = binomial(n, p;). (1026)

Wir verwenden die folgende Vektornotation:

D1 Livi=a1} Ny n
p=1:1, X;:= : CN=| =D X (1027)
Pa Lyj=a4) NaJ 7=

Wir erhalten (komponentenweise zu lesen):

Epn[N] = np, (1028)

Covpn (N, N) := Covpn(Ni, Nir))srela) = Zcovpn X;)

(weil Xq,..., X, unabhanglg)

= n(diag(p) — p'p), (1029)
wobei diag(p) = diag(pi,...,pq) die d x d-Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrigen
Pi,-- -, Dpq bezeichnet. Im letzten Schritt haben wir

Epn[livizaylvizagyl = pidiv (1030)

verwendet[5] Man beachte, dass die Kovarianzmatrix n(diag(p) — p'p) singulr ist, denn

1

(1,...,1)(diag(p) —p'p) | : | =0. (1031)
1

Wir verwenden jetzt ohne Beweiﬁ die multidimensionale Version des Zentralen Grenz-
wertsatzes{™|

Lt

7385 = 1 fallsi =i bezeichnet das Kronecker-Delta.

0 sonst

"Man kann diese multidimensionale Version des zentralen Grenzwertsatzes entweder analog zur eindi-
mensionalen Version beweisen, oder auch auf die eindimensionale Version zuriickfiithren.

"5Erinnerung an die Ubungen: Fiir jede positiv semidefinite, aber nicht positiv definite Matrix ¥ € R**¢
vom Rang k < d ist die singulidre Normalverteilung N(0,X) definiert als die Verteilung von LY, wobei
L € R4 jrgendeine Matrix mit LL! = ¥ und £(Y) = N(0, 1) ist. Sie ist wohldefiniert, hiingt also nicht
von der Wahl von L ab. Weiter gilt hiermit: Ist X ein Zufallsvektor mit Werten in R? mit £(X) = N(0, %)

und ist A € R4 mit [ € N, so ist L(AX) = N(0, AT A?).
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Satz 3.39 (Multidimensionaler Zentraler Grenzwertsatz) Sind (X;);jen i.i.d. Zu-
fallsvektoren mit Werten in RY, Erwartungswertvektor E[X;] = p € R? und endlicher
Kovarianzmatriz Cov(X}, X;) = X € R™*, s0 konvergiert

Z, = % ;(Xj — 1) (1032)

fiir n — oo schwach gegen die multidimensionale Normalverteilung N(0,%), d.h. fir alle
stetigen beschrinkten Funktionen f : R* — R gilt

E[f(Z.)] =% BLf(Z)], (1033)
wobei Z einen N(0, X)-verteilten Zufallsvektor bezeichnet.
Wir erhalten: Die Verteilung beziiglich P von

1

1 n
(N =) = — (Z(Xj ~ Ep» [Xm) (1034)

j=1

konvergiert fiir n — oo gegen die multidimensionale Normalverteilung N(0, diag(p) — p'p).
Um eine geometrisch einfachere Struktur zu sehen, skalieren wir die Eintrédge der Vektoren

noch mit \/LF’ wobei wir annehmen, dass alle p; positiv sind, um nicht durch 0 zu dividieren.
T

Es sei

D = diag (\/—1])_1 . \/%) (1035)

die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen 1/,/p;, und

P

v = : = Dp. (1036)
VPd

Insbesondere ist v ein Einheitsvektor:

d
loll3 = > pi=1. (1037)
=1

Definition 3.40 (y-Statistik) Mit der Abkirzung

1 N; —np;
v i€[d]

nennen wir

"N — np;
X%n) = HX(n)H% = Z T
i=1 v

(1039)

die x*-Statistik zur Nullhypothese Hy = {P"}, wobei P = Zlepiéi.
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Die Asymptotik im Limes n — oo der Verteilung ,CPn(X%n)) der y2-Statistik unter der
Nullhypothese P™ wird durch den folgenden Satz von Pearson beschrieben:

Satz 3.41 (Satz von Pearson) Fiir n — oo konvergiert die x*-Statistik X%n) beziiglich
P in Verteilung gegen die x*-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Beweisskizze: Aus

L(N —np) % N(0,diag(p) — p'p) (1040)

\/ﬁ n—00

schlieflen wir

1
X = =D+ (N =np) 5 N(0, D - (diag(p) — p'p)D") = N(0, 1, = v'v).  (1041)

Nun ist 1, — v'v die orthogonale Projektionsmatrix auf den Orthogonalraum v+ = {x €
RY| v’z = 0} von v, also auf einen d — 1-dimensionalen Unterraum von R¢. Wir schlieffen

d
Xl = Xy = Xaa- (1042)
OJ
Wir erhalten

x?-Test fiir einfache Hypothesen
Fiir ein Niveau « €]0, 1[ (nahe bei 0) sei ¢, das 1 — a-Quantil der y*-Verteilung x?_,
mit d — 1 Freiheitsgraden. Dann hat der Test mit dem Verwerfungsbereich

Vo = {x{n) = ca} (1043)

der Nullhypothese Hy(p) = {P"} bei der Alternative Hi(p) = P \ Hp(p) im Limes
n — oo asymptotisch das Niveau a.

Bemerkungen/Ausblick:

1. In der Praxis muss man nicht n grofl wahlen. Fiir praktisch tolerable Genauigkeiten
reichen erstaunlich kleine n: Zum Beispiel gibt es die folgende Daumenregel nach
Prof. Hampel (emeritierter Professor an der ETH Ziirich): Es soll np; > 1 fiir alle
i € [d] gelten, und np; > 4 fiir mindestens  aller i € [d].

2. Es gibt auch eine Variante des y?-Tests fiir zusammengesetzte Hypothesen, die auf
Fisher zuriickgeht: Hierzu nimmt man als Nullhypothese an, dass der Parameter p
von P in einer k-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit liegt. In diesem
Fall wird der Parameter p durch seinen Maximum-Likelihood-Schétzer p ersetzt. Die
mit diesem Schiitzer p statt p berechnete y2-Teststatistik X%’n) ist dann im Limes n —
oo auch wieder y2-verteilt, allerdings reduziert sich die Anzahl der Freiheitsgrade
um die Dimension £ der Nullhypothese:

X(n) — X?l—l—k' (1044)

n—oo
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x2-Statistik,
x2-Test,
o-Algebra, [6]
o-endlich,

a posteriori Verteilung,

a priori Verteilung, [57]
Abweichungen, grofe,

allgemeine Tschebyscheff-Ungleichung, [106
Alternative (bei Tests), [155
Alternativhypothese,

atomlos,

Bayes, Satz von,

Bayessche Statistik,

bedingte Wahrscheinlichkeit, [49]
bedingtes Ma$,

Betafunktion,

Betaverteilung,

Bildma$,

Binomialverteilung,
Borel-Cantelli, erstes Lemma von,
Borel-Lebesgue-MaB,
Borel-messbar, 9]

Borelmengen, [9)

Borelsche o-Algebra, [9]

Chi-Quadrat-Statistik,
Chi-Quadrat-Test,
Chi-Quadrat-Verteilung,
Covarianz, 03]

de Moivre-Laplace, Satz von, [122

Dichte,

Diracmaf,

diskrete Gleichverteilung,
dominierendes Ma$,

dominiert,

Dualitét (Tests <» Konfidenzbereiche), (172
durchschnittstabil,

Dynkin-System, [22]

einfache Hypothese,

empirische Varianz, (146

Entropie, relative, {109

Ereignis, [0]

Ereignisraum, [6]

Ergebnisraum,

Ergebnisse,

erwartungstreu, [145]

Erwartungswert, [86|

Erzeugendensystem (einer o-Algebra),

erzeugte o-Algebra, [§]
exponentielle Tschebyschff-Ungleichung, [106]

Faltung,
Faltung (von Dichten),

fast sicher,

Fatou, Lemma von, [83]
Fourier-Laplace-Transformierte, [100
Fouriertransformierte, {100

Fubini, Satz von, [£1], [67} [07]

Gammaverteilung,

geometrische Verteilung,

Gesetz der groflen Zahlen, schwaches, [I13]
Gesetz der groBen Zahlen, starkes, [118]
Gleichverteilung,

Grenzwertsatz, zentraler, (129

grofle Abweichungen, [109

Hypothese, [L55
Hypothese, einfache,

iid.,

Indikatorfunktion,
Inklusions-Exklusions-Prinzip, [104
Integral, 28],

integrierbar,

kleinste Quadrate, Methode, [15]]
Kolmogoroff-Axiome,
Komplement, [0]
Konfidenzbereich,
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Konfidenzintervall, nichtparametrisches Modell,

konsistent, Niveau,

kontinuierliche Gleichverteilung, Normalverteilung,
Konvergenz in Verteilung, 133 normiertes Zahlmaf,
Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, Nullhypothese, [L55
Konvergenz, schwache, (L33 Nullmenge,

Egi::i;%if; ochasusche, Ordnungsstatistik, [83]
Korrelationskoeffizient, p-Wert, [I63
Laplacetransformierte, (100 Paramete.r, [145]
Lebesgue-Mas, para'm‘etrlsches Modell,
Lebesgueintegral, Partition,

Lemma von Fatou, B3 Pegrson, Sa‘gz von, 191
Lemma, erstes von Borel-Cantelli, P01§s9nvgrtellung,

Lemma, Neyman-Pearson, (159 Positivteil,
Likelihood-Funktion, Produkt-o-Algebra, i
Likelihood-Quotient, Produktmas, [68} [T
Likelihood-Quotienten-Tests, [162 quadratische Tschebyscheff-Ungleichung, [111
log-Laplacetransformierte, {102 Quantil,
Log-Likelihood-Funktion, Quantilsfunktion,

Ma$B, N Radon-Nikodym-Ableitung,
MafB, dominierendes, (144 Rahmenmodell,
Mafraum, randomisiert,

Macht, Randverteilung, 39
Markoft-Ungleichung, [110 relative Entropie, [109
Maximum-Likelihood-Schétzer, (148 relative Hiufigkeit,
messbar, [0} Residuum, [152

messbare Mengen, [0] Risiko erster Art,
messbarer Raum, [§ Risiko zweiter Art,
Methode der kleinsten Quadrate, [I5]]

Modell, nichtparametrisches, [142 Satz von Bayes,

Modell, parametrisches, Satz von de Moivre-Laplace, [122
Modell, statistisches, Satz von Fubini, (41}, [67],
Moment, Satz von Pearson,
Moment, zentriertes, [100 Schatzer, [145
momentenerzeugende Funktion, [100] Schétzer, Maximum-Likelihood,
Multinomialverteilung, [188 Schétzfehler, [145]

schwache Konvergenz,

negative Binomialverteilung, schwaches Gesetz der grofien Zahlen, [113

Negativteil, sicheres Ereignis, [0]
Neyman-Pearson-Lemma, [I59 Signifikanzniveau,
Neyman-Pearson-Tests, (162 Standardabweichung,
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Standardnormalverteilung, Wahrscheinlichkeitsraum,
Standardnormalverteilung, n-dimensional, I
starkes Gesetz der groBen Zahlen, [I18| Zéhldichte,

Statistik (fiir Zufallsvariable), Zéhlmaf,

statistischer Test, zentraler Grenzwertsatz, [129
statistisches Modell, Zentr1erte§ Moment,
Stirlingformel, Zufallsvariable,

stochastisch unabhingig, zusammengesetzt (Hypothese), [157]

stochastische Konvergenz, [113]
Student-t-Verteilung, [181

suffizient,

t-Statistik,

t-Verteilung, [181

Test, statistischer, [155

Teststatistik,

totale Wahrscheinlichkeit,
Transformationsformel,
Transformationssatz fiir Dichten,

triviale o-Algebra, [6]
Tschebyscheff-Ungleichung, allgemeine, [L06
Tschebyscheff-Ungleichung, exponentielle, [106]
Tschebyscheff-Ungleichung, quadratische,

unabhiingig,
uniforme Verteilung,
unmogliches Ereignis, [0]
unverfilscht (Schétzer), 145
unverfilscht (Test), (184

Urbild,

Varianz, [9]]

Varianz, empirische, (146

Vertauschbarkeit Ableitung und Integral,
Verteilung,

Verteilungsfunktion,

Vertrauensbereich,

Vertrauensintervall,

verwerfen (Testentscheid),
Verwerfungsbereich,

Wahrscheinlichkeitsdichte,
Wahrscheinlichkeitsfunktion,
Wahrscheinlichkeitsmaf3,
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