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1 Mafitheorie

1.1 o-Algebren, Inhalte und Mafle

Die Mafitheorie ist aus dem Problem entstanden, moglichst vielen Teilmengen von R™ ein
Volumen zuzuordnen. Das “Volumen” misst die “Gréfle” einer Menge quantitativ.

Zur Problematik der Volumenmessung. Folgendes Paradoxon von Banach und
Tarski zeigt, dass es problematisch ist, allen Teilmengen von R™ in sinnvoller Weise ein
Volumen zuzuordnen:

Wir nennen eine Isometrie f : R" — R™ der Gestalt f(z) = Az+bmit einem Vektor b € R
und einer orthogonalen Matrix A € R™*" det A = 1, A’A = id eine orientierungstreue
Kongruenzabbildung oder kurz eine Bewegung von R", n € N. Wichtige Beispiele dafiir
sind Translationen und Rotationen.

Banach und Tarski haben 1924 folgende paradox anmutende Aussage bewiesen:?

Es seien n > 3 und A, B C R" beschrinkte Mengen mit nichtleerem Inneren. Dann gibt
es ein m € N und Zerlegungen A = Ay U...UA,, und B = By U...UB,, in jeweils
paarweise disjunkte Mengen sowie Bewegungen f; : R — R™ mit f[A;] = B; fir alle
=1 ...,m.

Zum Beispiel kann man eine Einheitskugel in R? so in endlich viele Teile zerlegen, die Teile
bewegen und wieder zusammensetzen, dass daraus zwe: disjunkte Einheitskugeln werden.
Dies ist kontraintuitiv, wenn man sich vorstellt, dass die Teile ein Volumen besitzen sollten,
das sich bei den Bewegungen nicht dndert.

Allerdings benotigt der Beweis von Banach und Tarski in essentieller Weise das Auswahl-
axiom. Der Beweis ist also nicht konstruktiv. Es ist nicht méglich, konstruktiv eine solche
paradoxe Zerlegung der Einheitskugel explizit anzugeben.?

Aufgrund dieser Problematik beschriankt man sich meist darauf, nicht allen Teilmengen
von R™ einen Zahlenwert, interpretiert als Volumen, zuzuordnen, sondern nur den soge-
nannten “messbaren Mengen”. Im Hinblick auf andere Anwendungen, insbesondere zur
Definition von Wahrscheinlichkeiten in der Stochastik, liegt eine Verallgemeinerung nahe:
Man mochte auch Teilmengen A allgemeinerer Riéume 2 statt nur R™ ein quantitati-
ves Grofienmafl 1(A) € Ry zuordnen. Zur Arbeit mit Grenzwerten soll das System der
“messbaren Mengen” nicht nur abgeschlossen unter endlichen Mengenoperationen sein,

2S. Banach, A. Tarski: Sur la décomposition des ensembles de points en parties respectivement con-
gruentes. Fundamenta Mathematica. 6 (1924), S. 244-277

3R. M. Solovay konstruierte unter der Annahme der Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl ein
Modell der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre, in dem jeder Teilmenge von R™ in sinnvoller Weise ein
Volumen zugeordnet werden kann: R. M. Solovay: A model of set-theory in which every set of reals is
Lebesgue measurable. Annals of Mathematics. Series 2, vol. 92 (1970), S. 1-56. In diesem Modell kann
das volle Auswahlaxiom natiirlich nicht mehr gelten, doch es gilt dort noch eine abgeschwichte Version,
“dependent choice” genannt. Die Konstruktion von Solovay benutzt die beriihmte “Forcing-Methode” der
axiomatischen Mengenlehre von P. Cohen, mit der dieser z.B. die Unabhéngigkeit des Auswahlaxioms
von den iibrigen Axiomen der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre zeigte. Niheres dazu koénnen Sie in
fortgeschrittenen Vorlesungen iiber axiomatische Mengenlehre lernen.



sondern auch unter abzdhlbar unendlichen Mengenoperationen. Dies gibt Anlass zu fol-
gender Definition:

Definition 1.1 (Mengenalgebra, o-Algebra) Es sei ) eine Menge. Ein Mengensy-
stem A C P(Q) wird Mengenalgebra iiber € genannt, wenn gilt:

1. 0 € A.

2. Abgeschlossenheit unter Komplementbildung: Fiir alle A € A gilt A° € A, wobei
A =Q\ A das Komplement von A in  bezeichnet.

3. Abgeschlossenheit unter endlichen Vereinigungen: Fiir alle A, B € A gilt AUB € A.

Gelten fiir ein Mengensystem A C P(€2) sogar die Aussagen 1., 2. und die folgende stérkere
Aussage 3., so wird A eine o-Algebra iiber ) genannt.

3’. Abgeschlossenheit unter abzihlbar unendlichen Vereinigungen: Fiir jede Folge (A,,)nen
mit Werten in A gilt | J, .y An € A.

Die Elemente einer o-Algebra A werden auch messbare Mengen (bzgl. A) oder auch
Ereignisse (bzgl. A) genannt. Ein Paar (€2, .A), bestehend aus einer Menge ) und einer
o-Algebra A dariiber, wird messbarer Raum oder auch Ereignisraum genannt.

Die Aussage 3. folgt aus 3’. wegen
AuUB=AUBUBUBU...
Der Buchstabe “o” symbolisiert hier den Umgang mit abzéhlbaren Vereinigungen.

Beispiel 1.2 1. Ist Q eine Menge, so ist ihre Potenzmenge P(£2) eine o-Algebra iiber
Q.

2. Ebenso ist {0}, 2} eine o-Algebra iiber 2. Sie heifit die triviale o-Algebra iiber ).
3. Die einzigen o-Algebren auf der Menge 2 = {1, 2,3} sind:

(a) Die triviale o-Algebra {0, 2} und die Potenzmenge P((2),

(b) die drei o-Algebren {0, Q,{1},{2,3}}, {0,9Q,{2},{3,1}}, {0,9Q,{3},{1,2}}.

“Ubung 1.3 Uberlegen Sie sich, dass man den gleichen Begriff von Mengenalgebren bzw.
von o-Algebren erhilt, wenn man in der Definition die Forderung “1. () € A” durch “1.’
Qe A ersetzt.

Ubung 1.4 Es sei A eine Mengenalgebra und A, B € A. Zeigen Sie: ANB, A\ B, AAB €
A, wobei AAB = (A\ B)U(B\ A).



Ubung 1.5 Es sei Q =]a,b], wobei a,b € R U {£o00} mit a < b. Wir betrachten das
Mengensystem A(]a, b]), bestehend aus allen endlichen Vereinigungen [ J;_,]a;, b;], n € No,
von halboffenen Intervallen ]a;, b;] Cla, b] mit a < a; < b; < b.

1. Uberzeugen Sie sich davon, dass sich jedes A € A(]a, b]) als eine endliche Vereinigung

A =Uj_ laj, bj], n € Ny, von paarweise disjunkten Intervallen Ja;, b;] schreiben lisst.

2. Uberzeugen Sie sich auch davon, dass solch eine Darstellung von A eindeutig be-
stimmt ist, wenn man zuséitzlich a < a1 < by < a3 < by < ... < a, < b, < b
fordert.

3. Zeigen Sie, das A(]a, b]) eine Mengenalgebra bildet.

4. Folgern Sie, dass auch A(R) := {ANR| A € A(] — c0,00])} eine Mengenalgebra
bildet.

5. A(]a, b)) ist keine o-Algebra. Geben Sie zur Illustration hiervon (ohne Beweis) eine

Folge (A;)jen mit Werten in A(]a, b]) an, fiir die U,y 4; € A(Ja, b]) gilt.

Ubung 1.6 (Partitionen und o-Algebren iiber abzihlbaren Mengen) Es sei (2 ei-
ne endliche oder abzdhlbar unendliche Menge und A eine o-Algebra dariiber. Fiir jedes
weNsel Aw):={neQVBeA: we B=nec B}.

1. Berechnen Sie A(w) fiir @ = {1,2,3}, A= {0,9,{1},{2,3}} und alle w € .
2. Zeigen Sie: Fiir alle w € Q ist w € A(w) € A.

3. Zeigen Sie: Fiir alle w,n € Q gilt A(w) = A(n) oder A(w)NA(n) = 0. Das abzihlbare
Mengensystem part(A) := {A(w)| w € Q} bildet also eine Partition von €2, also eine
Zerlegung von ) in nichtleere paarweise disjunkte Mengen.

4. Zeigen Sie fiir alle B C €2, dass B € A genau dann gilt, wenn B sich als eine
Vereinigung von Elementen von part(.A) darstellen lésst.

Ubung 1.7 (limsup und liminf fiir Mengen) Fiir eine Folge (4;)jen von Mengen de-
finiert man:

limsup A; := {w| w € A; fiir unendlich viele j € N}
J

liminf A; := {w| w € A; fiir alle bis auf endlich viele j € N}
J

Uberzeugen Sie sich davon, dass

limsup A; = ﬂ U A,
J

neN j >n
liminf A; = (] [) 4;
J neN j>n

gilt. Folgern Sie: Ist (€2, A) ein messbarer Raum und sind alle A4;, j € N, messbare Mengen
darin, so sind auch limsup; A; und lim inf; A; messbar bzgl. A.
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o-Algebren spielen als Definitionsbereiche von Mafen, z. B. dem Volumenmaf, eine wich-
tige Rolle.

Definition 1.8 (Inhalte und Mafle) 1. Es sei A eine Mengenalgebra iiber einer
Menge 2. Eine Abbildung p : A — [0, +00] wird ein Inhalt auf A genannt, wenn sie
die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) u(@) =0,
(b) endliche Additivitit: VA, B e A: ANB=0 = u(AUB) = u(A)+ u(B).
2. Nun sei (€,.A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung u : A — [0, +o0] heifit Maff
auf (€2, A), wenn gilt:

(a) u(0) =0,
(b) o-Additivitit: Fiir jede Folge (A,,),en von paarweise disjunkten Mengen A,, €

A gilt
H (U An) = ZN(An)

neN neN
“Paarweise Disjunktheit” bedeutet hier: A,, N A, = 0 fiir alle m,n € N mit
Das Tripel (2,4, 1) wird dann ein Mafraum genannt.
3. Nun sei (2,4, 1) ein Mafiraum.
(a) Ist pu(2) = 1, so wird p ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ und (2, A, i) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum genannt.
(b) Ist u(€2) endlich, so wird p ein endliches Mafl genannt.
(c) Gibt es dagegen eine Folge (A, )nen mit Werten in A mit (J, .y A, = € und
p(Ay,) < oo fiir alle n € N, so heiit das MaB8 pu o-endlich.

4. Es sei weiterhin (€2,.4) ein messbarer Raum. Eine Abbildung p : A — R heifit ein
signiertes Maf$ auf (Q,.A), wenn gilt:

(a) o-Additivitat: Fiir jede Folge (A,,)nen von paarweise disjunkten Mengen A,, €

A gilt
> (A < oo und p (U An) =Y u(An).

neN neN neN

In der praktischen Arbeit mit der Mafitheorie sind fast ausschliefllich nur o-endliche Mafe
von Bedeutung.

Im Hinblick auf die Arbeit mit Limiten ist die Forderung der o-Additivitat tiber die
Forderung der endlichen Additivitdt hinaus sehr niitzlich.



“Ubung 1.9 Zeigen Sie, dass jedes Maf ein Inhalt ist.

Man beachte, dass es fiir signierte Mafie (und damit auch fiir endliche Mafle) keine For-
derung 4(0) = 0 braucht, da sie wegen p(()) € R schon automatisch aus der o-Additivitit

mittels
() = p (U (Z)) = u(®

neN neN

folgt. In der Mafdefinition ist die Forderung (@) = 0 dennoch nicht iiberfliissig, denn sie
dient dazu, den nicht erwiinschten Fall VA € A : u(A) = oo auszuschlieen. Man beachte
weiter, dass ein signiertes Mafl genau dann ein Maf ist, wenn es keine negativen Werte
annimmt.

Erinnern Sie sich an die Konvention a + 0o = 0o + a = oo fiir a € R U {+00}, wihrend
0o — oo undefiniert bleibt.

“Ubung 1.10 (Monotonie von Inhalten) FEsu ein Inhalt auf einer Mengenalgebra A.
Zeigen Sie pu(A) < u(B) fir alle A, B € A mit A C B.

Ubung 1.11 (Elementare Eigenschaften signierter Mafle) Es sei p ein signiertes
Maf oder ein Inhalt auf einem Ereignisraum (£2,.4). Beweisen Sie fiir A, B,C € A:

L u(AU B) + (AN B) = p(A) + u(B),

2. WA\ B) + u(B) = pu(B\ A) + p(A),

3. W(A\ B) + u(B) = p(A), falls B C A,

4. pW(AUBUC)+u(ANB)+u(BNC)+u(CNA) = u(A)+pu(B)+u(C)+u(AnNBNC).

Ubung 1.12 ((0-)Subadditivitit) 1. Es sei x ein Inhalt auf einer Mengenalgebra
A. Zeigen Sie: Fiir n € Nund Ay,..., A, € A gilt

p (U A]-) < Z#(Aj)-

2. Nun sei p sogar ein Maf3 auf einer o-Algebra A. Zeigen Sie: Ist (A,)nen eine Folge
mit Werten in A, so gilt

" (U An) <D (4.

neN neN

Beispiel 1.13 (Widerspriichlichkeit eines Lingenbegriffs auf der Potenzmenge
einer Kreislinie) In Erginzung zum Banach-Tarski-Paradoxon zeigen wir nun, dass
es kein rotationssymmetrisches Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Potenzmenge P(S?) der
Einheitskreislinie

St={zeCl|z| =1}
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gibt. Genauer gesagt:

Es gibt kein Wahrscheinlichkeitsmaf u auf (S*,P(S')), so dass fiir alle A C S* und
w e St gilt: p(wA) = p(A), wobei wA := {wal| a € A}.

Beweis: Es sei Q = {e?™| t € Q} die Menge aller Punkte auf dem Einheitskreis, die
durch Drehung um 0 um einen rationalen Teil der Volldrehung aus dem Punkt 1 her-
vorgehen. Man beachte, dass (Q,-) eine Untergruppe von (S, ) ist. Weil Q abziihlbar
ist, ist auch @Q abzihlbar. Wir betrachten das Quotientengebilde S'/Q = {2Q| z € S'}.
Wie jedes Quotientengebilde besteht es aus paarweise disjunkten Klassen. Mit Hilfe des
Auswahlaxioms nehmen wir eine Auswahlfunktion f : S'/Q — S*, die aus jeder Klasse
A € S'/Q ein Element f(A) € A auswihlt, und betrachten deren Bild B := f[S'/Q).
Jedes z € S! 148t sich eindeutig in der Form z = bg mit b € B und ¢ € Q darstellen.
Begriindung zur Ezistenz: Wihlen wir b := f(2Q) € Bund ¢ = z/b,sogilt ¢! = b/z € Q
und daher auch ¢ € @), und natiirlich z = bq.

Zur Eindeutigkeit: Gilt z = bg = b/¢’ mit b,0' € B und ¢,¢ € @, so folgt bQ = v'Q und
daher b = b’ und damit auch ¢ = z/b = z/V/ = ¢/, da jede Klasse b@Q nur ein Element von
B enthilt.

Anders gesagt: Die abzéhlbare Familie (¢B),eq besteht aus paarweise disjunkten Mengen,
und es gilt |J,.,¢B = S'. Wire nun y ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S',P(S')) wie
oben beschrieben, so folgte u(¢B) = p(B) fur alle ¢ € @), und daher mit der o-Additivitét

von fi:
1=pu(S") =p (U qB> => ugB) =) u(B).
q€Q q€Q q€Q
Wiére pu(B) = 0, so wére hier die rechte Seite gleich 0, ein Widerspruch. Wére dagegen
w(B) > 0, so wire die rechte Seite gleich oo, weil () unendlich ist, ebenfalls ein Wider-
spruch. Solch ein p kann es also nicht geben.

O

Beispiel 1.14 1. Hier ein besonders einfaches, aber dennoch wichtiges Beispiel fiir
Wahrscheinlichkeitsmafle: Es sei (€2, .4) ein nichtleerer messbarer Raum. Ist x € Q,
so wird durch

1 fallsxz € A,
0 fallsz ¢ A

ein Wahrscheinlichkeitma$ tiber (€2,.4) definiert. Es heifit das Dirac-Maf in x. Ge-
wissermaflen ist seine gesamte “Masse” in x konzentriert.

0t A— [O’ 1]7 696(/4) = 1A(IE) = {

2. Ist € eine Menge, so wird durch

w:P(Q) — NoU{oc},
A| = Anzahl der Elemente von A, falls A endlich ist,
uy={ )

00 sonst
ein Mafl auf (Q,P(Q2)) definiert. Es wird Zdhimaf auf Q genannt. Es ist endlich
genau dann, wenn €2 endlich ist, und g-endlich genau dann, wenn €2 abzahlbar ist.
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3. Ist Q eine endliche, nichtleere Menge, so wird durch

p:P(Q) —[0,1],
_ A

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, P(Q2)) definiert. Es heifit die (diskrete) Gleich-
verteilung auf 2. Vom Zahlmafl auf €2 unterscheidet es sich nur durch den Normie-
rungsfaktor 1/|€2].

4. Es sei Q eine endliche oder abzidhlbar unendliche Menge und p : Q — [0, 00|, i — p;
eine Abbildung. Dann wird durch

i P(Q) — [0, 00],

p(A) = Zpi = Zpi5i(A)

i€A 1€Q)

ein MaB auf (£2, P(Q2)) definiert. In der Tat folgt die o-Additivitéit von p sofort aus
dem groflien Umordnungssatz der Analysis 1. Die Abbildung p heifit Zdhldichte des
MafBes p. Wir schreiben auch kurz:

n= Z Pi0;-
ieQ

Das Mafl mit Zahldichte p ist endlich genau dann, wenn ) ., p; < 00, und o-endlich
genau dann, wenn p nicht den Wert co annimmt. Insbesondere ist das Zahlmafl auf
der abzéhlbaren Menge ) das Mafl mit Z&hldichte 1, und die Gleichverteilung auf
einer endlichen, nichtleeren Menge € ist das Mafl mit der Zahldichte 1/|9].

5. Hier eine Variante des letzten Beispiels: Ist €2 eine endliche oder abzahlbar unend-
liche Menge und p : Q — R, 7 — p; eine Abbildung mit

i€Q
so wird durch
e P(2) — R,
n(A) = sz‘ = sz@'(A)
icA i€Q

ein signiertes Mafl auf (2, P(£2)) definiert. Wieder folgt die o-Additivitdt von u so-
fort aus dem groflen Umordnungssatz der Analysis 1. Auch hier heifit die Abbildung
p die Zdhldichte des signierten Mafles p.



Das folgende Lemma liefert weitere wichtige Beispiele fiir Inhalte.

Lemma 1.15 (Riemann-Stieltjes-Inhalte) FEs sei A := A(Ja,b]) die Mengenalgebra
aller endlichen Vereinigungen halboffener Intervalle ]aj,b;] Cla,b], a; < b;, aus Ubung
1.5. Weiter sei f : [a,b] = RU{+oc} eine monoton steigende Funktion mit f(x) € R fiir
a<x<b. Gegeben A € A, dargestellt als Vereinigung

A= U]aj, bj] c A, n c No, (2)

j=1
paarweise disjunkter Intervalle |aj, b;], setzen wir

n

up(A) =Y (f(by) = f(ay))- (3)

j=1

Dann ist j1r(A) wohldefiniert, hingt also nicht von der Wahl der Darstellung (2) ab.
Weiter ist iy : A — [0, 400] ein Inhalt auf A.

Beweis: Man beachte, dass in der Definition von ps(A) nicht der undefinierte Ausdruck
oo—oo auftaucht, da nach Voraussetzung f(a;) < oo fiir a; < bund f(b;) > —oo fiir b; > a
gilt. Weiter ist f(b;)—f(a;) > 0 wegen der Monotonie von f, so dass 37, (f(bj)—f(a;)) >
0 folgt.

Es sei A € A mit einer Darstellung (2) gegeben. Gibt es nun aneinandergrenzende Inter-
valle darin, d.h. gibt es ein ¢ und ein j in 1,...,n mit b; = a;, so kénnen wir die beiden
Intervalle ]a;, b;] und a;,b;] =]b;, b;] zu einem einzigen Intervall |a;, b;] =]a;, b;]U]a;, b;]
zusammenfassen; der Wert der Summe in (3) dndert sich bei dieser Zusammenfassung
nicht wegen

f0;) = flai) = f(b;) — flay) + fla;) — flai) = [f(b;) — fla;)] + [f(b:) — f(as)].

Wir wiederholen diese Zusammenfassung von Intervallen rekursiv so lange, bis es kein ¢
und kein j in 1,...,n mit b; = a; mehr gibt. Nach Anordnung der Intervalle nach ihrer
Lage auf der Zahlengerade haben wir nach diesen Zusammenfassungen

a<a; <b<a<b <. .<a,<b,<b (4)

erreicht, ohne dass sich der Wert der Summe in (3) geéndert hat. Nun ist die Darstellung
(2) mit der Bedingung (4) eindeutig bestimmt; vgl. Ubung 1.5. Jede Darstellung (2) von
A mit paarweise disjunkten Intervallen fithrt also nach der Zusammenfassung aneinander-
grenzender Intervalle auf die gleiche Darstellung mit der Bedingung (4). Daher ist z7(A)
wohldefiniert.

Nun zeigen wir, dass ps ein Inhalt ist. up(A) > 0 fiir alle A € A haben wir schon oben
aus der Monotonie von f geschlossen. Weiter gilt



da der Wert der leeren Summe 0 ist.

Zur endlichen Additivitiat: Es seien disjunkte Mengen A, B € A gegeben. Wir betrachten
Zerlegungen A = (J_,]a;, bj] und B = |2, ]c;, d;] in jeweils paarweise disjunkte Intervalle.
Dann sind wegen ANB = ) auch alle Intervalle |a;, b;] disjunkt von allen Intervallen |¢;, d;],

so dass
m

AUB = O]aj, b U U]Cz‘,di]

j=1 i=1
eine Zerlegung von A U B in paarweise disjunkte Intervalle ist. Es folgt

n m

(AU B) =Y (f(by) = flap) + D _(f(di) = f(er) = ug(A) + g (B).

j=1 i=1

O

Ein besondes wichtiges Beispiel ist f = id: Hier wird A € A die Gesamtlénge p;q(A) seiner
Teilintervalle zugeordnet.

Ist (An)nen eine Folge von Mengen und A eine weitere Menge, so verwenden wir die
folgende Schreibweisen:

A, 1T (in n) bedeutet: A; C Ay C A3 C ...

A, T A fiir n — oo bedeutet A, T und (J,,oy 4An = A.

A, | (in n) bedeutet analog: A1 O Ay D A3 D ...

A, | Afiir n — oo bedeutet analog: A, | und (), .y An = A.

Im Zusammenhang mit Limiten bei Maflen wird folgender Satz sehr oft verwendet.

Satz 1.16 (o-Stetigkeit von Maflen) Es sei (2, A, i) ein Mafiraum, (A,,),en eine Fol-
ge von messbaren Mengen in A, und A € A ein weiteres Ereignis. Dann gilt:

1. o-Stetigkeit von unten: Aus A, T A fir n — oo folgt lim,, . u(A,) = u(A).

2. o-Stetigkeit von oben: Aus u(A;) < oo und A,, | A fiir n — oo folgt lim,, ., p(4,) =
1(A).

Analoges gilt fiir signierte Mafe.
Beweis:

1. Es gelte A, T A. Wir setzen B, = A, \ U%_:ll A,, € A fiir n € N. Dann sind die B,,,
n € N, paarweise disjunkt, und es gilt | J;,,_, By, = A, fir n € Nund (J,,cy B = A.
Es folgt aus der endlichen Additivitat und der o-Additivitat:

p(A) =D u(Br) =3 > u(Br) = p (U Bm) = u(A).

meN meN
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2. Nun gelte A, | A. Dann folgt A; \ A, T A1 \ A, also wegen p(A;) < oo und der
o-Stetigkeit von oben:

p(Ar) = p(An) = (A \ Ap) =5 (A \ A) = p(Ar) — p(A)
und daher die Behauptung.
OJ

Beispiel 1.17 Das folgende Beispiel zeigt, dass man auf die Voraussetzung pu(A;) < oo
bei der o-Stetigkeit von oben nicht verzichten kann. Ist p das Z&hlma$ auf (N, P(N)), so
gilt zwar [n, 0o[N | (), aber lim,, o p([n, 0o[N) = lim,, o, 00 = 0o # 0 = u(0).

Erinnern Sie sich daran, dass eine Funktion f :]Ja,b] — RU{+o0} rechtsseitig stetig (oder
kurz “rechtsstetig”) genannt wird, wenn fiir alle x €]a, b[ die Einschrankung von f auf
[, ] stetig in = ist. Aquivalent dazu ist es, dass fiir jede monoton fallende Folge (2, )nen
in |a, b] mit Limes x = lim,,_,o 2, €]a, b gilt: f(z) = lim, o f(zn).

Beispiel 1.18 Wir betrachten nochmal die Situation von Lemma 1.15. Wenn es einen
MaBraum (2 =la,b], F, A\y) mit F D A(]a,b]) gibt, so dass das MaB \; den Inhalt sy
fortsetzt, dann ist f rechtsseitig stetig.

In der Tat: Wére f nicht rechtsseitig stetig, so konnten wir wegen der Monotonie von f
ein x €]a,b[ und eine monoton fallende Folge (x,,)nen in |a, b] mit Limes x finden, fiir die
f(z) < lim, e f(2,) gilt. Wir nehmen noch ein beliebiges y €|a, z[. Dann erhalten wir
wegen |y, z,] 1]y, x] fir n — oo den folgenden Widerspruch zur o-Stetigkeit von Ay von
oben:

Tim Ap(ly, wn]) = lim f(z,) = f(y) > f(2) = f(y) = As(Jy, z]).

Man beachte hierbei, dass A¢(Jy, z1]) = f(x1) — f(y) nach der Voraussetzung an f endlich
ist.

Wir werden umgekehrt spéter sehen, dass es ein Mafl A\; wie oben beschrieben gibt, wenn
f rechtsstetig ist.

*Ubung 1.19 (Produkte von Mengenalgebren und Inhalten) Fiir j = 1,2 seien
€2; eine Menge, A; eine Mengenalgebra dariiber und p; : A; — [0, 00] ein Inhalt. Weiter
sei 0 = Q; x Oy und A die Menge aller endlichen Vereinigungen von Rechtecken A; x As
mit Seiten A; € A; und Ay € A,. Zeigen Sie:

1. Jedes Element von A kann als endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Recht-
ecken Ay x A, mit Seiten A; € A; und A, € Ay dargestellt werden.

2. A ist eine Mengenalgebra iiber €.

3. Es gibt genau einen Inhalt p : A — [0,00] mit pu(A; x Ay) = pi(Ar)uz(Ay) fiir
Al & ./41 und AQ € ./42.

Insbesondere gibt es fiir allen € N genau einen Inhalt p,, auf der Mengenalgebra aller end-
lichen Vereinigungen von Quadern [T7_,]a;,b;], a; < bj in [—oo, o0, mit u(IT}_,]a;, bs]) =

[[i=a (b — a).
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1.2 Erzeugendensysteme von o-Algebren

Ahnlich wie der Begriff des Erzeugendensystems eines Vektorraums in der Linearen Alge-
bra eine wichtige Rolle spielt, spielt auch der folgende Begriff der von einem Mengensystem
erzeugten o-Algebra eine fundamentale Rolle in der Mafitheorie.

Satz 1.20 (Erzeugte o-Algebra) Gegeben seien eine Menge Q und ein Mengensystem
E CP(Q). Dann ist

o(€,Q) :={A C Q|Fir jede o-Algebra A iiber Q mit E C A gilt A € A} (5)

eine o-Algebra iber Q mit £ C o(&E,2). Es ist die kleinste o-Algebra A iber Q@ mit £ C A,
d.h. fiir jede o-Algebra A iber Q mit € C A gilt 0(E,Q) C A.

o(&€,Q) ist also der Durchschnitt aller o-Algebren iiber 2, die £ umfassen. Falls klar ist,
welches “Universum” 2 gemeint ist, schreiben wir auch kurz o(€) statt o(€, Q).
Beweis des Satzes:

1. 0 € 0(€,Q) gilt, da ) € A fiir jede o-Algebra A iiber Q gilt.

2. Abgeschlossenheit unter Komplementbildung: Ist A € o(€,Q), so folgt fiir jede o-
Algebra A iiber Q mit £ C A: A € A, und deshalb auch A° € A. Wir schlieflen
hieraus auch A° € 0(€,Q).

3. Abgeschlossenheit unter abzdhlbarer Vereinigungen: Ist (A, )nen eine Folge mit Wer-
ten in o(&,€Q), so folgt fiir jede o-Algebra A iiber 2 mit £ C A: A, € A fiir alle
n € N, und deshalb auch |J, .y An € A. Wir schlielen |, .y A4n € 0(€,Q).

neN neN

OJ

Definition 1.21 (Erzeugte o-Algebra, Erzeugendensystem) Die o-Algebra o(€,2)
wird die von & erzeugte o-Algebra iiber 2 genannt. Sind A eine o-Algebra iiber Q2 und
E C P(Q) ein Mengensystem mit o(€,Q2) = A, so wird € ein Erzeugendensystem (oder
auch kurz Erzeuger) von A genannt.

Ubung 1.22 Es sei Q = {1,2,3,4} und € = {{1,2},{1,3}}. Beweisen Sie o(E,Q) =
P(R2). Geben Sie auch alle Elemente von o({{1,2}},Q) an.

Das folgende Kriterium zum Vergleich von erzeugten o-Algebren ist oft sehr niitzlich:

“Ubung 1.23 (Vergleich erzeugter o-Algebren) FEs seien Q eine Menge, £ und &'
Mengensysteme tiber 2. Beweisen Sie:

1. Aus € C &' folgt (&) C a(&').
2. Ist E Co(&) und & C a(E), so folgt o(E) =a(E').

Hierzu eine erste Anwendung:

12



Ubung 1.24 Es sei Q = R. Zeigen Sie, dass folgende Mengensysteme &, &, s, & alle
die gleiche o-Algebra A iiber R erzeugen:

1. & ={la,b]| a,b € RU{+oo},a < b} sei die Menge der offenen Intervalle.
2. & ={[a,b]| a,b € R,a < b} sei die Menge der kompakten Intervalle.

3. & = {] — 00, a]| a € R} sei die Menge der linksseitig unendlichen abgeschlossenen
Intervalle.

4. & ={la, b)) NR| a,b € RU {F+o0}}

Definition 1.25 (Borelsche o-Algebren) Essei (€2, 7) ein topologischer Raum. Dann
wird B(Q,T) := o(T) die Borelsche o-Algebra zu (2, T) genannt. Ist speziell T die
Standardtopologie auf einer Teilmenge € von R", n € N, so schreiben wir auch kurz B(€2)
dafiir. Die Elemente von B(R"™) nennen wir auch Borelmengen in R™.

Ubung 1.26 Es sei (Q,T) ein topologischer Raum, ' € o(T,Q) und T die Teilraum-
topologie auf Q) beziiglich T. Zeigen Sie

B, T)={AeB(Q,T) ACQ}.
Fir a = (ay,...,a,),b=(by,...,b,) € (RU{£o0})" definieren wir den “offenen Quader”
Q(a,b) :=lay, by[x ... X]|an, by

Der Quader ist nichtleer, falls a; < b; fiir alle © = 1, ..., n gilt; hierfiir schreiben wir auch
kurz a < b.

Lemma 1.27 Die Borelsche o-Algebra B(R™) wird von dem Mengensystem Q aller offe-
nen Quader Q(a,b) mit a,b € R™ erzeugt.

Insbesondere ist die in Ubung 1.24 betrachtete o-Algebra A gleich B(R).

Beweis: Es bezeichne T die Standardtopologie auf R™. Wegen Q C T folgt 0(Q) C
o(T) = B(R™). Fiir die umgekehrte Inklusion sei eine offene Menge A € T gegeben. Fiir
jedes x € A gibt es einen Quader Q(a,b) € Q mit rationalen Endpunkten a,b € Q",
a < b, mit z € Q(a,b) C A. Setzen wir

M ={Q(a,b)] a,b € Q", a <b, Q(a,b) C A} C Q,

A= @

QeM
Weil M C ¢(Q) abzihlbar ist, folgt aus der Abgeschlossenheit von o(Q) unter abzihlbaren

Vereinigungen auch A € ¢(Q). Damit ist T C o0(Q) gezeigt. Wir schlieBen B(R™) =
o(T) C 0(Q). Zusammen folgt die Behauptung B(R") = ¢(Q).

so bedeutet das
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Ubung 1.28 Zeigen Sie, dass die folgenden Teilmengen von R Borelmengen sind:

1. Qund R\ Q,

2. UnEN[#’ n++1]’

3. die Menge A aller Zahlen x € [0,1[, in deren Dezimaldarstellung eine Ziffer “3”
vorkommt,

4. die Menge B aller Zahlen = € [0, 1], in deren Dezimaldarstellung unendlich oft die
Ziffer “3”, aber nur endlich oft die Ziffer “4” vorkommt.

Ubung 1.29 (Klassifizierung von o-Algebren auf abzihlbaren Mengen; Fort-
setzung von Ubung 1.6)

1. Es sei 2 eine endliche oder abzéhlbar unendliche Menge, ¥(€2) das Mengensystem
aller o-Algebren dariiber, und I1(€2) das Mengensystem aller Partitionen dariiber.
Beweisen Sie, dass die Abbildung part : £(Q) — II(Q), A — part(A) aus Ubung
1.6 und die Abbildung o : II(Q2) — (), € — (&) zueinander inverse Bijektionen
sind.

2. Zahlen Sie alle o-Algebren auf der Menge Q2 = {1, 2, 3,4} auf.

Definition 1.30 (Produkt-o-Algebra) FEs seien (21, A1), .., (Qn, A,) messbare Riume
und Q= Q1 X ... x Q, das zugehorige kartesisches Produkt. Die von dem Mengensystem

Q:={A1 x...xA,| A €A firi=1,...,n} (6)
aller Quader mit messbaren Seiten erzeugte o-Algebra
A ®...0 A, :=0(9,0)

wird Produkt-o-Algebra der Ay, ..., A, genannt. Im Spezialfall A, = ... = A, = A, dass
alle Faktoren tibereinstimmen, schreiben wir fiir die Produkt-o-Algebra auch A®".

Ubung 1.31 Es seien (Q4,.A1),. .., (Q, A,) messbare Riume, Q = Qi x ... x Q, ihr
kartesisches Produkt und m; - Q@ — Q;, mi(w1, ..., wy) = w; fiiri =1,...,n die kanonischen
Projektionen. Beweisen Sie

A @ @A, = o A)i € {1,...,n}, A € A)).

Lemma 1.32 In der Situation von eben sei fir jedesi = 1,...,n ein Erzeugendensystem
& von A; mit Q; € & gegeben. Dann ist das Mengensystem der Quader

E={Aix ... x A A €& firi=1,...,n}

mit Seiten aus dem jeweiligen Erzeugendensystem ein Erzeugendensystem von A; ® ... Q&

A
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Beweis: Wir setzen fiir j =0,...,n:
./T‘-]:{A1X><An’Al€Aqur1§Z§], Azeglfurj<2§n}

Insbesondere gilt Fy = £ und F,, = Q mit dem Quadersystem Q aus (6). Wir zeigen
nun fiir alle j = 1,...,n, dass o(F;_1,Q) = o(F;,Q) gilt. Insbesondere folgt hieraus die
Behauptung

d(&,Q)=0(Fo,Q) =0(Fn, Q) =0(Q, Q) =41®...0 A,

Gegeben j € {1,...,n}, beobachten wir zunéchst o(F,;_1,Q) C o(F;,2), da F,_; C F;
wegen & C A;. Fiir die umgekehrte Inklusion betrachten wir das Mengensystem

B ={A; e Aj] Ay x ... xAj x...x A, €0(F;_1,Q) falls A4; € A; fir 1 <i < jund
AZEEZfUI"j<Z§TL}

Nach Definition von F;_; und wegen F;_1 C o(F;_1,Q) gilt & C B;. Weiter sieht man,
dass €; € B; gilt und B; abgeschlossen unter Komplementbildung ist wegen 2; € £;. Das
System B, ist zudem abgeschlossen unter Bildung abzdhlbarer Vereinigungen. Es ist also
eine o-Algebra iiber Q;. Es folgt A; = 0(&;,Q;) C B;, anders gesagt: F; C o(F;_1,).
Wir erhalten o(F;, Q) C o(F,_1,), also die Behauptung.

O

Beispiel 1.33 Fiir n € N gilt B(R") = B(R)®". Das Mengensystem aller offenen Inter-
valle ]a, b[ mit a,b € R, a < b erzeugt ndmlich B(R). Also wird B(R)®" von dem System
der offenen Quader |ay,by[X ... X]|ap, b,[ mit a;,b; € R, a; < b; (i = 1,...n) erzeugt.
Dieses System erzeugt jedoch auch B(R").

1.3 Dynkin-Systeme

Bekanntlich stimmen zwei lineare Abbildungen f,g: V — W iiberein, wenn sie auf einem
Erzeugendensystem ihres Definitionsbereichs {ibereinstimmen. Fiir Mafle ist jedoch die
analoge Aussage im Allgemeinen falsch:

Beispiel 1.34 Die diskrete Gleichverteilung p = (61 4 2+ 3+ 94) /4 auf Q = {1,2, 3,4},
versehen mit der Potenzmenge P(€2), stimmt nicht mit dem Mafl v = (d; + d4)/2 iiberein,
obwohl die Einschriankungen von p und v auf das Erzeugendensystem {{1, 2}, {1,3}} von
P(Q) gleich sind. Das Problem besteht darin, dass der Ubereinstimmungsbereich

D ={Aec Al u(A) = v(A)}

zweier WahrscheinlichkeitsmaBle auf dem gleichen Ereignisraum (€2,.4) keine o-Algebra
zu sein braucht, denn es ist moglich, dass er nicht abgeschlossen unter endlicher oder
abzéhlbarer Vereinigungsbildung ist.

Diese Beobachtung steht im Kontrast zu der Tatsache aus der linearen Algebra, dass der
Ubereinstimmungsbereich {x € V| f(x) = g(x)} zweier linearer Abbildungen f,g:V —
W ein Untervektorraum von V' ist.
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Allerdings ist der Ubereinstimmungsbereich zweier Wahrscheinlichkeitsmafie noch ein
Dynkin-System im Sinne der folgenden Definition:

Definition 1.35 (Dynkin-System) Es sei Q2 eine Menge. Ein Mengensystem D C P(£2)
heifit Dynkin-System iiber €2, wenn gilt:

1.0eD
2. Fiir alle A € D folgt A° € D.

3. Fiir jede Folge (A, )nen paarweise disjunkter Mengen in D gilt |, _ An € D.

neN

Man beachte: Anders als in der Definition von o-Algebren wird hier in der dritten Bedin-
gung die paarweise Disjunktheit der Mengen A,,, n € N, vorausgesetzt!

Beispiel 1.36 (Ubereinstimmungsbereich von W’mafen ist Dynkin-System) Sind
w, v zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem gleichen messbaren Raum (Q,.A), so ist der
Ubereinstimmungsbereich

D — {A € Al p(A) = v(A)}
ein Dynkin-System.
In der Tat:
1. 0 € D folgt wegen u(0) =0 = v(0).
2. Gegeben A € D folgt u(A°) = pu(Q2) —uw(A) =1—-p(Ad) =1-v(A) =v(Q) —v(A) =
v(A°), also auch A° € D.
3. Ist eine Folge (A,)nen paarweise disjunkter Mengen in D gegeben und setzen wir
A = J,en An, so folgt wegen der o-Additividt von p und v:

u(4) = 57 (A0 = S u(A,) = v(A),
also auch A € D.
O

Analoges gilt natirlich (bei praktisch identischem Beweis), wenn p und v signierte Mafe
mit 11(Q) = v(§2) sind.

Definition 1.37 (N-stabile Mengensysteme) Wir nennen ein Mengensystem & durch-
schnittsstabil, kurz N-stabil, wenn fir alle A, B € € gilt: ANB € €&.

Satz 1.38 (Dynkin-Lemma, auch II-A-Theorem genannt) Es sei ) eine nichtleere
Menge, M C P(Q) ein durchschnittstabiles Mengensystem und D C P(2) ein Dynkin-
System diber Q). Dann gilt:

Aus M C D folgt (M) C D.

Beweis:
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1. Schritt.  Ist Dy ein Dynkin-System iiber €2, so gilt:

Fiir alle A, B € D; mit A C B folgt B\ A € D;.

Beweis hierzu: Die Mengen B¢ und A sind disjunkt. Nun gilt B¢ € D; wegen B € D;.
Zusammen mit A € D; folgt

(B\A)=AUB°UQUDUDU...e Dy
und damit B\ A € D;.
2. Schritt. Es gibt ein kleinstes Dynkin-System G iiber €2, das M umfasst, ndmlich den
Durchschnitt aller Dynkin-Systeme iiber €, die M umfassen:*
G = {A C Q| Fiir jedes Dynkin-System & iiber 2 mit M C £ gilt A € £.}

3. Schritt. Wir setzen:
G={A€gG|VBeM: ANBeG}

Dann ist G; ein Dynkin-System iiber 2, das M umfasst: M C G;.
Beweis hierzu:

e Esgilt 0 € Gy, dafiiralle Be Mgilt: )N B=0¢cgG.
o Ist A € Gy, so folgt fiir alle B € M mit Hilfe des 1. Schritts:
A°NB=B\(ANB)eg,

denn es gelten B € G wegen B € M, ANB € G wegen A € G;,und ANB C B.
Wir schlieflen: A€ € G;.

o Ist (A, )qen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gy, so folgt fiir alle B € M:

<UAR> nB=|JA.nB)eg,

neN neN

denn die A, N B, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir schlielen:

UnEN An S gl‘

e Es gilt M C G;. Zum Beweis hiervon sei A € M gegeben. Dann folgt fiir alle
B € M die Aussage AN B € M C G, weil M durchschnittstabil ist. Das bedeutet
Ac g1.

4. Schritt.  Weil G; C G ein Dynkin-System iiber €2 mit M C G ist, folgt auch G; O G,
weil G das kleinste Dynkin-System iiber (2 ist, das M als Teilmenge hat. Das bedeutet:
G = G. Nach der Definition von G; impliziert das fiir alle A € G und alle B € M die
Aussage ANB € G.

4Man beachte die Analogie zu Formel (5).

17



5. Schritt.  Wir setzen:
Go:={BeG|VAeG: ANBe€G}

Dann ist Gy ein Dynkin-System iiber Q mit M C G,.
Der Beweis hierzu dhnelt ein wenig dem Beweis im 3. Schritt:

e Esgilt ) € Gy, dafiiralle Ac Ggilt: AN =0¢€G.
e Es sei B € Gy gegeben. Dann folgt fiir alle A € G mit Hilfe des 1. Schritts:
ANB°=A\(ANB)eg,
da AN B € G wegen B € G,. Dies impliziert B¢ € G,.

e Ist (B,)nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente von Gs, so folgt fiir alle A € G:

AnlJB.=JAnB,) €g,

neN neN

denn die Mengen A N B,, n € N, sind paarweise disjunkte Elemente von G. Wir
schlieen: (J,, .y Brn € Go.

e M C G, ist klar nach dem vierten Schritt.

6. Schritt. Wie im 4. Schritt folgt Go = G, also ist das Mengensystem G durchschnitt-
stabil.

7. Schritt.  Jedes durchschnittstabile Dynkin-System ist eine o-Algebra. Insbesondere ist
G eine o-Algebra.

Beweis hierzu: Es sei G’ ein durchschnittstabiles Dynkin-System. Weil G’ als Dynkin-
System die leere Menge als Element enthélt und abgeschlossen unter Komplementbildung
ist, bleibt nur zu zeigen, dass G" auch abgeschlossen unter abzéhlbarer Vereinigungsbildung
ist. Hierzu sei (A,,)nen eine Folge von Elementen von G'. Wir setzen fiir n € N:

B, = A, N [ A,
m<n

Dann gilt B, € G', weil G’ durchschnittstabil und abgeschlossen unter Komplementbildung
ist. Nun sind die B,,, n € N, paarweise disjunkt, und es gilt

Ua.=UUB.€g
neN neN
Das Mengensystem G’ ist also in der Tat abgeschlossen unter abzdhlbarer Vereinigungs-

bildung.
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8. Schritt.  Aus M C G folgt (M) C G, weil G nach dem 7. Schritt eine o-Algebra ist
und o(M) die kleinste o-Algebra ist, die M umfasst. Weiter wissen wir G C D, weil G
das kleinste Dynkin-System ist, das M umfasst. Es folgt die Behauptung: (M) C D.

O

Korollar 1.39 (Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafle) Es seien u, v zwei Wahrschein-
lichkeitsmafSe auf einem messbaren Raum (2, A), deren FEinschrinkungen auf einen N-
stabilen Erzeuger € von A tibereinstimmen. Dann gilt 4 = v. Das gleiche gilt fiir signierte
Mafle p und v, falls zusditzlich pu(Q) = v(Q) gilt.

Beweis: Nach Beispiel 1.36 ist der Ubereinstimmungsbereich
D= {A € Al p(A) = v(4)}

ein Dynkin-System. Nach Voraussetzung gilt £ C D, also nach dem Dynkin-Lemma auch
A=0(€) CD. Es folgt p=v.
OJ

Beispiel 1.40 (Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen) Ist y ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf (R, B(R)), so wird F, : R — [0, 1], F),(a) = pu(] — 00, a]) die Verteilungs-
funktion von p genannt. Weil {] — 0o, a]| a € R} ein N-stabiler Erzeuger von B(R) ist,
folgt:

Besitzen zwei Wahrscheinlichkeitsmafe p und v auf (R, B(R)) die gleiche Verteilungs-
funktion F,, = F,, so sind sie gleich: j = v.

Die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles auf R bestimmt also das Maf3
eindeutig.

Beispiel 1.41 (Eindeutigkeit des Lebesguemafles auf R") Fiir jedes n € N gibt es
hochstens ein Maf$ A, auf (R™, B(R™)) mit

n

A(Jar, bi] X . X]an, b)) = [ [ (05 — a))

i=1

fir alle a = (ay,...,a,) und b= (by,...,b,)in R™ mit a < b.
In der Tat: Sind \,, A/, zwei solche Mafe, so ist

D = {A € BR")| VM € N : A, (AN =M, M]") = X, (An]— M, M]")

ein Dynkinsystem. Es enthélt alle halboffenen Quader Jay,b] X ... X]ay,,b,] mit a =
(a,...,a,),b = (by,...,b,) € R". Das Mengensystem dieser Quader bildet jedoch ein
N-stabiles Erzeugendensystem von B(R™). Es folgt B(R™) C D nach dem Dynkin-Lemma.
Wir schlieBen fir alle A € B(R™) mit Hilfe der o-Stetigkeit von unten wegen

AN|—=M, M]™* 1 A fir M — oc:

also A\, = Al
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O

Das “Beschrianken” durch Schneiden mit |—M, M|™ ist notig, da A, kein endliches Maf
sein kann.

Wir werden spéter sehen, dass es ein solches Maf§ A, auf B(R") tatséchlich gibt. Es wird
n-dimensionales Volumenmafl oder Lebesquemafl auf B(R™) genannt.
Hier eine weitere Anwendung des Dynkin-Lemmas:

Definition 1.42 (Unabhingigkeit) Es seien (2, A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
E, F C A zwei N-stabile Mengensysteme aus Ereignissen in A. Wir nennen € und F (von-
einander) unabhdingig bzgl. p, wenn gilt:

VAecEVB e F: w(ANB) = u(A)u(B).

Satz 1.43 (Hochheben der Unabhingigkeit auf o-Algebren) Sind £, F C A zwei
voneinander unabhdngige N-stabile Ereignissysteme in einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, 1), so sind auch o(€) und o(F) voneinander unabhdngig bzgl. .

Beweis: Wir betrachten das Mengensystem
D:={Ac AIVBe F: w(AnB) =pu(A)uB)}.
Nach Voraussetzung gilt £ C D. Zudem ist D ein Dynkin-System. In der Tat:

1. 0 € D wegen
VBe F: u(@NB)=0=pud)uB).

2. Ist A € D, so folgt
VBeF: u(lA°NnB)=u(B\ (ANDB)) =
= pu(B) = w(A)u(B) = (1 — p(A))u(B) = u(A°)u(B).

3. Ist (A, )nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in D, so ist auch (A,NB),ey eine
Folge paarweise disjunkter Ereignisse in A. Aus der o-Additivitdt von u erhalten
wir fiir alle B € F:

u(U (An ﬂB) > (A, N B) Zu(An)u(B)zu(UAn> (B

neN neN neN neN
also (J,,en An € D.

Aus dem Dynkin-Lemma schlieflen wir () € D, d.h. ¢(€) und F sind unabhéngig
beziiglich p. Mit dem gleichen Argument, diesmal angewandt auf F statt £ und das
Dynkin-System

D:={BeAVAeco(&): w(AnB) = u(A)u(B)},

statt D, schliefen wir: o(€) und o(F) sind unabhéngig beziiglich p.
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Ubung 1.44 Essei Q = {1,2, 3,4}, verschen mit seiner Potenzmenge und der Gleichver-
teilung p. Weiter sei € = {{1,2},{1,3}} und F = {{1,4}}. Zeigen Sie:

1. & ist nicht N-stabil.
2.VAeEVB e F: (AN B) = u(A)u(B).
3. 0(€) und o(F) sind nicht beztiglich u voneinander unabhéngig.

Ubung 1.45 Es scien (9, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und &, ..., &, C A durch-
schnittstabile Mengensysteme mit €2 € &; fiir i = 1,...,n. Wir nennen &, ... &, (vonein-
ander) unabhéngig bzgl. 1, wenn gilt:

\V/Al 651,...,An Egni 12 (ﬁAz> :ﬁM(AZ)
i=1 i=1

Zeigen Sie:

1. Sind die Mengensysteme &, ... &, von oben (voneinander) unabhéngig bzgl. u, so
auch o(&1),...,0(&).

2. Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass die Aussage von eben falsch werden kann,
wenn wir auf die Voraussetzung “Q2 € &; fiir « = 1,...,n” oben verzichtet hétten.
Versehen Sie dazu Q = {1,2} mit einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsmafl und
betrachten Sie & = & = {{1}} und & = {0}.

3. Zeigen Sie: Sind &1, &, &3, E4 C A voneinander bzgl. © unabhéngige Unter-o-Algebren
von A, so sind auch o(&; U &) und (& U &) voneinander unabhéngig bzgl. w.

1.4 Der Fortsetzungssatz von Carathéodory

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, zu entscheiden, wann ein Inhalt p auf einer
Mengenalgebra A zu einem Maf} i auf einer o-Algebra A O A fortgesetzt werden kann.
Hierzu definieren wir:

Definition 1.46 (o0-Nullstetigkeit und o-Stetigkeit von unten auf Inhalten) Ein
Inhalt o auf einer Mengenalgebra A iiber einer Menge () heifit o-nullstetig, wenn fiir alle
Folgen (A, )nen mit Werten in A, A, | 0 und pu(A;) < oo gilt: lim, o u(A,) = 0. Der
Inhalt p heifit o-stetig von unten, wenn fiir jede aufsteigende Folge (A, )nen mit Werten
in Aund A, 1 A € A gilt: u(A) = lim,, o u(Ay).

Nach Satz 1.16 ist jedes Mafl o-nullstetig und o-stetig von unten. Wir schliefen daraus,
dass jeder Inhalt p auf einer Mengenalgebra A, der zu einem Maf} i auf einer o-Algebra
A D A fortgesetzt werden kann, o-nullstetig und o-stetig von unten sein mus8.

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist eine Umkehrung dieser Aussage. Zunéchst studie-
ren wir die o-Nullstetigkeit und deren Beziehung zur o-Stetigkeit von unten noch etwas
genauer:
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Lemma 1.47 Es sei p ein o-nullstetiger Inhalt auf einer Mengenalgebra A tiber einer
Menge ). Es gelte mindestens eine der beiden folgenden Voraussetzungen:

1. u(9) < oo,

2. oder, schwdcher:
Fiir jedes A € A gibt es eine Folge A3 E,, T A fiir m — oo mit ju(Ep,) = p(A)
und p(E,,) < oo fir alle m € N.

Dann ist p o-stetig von unten.

Man beachte, dass Voraussetzung 2. nur fiir ;1(A) = oo nichttrivial ist.

Beweis des Lemmas: Es sei A 3 A, T A € A gegeben. Dann folgt A\ A, | 0. Wir
nehmen nun die Voraussetzung 1. an: u(€2) < oco. Dann nimmt g nur endliche Werte an.
Aus der o-Nullstetigkeit schlieBen wir pu(A) — u(A,) = p(A\ A,) =30, also pu(A4,) =3
wu(A). Also ist p in diesem Fall o-stetig von unten.

Nun nehmen wir die Voraussetzung 2. an; es sei also eine Folge (E,,)men wie in der
Voraussetzung 2. gegeben. Dann ist die Einschrinkung u,, von p auf die Mengenalgebra
A, :={B € A| B C E,,} iiber E,, ein o-nullstetiger Inhalt, also o-stetig von unten wegen
w(E,,) < oo nach dem schon Gezeigten. Nun folgt fiir festes m € N wegen Emﬁg A und

A, Thooo A auch E,, N A, Thsoo B und damit p(E,, N A,) = pm (B N AL) — w(Ey)
wegen der o-Stetigkeit von unten von p,,,. Wir schlielen

lim p(Ap) 2 lim p(Ey N Ay) = p(En) = 1(A)
n—oo

n—o0
und daher lim,, o, 11(A,) > p(A). Wegen A,, C A folgt auch u(A,) < p(A) fur alle n € N,
also zusammen lim,, o p(A4,) = p(A).
0J

Ubung 1.48 Zeigen Sie folgende Umkehrung des Lemmas 1.47:
Ist ein Inhalt o-stetig von unten, so ist er auch o-nullstetiqg.

Beispiel 1.49 Der Inhalt 1 : P(N) — {0,00} mit u(A) =0 falls A C N endlich ist und
1(A) = oo sonst ist zwar o-nullstetig, aber nicht o-stetig von unten. Offensichtlich sind
die Voraussetzungen von Lemma 1.47 hier verletzt.

Wir zeigen nun folgendes hinreichendes Kriterium fiir o-Nullstetigkeit:

Satz 1.50 (Kompaktheitskriterium fiir o-Nullstetigkeit) Es sei (2, T) ein Haus-
dorffraum, A eine Mengenalgebra tiber Q und p : A — [0, 00] ein Inhalt. Es gebe zu jedem
A € A und jedem x € RY mit x < p(A) eine bzgl. T kompakte Menge K C Q und ein
BeAmit BC K CAundu(B) > z. Dann ist p o-nullstetig.
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Beweis durch Kontraposition:® Gegeben sei eine monoton fallende Folge A,, | in A mit
(A1) < oo und § := limy, o0 u(A,) > 0. Zu zeigen ist (), oy An # 0. Hierzu wihlen wir
rekursiv eine monoton fallende Folge B, | in A und eine monoton fallende Folge K, |
von kompakten Mengen mit B, C K,, C A, fiir alle n € N und u(A, \ B,) < (1 —-27")0
wie folgt:

Rekursionsanfang, n = 1: Nach Voraussetzung kénnen wir ein kompaktes K; und ein
By € Amit By C Ky C Ay und u(B;) > p(4y) — %6 wihlen. Insbesondere gilt dann
n(Ay\ By) < 36

Rekursionsvoraussetzung: Es sei n € N mit n > 1 gegeben. Es seien Mengen B; 2 By O
... 2 B,_; in A und kompakte Mengen K1 O K, O ... D K, 1 mit B; C K; C A; und
w(A; \ B;) < (1—2796 fiir i =1,...,n — 1 schon gewéhlt.

Rekursionsschritt: Es folgt wegen A,, C A, _1:

(An N Bn—l) U (An—l \ Bn—l) 2 An
und daher nach der Rekursionsvoraussetzung

(A, N Byq) + (1 =270 > u(A, N Buy) + pu(Ap_1\ Ba_y)
> u((An N Bpo1) U (Ap1 \ Bro1)) 2> u(Ay)

also
H(A 1 Buy) > u(Ay) = (1= 270715 > p(A,) = (1-27)8 > 0,

wobei wir im letzten Schritt p(A,) > inf,enp(A,) = 0 > 0 verwendet haben. Nach
Voraussetzung konnen wir also ein kompaktes K, und ein B, € A mit B, C K, C
A, N B, und u(B,) > u(A,) — (1 —27")0 wahlen. Es folgt B, C K,, € B,,.1 C K,
und p(A, \ Bn) = w(A4,) — u(B,) < (1 —27")9, wie gewiinscht. Damit ist die rekursive
Wahl der Folgen (B),)nen und (K, ),en abgeschlossen.

Fiir n € N folgt u(B,) > 0 wegen u(B,,) > u(A,)—(1-27")§ > §—0 = 0, also B,, # () und
daher K, # () wegen K,, O B,,. Nun ist der Durchschnitt ﬂneN K, einer absteigenden Folge
(K, )nen nichtleerer kompakter Mengen in einem Hausdorffraum (€2,7) nichtleer. (Das
Argument dazu kennen Sie schon aus der Analysis 1: Andernfalls wire (2 \ K,)nen eine
offene Uberdeckung von K7, die keine endliche Teiliiberdeckung besitzt, im Widerspruch
zur Kompaktheit von Kj.) Es folgt

()42 () K #0,

neN neN

also die Behauptung.
O

Als eine wichtige Anwendung betrachten wir nochmal die Situation aus Lemma 1.15 und
Ubung 1.5: Gegeben seien a < b in RU{400}, Q =]a, b], die Mengenalgebra A := A(]a, b])
dariiber und eine monoton steigende Funktion f : [a,b] — R U {+oco} mit f(z) € R fiir
a < x < b, sowie der zugehorige Inhalt pf : A — [0, 00], definiert durch (3).

5Gegeben A,, |, lautet die Kontraposition der o-Nullstetigkeit hierzu, also der Aussage A, | 0 =
limy, o0 (Ap) = 0, s0: limy, 500 p(An) > 0=, cn An # 0.

23



Satz 1.51 Ist f rechtsstetig und in b linksstetig, so ist iy o-stetig von unten.

Beweis: Wir versehen () mit der Standardtopologie. Dann sind die Voraussetzungen des
Satzes 1.50 erfiillt. In der Tat: Es sei

U aj, b; (7)

ein Element von A, dargestellt als endliche Vereinigung paarweise disjunkter nichtleerer
Intervalle, sowie 0 < z < pg(A). Dann gilt wegen der Rechtsstetigkeit von f

lim yip(Joy, b]) = lim f(by) = f(ey) = f(bs) = fay) = ps(az,0]), (G =1,....n).

ajla; ajla;j

Weéihlen wir die o; €]a;,b;] geniigend nahe bei a; und setzen wir B = [J;_,]a;, b;] und
K = Jj_ [, b], so folgt BC K C A und

= > iy bi)) >

Nach Satz 1.50 ist also py o-nullstetig. Ausserdem ist die Voraussetzung 2. des Lem-
mas 1.47 erfiillt. Gegeben A € A, wahlen wir ndamlich Folgen z,, | a und y,, 1T b mit
a < Ty <Ym <b(m eN)und setzen E,, := AN|Z,,, ym|. Wegen der Rechtsstetigkeit von
f und der Linkssstetigkeit in b von f sieht man

pp(Er) ™3 s (A).

Zudem gilt p¢(Ep) < pi(|Tm, Ym)) = f(ym) — f(zm) < oo fir alle m, da f auf ]a, b] nur
endliche Werte annimmt. Mit Lemma 1.47 folgt die behauptete o-Stetigkeit von iy von
unten.

OJ

Ubung 1.52 (Vererbung des Kompaktheitskriteriums auf Produkte) Fiirj = 1,2
seien eine Mengenalgebra A; auf einer Menge €2;, ein Inhalt v; : A; — [0,00] und ei-
ne hausdorffsche Topologie 7T; auf 2; gegeben, so dass das Kompaktheitskriterium aus
Satz 1.50 erfiillt sei. Weiter bezeichne A die Produkt-Mengenalgebra von A; und A, auf
Q=0 xQy, v: A [0,00] den Produkt-Inhalt dazu aus Ubung 1.19 und 7 die Pro-
dukttopologie zu 7; und 75 auf Q. Zeigen Sie, dass auch v das Kompaktheitskriterium
aus Satz 1.50 beziiglich der Topologie T erfiillt.

Lemma 1.53 (Aquivalenz von o-Additivitit und o-Stetigkeit von unten) Ein In-

halt i auf einer o-Algebra A diber einer Menge ) ist genau dann ein Maf, wenn er o-stetig
von unten 1st.
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Beweis: “=": Diese Implikation wurde schon in Satz 1.16 gezeigt.

“<": Es sei umgekehrt p o-stetig von unten und (B,,),en eine Folge paarweise disjunkter

Mengen in A. Wir setzen A, := (J;_; Bx € Afir n € Nund 4 := [,y An € A Mit
A, T A und der vorausgesetzten o-Stetigkeit schlieen wir
p(A) = lim p(A,) = Tim y u(Ba) =) u(Bu).
k=1 neN
Also ist p o-additiv und damit ein Maf.
O

Wir setzen nun einen von unten o-stetigen Inhalt auf die gesamte Potenzmenge von ()
fort, schrinken dann aber diese Fortsetzung aber wieder so ein, dass sie ein Maf§ wird:

Definition 1.54 (dufleres Maf}) Gegeben sei ein von unten o-stetiger Inhalt p auf einer
Mengenalgebra A iiber einer Menge ). Wir definieren das zugehorige duflere MafS p* :
P(2) — [0, 00] auf der Potenzmenge P(£2) durch

p(A) =

inf{ lim p(A,)

(A)nen ist eine monoton aufsteigende Folge in A mit U A, D A} )

neN

Weiter definieren wir
A, = {AePQ)|VBePEQ): u*(B)=u(ANB)+ u*(A°N B)}.
Trotz seines Namens ist das auflere MaB i.a. kein Maf.

“Ubung 1.55 Uberlegen Sie sich unter den Voraussetzungen von Definition 1.54:
w*(0) = 0. Uberlegen Sie sich auch, dass fir A C B C Q gilt: p*(A) < p*(B).

Lemma 1.56 (o0-Subadditivitit des dufleren Mafles) Unter den Voraussetzungen von
Definition 1.54 gqilt:

VA, B CQ: (AU B) < u*(A) + 1*(B).

Weiter gilt fiir jede Folge (Ay)nen von Teilmengen von Q:

w (U An) <Y (An).

neN neN
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Beweis: Die erste Behauptung ist ein Spezialfall der zweiten, wenn wir A; := A, Ay = B
und A,, = () fiir n > 3 setzen. Wir zeigen nun die zweite Behauptung. Hierzu sei (A, )nen
eine Folge in P(£2). Gegeben € > 0, wihlen wir fiir jedes n € N mit Hilfe der Definition von
1 (A,) eine aufsteigende Folge (B, m)men mit Werten in A, so dass gilt: (J,,cny Brm 2 An
und

mh_rgo 1(Brm) < ' (An) +27"%; (8)

man beachte, dass dies auch im Fall p*(A,) = co moglich ist. Setzen wir fir m € N

C,, = [LJ B, € A,

n=1
so ist die Folge (C},)men monoton aufsteigend mit

meN m,neN neN

um hier die Gleichheit auf der linken Seite zu sehen, beachte man B, ,, T in m. Wir
schlielen

w (U An) < mh_{%o w(Crn) < THIE%OZN(Bn,m)

neN

:Aiﬁozl{mw ) ZAE&“ m)

Z n) + 27 ") —e—l—z,u

neN neN

wobei wir im ersten Schritt die Definition von p*, im zweiten Schritt die Subadditivitat
von 1 (siche Ubung 1.12), im vierten Schritt den Satz von der monotonen Konvergenz fiir
Reihen und im vorletzten Schritt die Ungleichung (8) verwendet haben; bei der Anwen-
dung des Satzes von der monotonen Konvergenz beachte man, dass 1<y t(By,y) fiir

jedes feste n € N monoton steigend in m ist mit 1g,<pyu(Bnm) T limy,, o 1(Brm)-
Weil e > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

O

Insbesondere folgt
A, = {A€P@QIVBEPQ): w'(B)= i (ANB) + /(AN B)},  (9)

denn die umgekehrte Ungleichung p*(B) < p*(A N B) + p*(A° N B) gilt wegen B =
(AN B)U (A°N B) und Lemma 1.56 stets.

Satz 1.57 (Fortsetzungssatz von Carathéodory) Unter den Voraussetzungen von De-
finition 1.54 gilt:
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1. Fir alle A € A gilt ©*(A) = p(A).
2. Au ist eine o-Algebra iiber €.
3. o(A) C A,

4. Die Einschrénkung /i := p*[ 4, : A, — [0, 00] des duBeren MaBes 11 : P(Q) — [0, 00
auf die o-Algebra A, ist ein MaB, das den Inhalt z : A — [0, 00] fortsetzt.

5. (Vollstiindigkeit von A, bzgl. i) Fiir alle N C Q und alle M € A, mit (M) =0
und N C M gilt N € A,.

6. Fiir alle A C () sind adquivalent:

(a) A€ A, und ji(A) < oo;
(b) 3B,N € o(A): AC B, i(B) < 00, i(N) =0, B\ AC N.

Beweis:

1. Es sei A € A gegeben. Betrachten wir die konstante Folge (A),en, so folgt nach
Definition von p*(A):
p(A) < lim p(A) = p(A).

Wir zeigen nun umgekehrt p*(A) > p(A). Hierzu sei eine monoton aufsteigende
Folge (A;)nen mit Werten in A mit (J, .y An 2 A gegeben. Wegen A, N A 1T A und
der o-Stetigkeit von unten von g folgt lim,, . p(A,) > lim,, oo (A, N A) = u(A).
Dies zeigt u*(A) > p(A), also zusammen p*(A) = pu(A).

2. Wir zeigen zuerst, dass ./Alu eine Mengenalgebra ist.
Die Aussagen () € Au und A € flu = A¢ ¢ fl# fiir A C Q folgen unmittelbar aus
den Definitionen; man beachte, dass A und A¢ symmetrisch in der Definition der
Aussage A € Au auftreten. Gegeben seien nun A, B € flu. Um AUB € fl# zu zeigen,
sei C' C Q gegeben. Zu zeigen ist nun p*(C) = p*((AUB)NC) + p*((AUB)°NC).
Dies folgt so:

p(C)

(ANC) 4+ p(A°NC) wegen A€ A,

(ANC)+p* (BNANC) +p*(B°NA°NC) wegen B € A,
pr(AN(AUB)NC)+ p (AN (AUB)NC)+ u ((AUB)°NC)
((AUB)NC) + p*((AUB)°NC) wegen Ac A,

Also ist AUB € /l#. Damit ist gezeigt, dass fl# eine Mengenalgebra ist.

Wir zeigen nun, dass fiir jedes D C Q die Finschrinkung jip = “ElAu der Abbildung
105 - P(Q) = [0,00], uh(A) = p*(AN D), auf A, ein Inhalt ist. Insbesondere ist die
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Einschrinkung o = fig von p* auf fl# ein Inhalt.

~

(@) = 0 und i (A) > 0 fir A € A, wissen wir bereits. Zum Nachweis der
endlichen Additivitét seien disjunkte Mengen A, B € A, gegeben. Dann folgt

fip(AUB) = yi*((AUB)N D) wegen AUB € A,
— (AN (AUB)N D)+ p*(A°N(AUB)ND) wegen A€ A,
=u*(AND)+u (BND) wegen ANB =10, also AN(AUB) =B

= (p(A) + ap(B) wegen A, B € fl#.

Nun beweisen wir fir alle D C 2, und jede aufsteigende Folge C,, T mit Werten in
A,

Hp (U C ) = lim pp(C). (10)

neN

Gegeben solch ein D und eine solche Folge (Cy,)nen, setzen wir A := |,y Cn. Weil
C,, € A und damit C,, N D C AN D fiir alle n € N, folgt lim,,_,, u},(Cy) < p5(A).
Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung definieren wir B,, := C,\C,,_; € .,Zlu fiir
n € N, wobei wir noch Cj := () ergéinzen. Insbesondere sind die B,,, n € N, paarweise
disjunkt, und es gilt | J;_; By = C, T A und daher auch {J, (B, N D) = AN D.
Damit folgt die Behauptung so:

ip(A) = u*(AN D)

< Z w (B, ND) (wegen der o-Subadditivitdt von p* von Lemma 1.56)
neN

— ZME(Bn) (wegen B, € /lﬂ)

neN
= Jim > #p(Be) = lim yip(Cr)
(wegen By, € flu und der endlichen Additivitét von fip).

Schlieflich zeigen wir, dass flu abgeschlossen unter abzdihlbarer Vereinigungsbildung
151.

Hierzu sei (A,)nen eine Folge mit Werten in /l und A = (J,, o An- Zu zeigen ist
A€ flu. Gegeben B C Q, ist also p*(B) > u*(AN B) + u*(A°N B) zu zeigen. Wir
setzen C, := J;_, Ay fiir n € N. Weil .A eine Mengenalgebra ist, folgt C,, € .A
fiir alle n € N Wir schlieflen fiir n € N:

1 (B) = u*(C, N B) + p*(CSN B)  wegen C,, € A,
> (Cp,NB)4+ p*(A°NB) wegen C, C A also C, "B 2 A°NB
ZF (AN B) + p(A°N B)  wegen flu > C, T A und (10).
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Im letzten Schritt wurde (10) natiirlich fiir uj, mit D := B angewandt.
Damit ist p*(B) > p*(AN B) + p*(A°N B) gezeigt.
Zusammen folgt, dass A, eine o-Algebra ist.

. Wir zeigen zundchst A C A#.
Es seien A € Aund B C Q gegeben; zu zeigen ist p*(B) > pu*(AN B) + p*(A°N B).
Hierzu sei eine monoton aufsteigende Folge (B, )nen in A mit (J,,oy Bn 2 B gegeben.
Zu zeigen ist nun lim, o p(B,,) > (AN B) + p*(A°N B). Weil (AN B,,)nen eine
aufsteigende Folge in A mit (J,,.y(AN B,) 2 AN B ist, folgt

(AN B) < lim u(ANBy,)

n—oo

aufgrund der Definition von p*. Ebenso folgt

p(A°N B) < lim u(A°N B,),

n—oo

weil auch (A°N By, )nen eine aufsteigende Folge in A mit (J,.y(A°N B,) 2 A°N B
ist. Wir erhalten die Behauptung so:

(AN B)+p (AN B) < lim (W(ANB,) + (AN By,)) = lim wu(B,).

n—o0 n—oo
FEs folgt o(A) C flw weil /l# eine o-Algebra mit A C /Al# ist.

. Fassen wir das schon Gezeigte zusammen: Wir wissen schon, dass /i : fiu — [0, o0]
ein von unten o-stetiger Inhalt auf der o-Algebra A, ist, der den Inhalt p : A —
0, 00] fortsetzt. Nach Lemma 1.53 ist i ein Mas.

. Gegeben seien N C Q und M € Au mit (M) =0und N C M, sowie B C 2. Wir
miissen zeigen: p*(B) = p*(N N B) + p*(N°N B). Einerseits gilt 0 < p*(N N B) <
pw (M) = (M) =0wegen NN B C N C M, also u*(N N B) = 0. Andererseits gilt
w(B) = p*(N°N B), da

(*(B) = (M N B) 4+ p*(M°N B) wegen M € A,
< (M)+p(N°NB) wegen MNBC Mund M°NBC N°NB
— J(N° B) < " (B)
Zusammen folgt die Behauptung.

. (a)=(b): Bs sei A € A, mit i(A) < oo gegeben. Nach der Definition des duferen

Mafles gibt es fiir jedes m € N eine aufsteigende Folge (B, )neny mit Werten in A
mit By, := J,ey Bnm 2 A und

lim pu(Bym) < fi(A) +

1
n—oo m '
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Es ist By, € 0(A) wegen B, ,, € A. Mit der Definition des dufieren MaBes folgt

1
[l < li < [ —.
lBn) < lim p(Bym) < A(A) + —
Nun setzen wir B := (), .y Bm. Wegen A C B, € o(A) fiir alle m € N folgt
B e o(A) und A C B. Es folgt

m— 00 m—00

) < (8) < Hmint 3(5,) < i (A + ) = (A

also fi(A) = (B). Wir schlieflen (B \ A) = i(B) — j1i(A) = 0; hier verwenden
wir fi(A) < oo, so dass nicht der undefinierte Ausdruck oo — oo auftritt. Nach
der Definition des dufleren Mafles gibt es also fiir jedes m € N eine aufsteigende
Folge (Cym)nen mit Werten in A mit B\ A C U, cyCnm =t O € 0(A) und
limy, o0 (Crim) < =. Mit N :=(),,cn O € 0(A) schlieBen wir: B\A C N € o(A),
und weiter mit der Definition des dufleren Mafles :

A(N) < liminf 4(Cy,) < liminf lim u(C,,,) < lim 1o 0

m—r0o0 m—0o0 M—0o0 m—o0 M,

und daher a(N) = 0.
(b)=(a): Gegeben B, N € o(A) wie in (b), erhalten wir B\A € A, wegen B\A C N,
f(N) = 0 und der schon bewiesenen Aussage 5. (Vollstandigkeit von Au) Es folgt:
A=B\(B\A) e A, wegen AC Bund B,B\ A € A,. SchlieBlich gilt i(A) < oo
wegen [1(A) < a(B) < oo.

O

Wir fithren nun einige praktische Sprechweisen ein:

Definition 1.58 (Nullmengen, Vollstindigkeit von o-Algebren) Essei (2,4, 1) ein
Mafiraum. Eine Menge N C Q heifit eine Nullmenge bzgl. p (kurz auch p-Nullmenge),
wenn es eine messbare Menge M € A mit N C M und pu(M) = 0 gibt. Die o-Algebra
A heiit vollstindig bzgl. p, wenn jede p-Nullmenge ein Element von A ist. Alternativ
sagt man dafiir auch: “Der Mafiraum (2, A, i) ist vollstindig.” Eine Aussage ®(w) {iber
Elemente w von € heif3t p-fast iberall giiltig (Synonyme: “fiir u-fast alle w € Q giiltig”,
oder auch, vor allem fiir Wahrscheinlichkeitsmafle verwendet: “u-fast sicher giiltig”) wenn
{w € Q| &(w) gilt nicht} eine p-Nullmenge ist.

Die Aussage 5. im Fortsetzungssatz von Carathéodory besagt also in der Tat genau die
Vollstandigkeit von A, beziiglich i im Sinne dieser Definition.

Ubung 1.59 (abzihlbare Vereinigung von Nullmengen) FEs sei p ein Maf. Zeigen
Stie, dass jede abzihlbare Vereinigung von p-Nullmengen wieder eine p-Nullmenge ist.
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Ubung 1.60 (Vervollstindigung von Mafirdiumen) Es sei (2,4, x) ein Mafiraum
und die o-Algebra A, und das Ma 4 : A, — [0,00] hieraus wie im Fortsetzungssatz
von Carathéodory konstruiert. Weiter sei

A:={AAN|Ae A, N CQ, N ist eine u-Nullmenge}.
Zeigen Sie:
1. A ist eine o-Algebra iiber (2.

2. ACA,.
3. Die Einschrinkung von /i auf A ist vollstindig.
4. A= AH, falls p endlich ist.

5. Zeigen Sie an Hand des Gegenbeispiels 2 = {0,1}, A = {0, Q}, u(0) = 0, u(Q) = oo,
dass A # A, moglich ist.

Der Mafiraum (Q,fl, ft] 4) wird Vervollstindigung von (2, A, 1) genannt.

“Ubung 1.61 Es sei (Q,.A) ein messbarer Raum und 6, das Dirac-Maf in einem Punkt
a € Q mit {a} € A. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Vervollstindigung von (9, A, 6,)
durch (2, P(2),d,) gegeben wird, wobei wir das Dirac-Majf$ auf dem vergrifierten Defini-
tionsbereich P(2) 2 A wieder mit §, bezeichnen.

Korollar 1.62 (Approximationssatz von Carathéodory) FEs sei (2, A, u) ein Majs-
raum mit p(2) < oo und B C A eine Mengenalgebra tiber Q mit o(B) = A. Dann gibt es
zu jedem A € A und jedem € > 0 ein B € B mit u(AAB) < e.

Beweis: Es bezeichne v = pulg die Einschrankung von g auf B. Dann ist v ein von
unten o-stetiger Inhalt. Es sei v* : P(£2) :— [0, 0o[ das zugehorige duflere Mafl und v =
2 F B, — [0, 00 die hieraus mit dem Fortsetzungssatz von Carathéodory gewonnene
MafBfortsetzung. Wegen o(B) = A stimmen g und die Einschrinkung |4 nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafle (Korollar 1.39) tiberein. Gegeben A € A, gilt also
w(A) = v*(A). Es sei € > 0. Nach Definition von v* gibt es also eine aufsteigende Folge
(Bn)nen in Bmit C := J,,cy Bn 2 A und

lim u(Ba) < a(A) + 5.

n—o0

Wir erhalten . e
pA) + 5 2 u(Bn) — pl(C) 2 u(A);
insbesondere auch u(C) — pu(A) < €/2. Wir kénnen also ein n € N wéhlen, so dass fiir
B := B, € B gilt:
u(B) > u(€) — 5.
Es folgt wegen AAB C (C'\ A)U(C'\ B) und A,B C C":

H(AAB) < p(C\ A) + p(C'\ B) = p(C) — p(A) + u(C) — u(B) <e.
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Beispiel 1.63 (Lebesgue-Stieltjes-Mafle) Gegeben sei eine rechtsstetige, monoton stei-
gende Funktion f : R — R. Wir erweitern f durch f(do0) := lim, ,4, f(x) zu einer in
+oo stetigen Funktion f : RU{£oo} — RU {£o0}. Der zugehorige Riemann-Stieltjes-
Inhalt pp @ A = A(] — 00,00]) aus Lemma 1.15 mit us(Ja,b]) = f(b) — f(a) ist nach
Satz 1.51 o-stetig von unten, kann also nach dem Fortsetzungssatz von Carathéodory
zu einem MaB iy : A, ; — [0, 00] fortgesetzt werden. Dieses Mafl oder auch seine Ein-
schrankungen auf die o-Algebren B(R), B(] — 0o, 00]) oder auch {A € fluf]A C R}
werden das Lebesgue-Stieltjes-Mafl zu f genannt. Gilt speziell lim, ,, f(z) = 1 und
lim, , » f(z) = 0, so ist das Lebesgue-Stieltjes-Maf fif, eingeschrénkt auf B(R), ein
Wahrscheinlichkeitsmaf mit Verteilungsfunktion f, denn es gilt if(] — 00,a]) = f(a) —
f(—o0) = f(a) fur @ € Rund fif(R) = lim,,e0 fif(] — 00,0a]) = 1.

Fassen wir zusammen:

Satz 1.64 (Bijektion zwischen W’maflen auf B(R) und Verteilungsfunktionen)
Zu jeder rechtsstetigen, monoton steigenden Funktion f : R — [0, 1] mit lim, 1 f(x) =1
und lim,,_o f(z) = 0 gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi p auf (R, B(R)) mit
Verteilungsfunktion F,, = f. Umgekehrt ist die Verteilungsfunktion F, : R — [0, 1],
F.(a) = p(] — o0,a]) jedes Wahrscheinlichkeitsmafes pn auf (R, B(R)) rechtsstetig und
monoton steigend mit lim,_, o F),(x) = 1 und lim,_,_, F),(x) = 0.

Beweis: Die Aussage des Satzes fasst das vorhergehende Beispiel mit Beispiel 1.40 zu-
sammen. Die Rechtsstetigkeit von Verteilungsfunktionen und die Limiten bei o0 folgen
unmittelbar aus der o-Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafes:

Fi(an) = (] — 00, n]) "5 (] - 00,]) = Fyfa) fiir o ba € R
wegen | — 00, 4] 4] — 0o, ], sowie
Fu(ba) = (] = 00,0,]) =% p(R) =1 fiir b, T +o00
wegen | — 00, by] 1 R und

— 00

Fulea) = pl] = 00,c)) "= p(0) =0 fiir c, | —o

3

wegen | — 0o, ¢,| | 0.
U

Das weitaus wichtigste Beispiel fiir Lebesgue-Stieltjes-Mafle erhalten wir im Fall f =id : R — R,
flz) =
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Definition 1.65 (Lebesguemafl) Das eindeutig bestimmte Mafl A auf (R, B(R)) mit
der Eigenschaft A(]a,b]) = b — a fiir alle reellen Zahlen a < b heift eindimensionales
Borel-Lebesgue-Maj$ oder kurz Lebesguemafl auf (R, B(R)). Das Maf} A der zugehérigen
Vervollstéindigung (R, £(R), A) wird ebenfalls Lebesguemaf$ genannt; die vervollstindigte
o-Algebra L(R) heifit Lebesguesche o-Algebra.

n-dimensionale Variante davon, n € N: Nach den Ubungen 1.19, 1.52, Lemma 1.47, dem
Carthéodoryschen Fortsetzungssatz und Beispiel 1.41 gibt es ein ein eindeutig bestimmtes

MaB A, auf (R", B(R™)) mit
An(lar, by] X ... X]an, by) H (b; — a )
7j=1

fir alle @ = (ay,...,a,) und b = (by,...,b,)in R” mit a < b. Es heifit n-dimensionales
Borel-Lebesgue-Maf$ oder kurz Lebesguemaf$ oder auch n-dimensionales Volumenmafs auf
(R™, B(R™)). Seine Vervollstandigung wird ebenfalls n-dimensionales Lebesguemaf ge-
nannt; die zugehorige o-Algebra L£(R™) iiber R™ heifit ebenfalls Lebesguesche o-Algebra
iiber R™. Fiir A € B(R™) nennen wir \,(A) das Volumen von A.

Wir werden spéter alternativ eine direkte Definition des n-dimensionalen Lebesguemafles
A, mit Hilfe des eindimensionalen Lebesguemafles A geben.

*Ubung 1.66 (Regularitiit der Lebesgue-Stieltjes-Mafle) Es sei f : R — R mo-
noton steigend und rechtsstetig und iy : A,, — [0,00] das zugehérige (vollstéindige)

Lebesgue-Stieltjes-Maf3. Zeigen Sie: Zu jedem A € fl”f mit A C R und jiy(A) < oo und
jedem € > 0 gibt es eine offene Menge B C R und eine kompakte Menge K C R mit
K CAC Bund if(B) — € < if(A) < fif(K) + €. (Eine analoge Aussage gilt auch fiir
das n-dimensionale Lebesguema$.)

Lassen Sie sich dabei durch Ideen aus dem Beweis des Carathéodoryschen Fortsetzungs-
satzes motivieren.

Beispiel 1.67 (Eine nicht Borel-messbare Lebesgue-Nullmenge) FEs sei B C S!
die im Beweis in Beispiel 1.13 mit dem Auswahlaxiom ausgewdihlte Teilmenge der Ein-
heitskreislinie S1 C C = R2. Die Einheitskreislinie St ist eine Borelmenge mit Ay(S*') = 0;
mit Methoden, die wir erst spdter besprechen, wird der Beweis dieser Aussage fast trivial.
(Anschaulich gesprochen hat die Kreislinie den Fldcheninhalt 0.) Also ist B eine Null-
menge beziiglich Ny und gehort daher zur Lebesqueschen o-Algebra iiber R?. Allerdings ist
B keine Borelmenge.

Ubung 1.68 (Alternative Darstellungen des duleren MaBes) Gegeben sei ein von
unten o-stetiger Inhalt p auf einer Mengenalgebra A iiber einer Menge 2 und das zu-
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gehorige duBere MaB p* : P(Q) — [0, 00]. Zeigen Sie:

p(A) =
inf {Z 1(An) | (An)nen ist eine Folge in A mit U A, D A} =
neN neN

inf {Z (A, | (An)nen ist eine Folge paarw. disjunkter Mengen in A mit U A, 2 A} )

neN neN

1.5 Messbare Funktionen

Ahnlich wie bei stetigen Abbildungen in der Topologie spielt die Urbildbildung bei messba-
ren Abbildungen in der Mafitheorie eine wichtige Rolle. Zur Erinnerung hier die Definition:

Definition 1.69 (Urbild) Es sei f: Q — Q' eine Abbildung. Fiir B C ' wird
[7Bl={we€ Q| f(w) € B}
das Urbild von B unter f genannt.

Man verwechsle die Urbildabbildung nicht mit einer Umkehrabbildung! Die Umkehrabbil-
dung f~1: 0 — Q gibt es nur, wenn f : Q — Q' bijektiv ist, wihrend die Urbildabbildung
I P(SY) — P(Q) stets existiert, gleichgiiltig ob f injektiv oder surjektiv oder keines
von beiden ist.

“Ubung 1.70 Es sei f: {1,2,3} — {4,5,6}, f(1) = 4, f(2) =5, f(3) = 5. Berechnen
Sie f~1[{5,6}]. Euzistiert die Umkehrabbildung f~*: {4,5,6} — {1,2,3}7

Die Urbildbildung vertégt sich gut mit Mengenoperationen, wie die folgende Aufgabe
zeigt:

Ubung 1.71 (Vertraglichkeit der Urbildabbildung mit Mengenoperationen) Es
sei f:Q — Q eine Abbildung, A, B C Q' und (A;);c; eine Familie von Teilmengen von
2. Zeigen Sie:

‘1. f7H0] =0,

2. [ =9,

3. fTHAUB] = AU fYB],

4. fHANB] = fHA N f7HB],

5. Aus AN B =0 folgt f~1[A] N f~1[B] =0,
6. f7HAN Bl = fHA]\ fB],



T Y\ Bl =Q\ B,
8. f! [Uz’e[ Ai} = Uies £ A
0. 1 [Miey Ai] = Niy £ [Ad, falls T £ 0.

Im Gegensatz zur Urbildabbildung vertréagt sich die Bildung des Bildes nicht so gut mit
Mengenoperationen. Zeigen Sie jeweils an einem Gegenbeispiel, dass f[CND] # f[C]Nf[D]
und f[C'\ D] # f[C]\ f[D] moglich sind.

Definition 1.72 (Messbare Abbildungen) FEs seien (2,.A) und (', B) zwei messbare
Riume. FEine Abbildung f : Q — € heifit A-B-messbar, wenn fir alle B € B gilt:
f7'[B] € A.

Wir schreiben dafiir auch: “f : (2, 4) — (€, B) ist messbar.” Wenn implizit klar ist,
welche o-Algebren gemeint sind, sagen wir auch “f ist messbar” statt “f ist A-B-messbar”.
Insbesondere bezieht sich Messbarkeit von Funktionen mit Werten in R™ auf die Borelsche
o-Algebra, wenn nicht explizit etwas anderes festgelegt wird. In diesem Fall sagt man auch
“Borel-messbar” statt “A-B(R")-messbar”, oder auch im Fall f : Q@ — R “Borel-messbar”
statt “A-B(R)-messbar”, wobei R := R U {4o00}.

Folgende Sprechweise wird in der Stochastik sehr héufig verwendet: Ist (€2, .4, 1) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, (€2, .A’) ein messbarer Raum und f : (Q, A) — (€, A") eine messbare
Abbildung, so nennt man f eine Zufallsvariable auf (2, A, 1) mit Werten in (Q', A).

“Ubung 1.73 Es sei Q eine Menge und A, B zwei o-Algebren dariber. Beweisen Sie,
dass folgende zwei Aussagen dquivalent sind:

1. id: Q — Q, id(w) = w ist A-B-messbar.
2. BCA.

“Ubung 1.74 Es seien (2, A), (', A') messbare Riume, B € A, B={C ¢ A'| C C B}
und f : Q — B. Zeigen Sie, dass f : (Q, A) — (B,B) genau dann messbar ist, wenn
f:(,A4) = (2, A") messbar ist.

Seien €2 und €2’ jeweils auch mit einer Topologie vesehen. Man beachte folgende Analogie:

Analogie zwischen messbaren und stetigen Funktionen
f:Q— Q ist stetig < Urbilder offener Mengen sind offen.
f:Q— Q ist messbar < Urbilder messbarer Mengen sind messbar.

Diese Analogie motiviert folgendes Lemma:

Lemma 1.75 (Messbarkeit stetiger Abbildungen) Es seien (2, S) und (', T) to-
pologische Riume und f : (2,S) — (U, T) eine stetige Abbildung. Dann ist f o(S)-o(T)-
messbar.
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Beispiel 1.76 Jede stetige Funktion f: R™ — R", m,n € N, ist Borel-messbar.

Zum Beweis des Lemmas verwenden wir folgenden Satz:

Satz 1.77 (Uberpriifung der Messbarkeit mit Erzeugendensystemen) Es seien (£, A)
und (§,B) messbare Raume und T C B ein Erzeugendensystem von B. Weiter sei

[ Q — Q eine Abbildung, so dass fir alle U € T gilt: f~'[{U] € A. Dann ist f A-
B-messbar.

Beweis: Es sei

C={UCQ| f'UeA}.

Nach Voraussetzung gilt 7 C C. Das Mengensystem C ist eine o-Algebra iiber ', denn
es gilt:

1. P €C, denn f71[0] =0 € A
2. Aus U € C folgt ¥\ U € C, denn
JY\UI=Q\ U] € A,
da A eine o-Algebra ist. Es folgt '\ U € C.
3. Ist (Uy)nen eine Folge in C, so gilt

Je.

neN

f = J ' € A,

neN

da aus U, € C auch f~![U,] € A folgt und da A eine o-Algebra ist. Es folgt:
Unen Un € C.

Das Mengensystem C ist also eine o-Algebra, die T umfasst. Wir schlieBen B = o(7) C C,
d.h. fiir alle U € B gilt: f~}[U] € A. Das bedeutet: f ist A-B-messbar.

U
Beweis von Lemma 1.75: Fiir alle U C T gilt:
e S ca(s),
da f:(9,8) — (¥, T) stetig ist. Aus dem Satz 1.77 folgt: f ist o(S)-o(T)-messbar.
U

Beispiel 1.78 Fs sei (2, A) ein messbarer Raum. Eine Abbildung f :  — R ist genau
dann Borel-messbar, wenn gilt:

VaeR: f1] —oo,d]] € A

Das Mengensystem {] — oo, al| a € R} ist namlich ein Erzeugendensystem von B(R).
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Ubung 1.79 (Messbarkeit monotoner Funktionen) FEs seien Q,Q € B(R) und f :
Q — Q' eine monoton steigende Funktion. Beweisen Sie, dass f : (Q,B(2)) — (', B(Y))
messbar ist.

Ubung 1.80 (Messbarkeit stiickweise definierter Abbildungen) Es seien (€2, A) und
(@, A’) messbare Rdume, I eine abzihlbare Indexmenge, (€2;);c; eine Familie paarweise
disjunkter messbarer Mengen €2; € A mit (J,.; % = Q und A; := {A € A|A C Q;}.
Zeigen Sie:

iel

‘1. Fur i € I ist (€, .A;) ein messbarer Raum.

2. Eine Abbildung f : Q — €' ist genau dann A-A’-messbar, wenn jede Einschrinkung
flas = (4, A) = (2, A”), i € I, messbar ist.

Ubung 1.81 (Messbarkeit der Kehrwertbildung) Zeigen Sie, dass die Abbildung k
R — R, k(x) =1/z fir x # 0, k(0) beliebig, Borel-messbar ist.

Lemma 1.82 (Die Komposition messbarer Abbildungen ist messbar.) Es seien
(A, A), (B,B) und (C,C) messbare Riume, f: A — B sei A-B-messbar, und g : B — C
sei B-C-messbar. Dann ist go f : A — C A-C-messbar.

Der Beweis funktioniert genau wie der Nachweis, dass die Komposition stetiger Abbil-
dungen stetig ist:
Es sei U € C. Dann gilt ¢g~![U] € B, da g messbar ist, also

(go ) U= g '[U]] € A,

da f messbar ist. Also ist go f : A — C' A-C-messbar.
]

Beispiel 1.83 (Messbarkeit der kanonischen Projektionen) Esseien (Q,.A;),...,(2,,4,)
messbare Rdume,
(QA) = x...x0, A4®...0A4,).
Dann sind die kanonischen Projektionen m; @ (2,A) — (i, A;), mi(wi, ..., ws) = w; fiir
i =1,...,n messbar, denn aus Ubung 1.31 folgt 7; [4;] € Afiiralle 4; € A;,i=1,...,n.

Lemma 1.84 (Messbarkeit von Abbildungen in kartesische Produkte) FEs seien
(Q,A), (2, A),...,(Q,A) messbare Riume und

Q=0 x...xQ
das kartesische Produkt, versehen mit der Produkt-o-Algebra A' == A|®...® Al. Weiter
seien f; : Q — QL firi=1,...,n Abbildungen und f : Q — ', f(w) = (fi(w), ..., fu(w))

die daraus zusammengesetzte Abbildung. Dann ist f : (Q,A) — (U, A) genau dann
messbar, wenn alle Komponenten f; : (0, A) — (%, A;) miti=1,...,n messbar sind.
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Beweis: “=": Da die kanonischen Projektionen m; : (€', A") — (£2, A’) alle messbar sind,
gilt: Ist f: (Q, A) — (', A’) messbar, so auch f; =m0 f: (Q,A4) — (Q, A)).

“<": Es seien alle f; : (2, 4) — (€, A}) messbar. Fiir jeden Quader Q = A} x ... x A
mit messbaren Seiten A, € AL, i=1,...,n, gilt

n

FHRI= /A e A

=1

wegen der vorausgesetzten Messbarkeit aller f;. Da die Produkt-o-Algebra A’ von dem
Mengensystem aller dieser Quader erzeugt wird, folgt die Messbarkeit von f : (Q2,.A) —
(@, A") aus Satz 1.77.

O

Im Folgenden sei stets (€2,.4) ein messbarer Raum.

Beispiel 1.85 (Messbarkeit von Zufallsvektoren) Eine Abbildung f = (f1,..., fn) :
(Q,A) — (R*,B(R™)) ist genau dann messbar, wenn alle Komponenten f; : (2, A) —
(R, B(R)) messbar sind, denn B(R™) = B(R)®".

Definition 1.86 (Maximum und Minimum) Fir a,b € R kiirzen wir ab: a \V b =
max{a,b}, a Ab := min{a,b}. Fir f,g : Q@ — R setzen wir fVg,f Ng: Q — R,
(f v g)z) = flx) Vg(z), (f Ag)(z) = f(z) A g().

Korollar 1.87 (Messbarkeit vererbt sich unter arithmetischen Operationen) Sind
frg:(Q,A) — (R, B(R)) zwei messbare Abbildungen, so sind auch f+gqg, f—g, [-g und
fir a € R af A-B(R)-messbar. Nimmt g nicht den Wert 0 an, so sind auch 1/g und f/g
A-B(R)-messbar.

Sind f,g : (2, A) — (R,B(R)) zwei messbare Abbildungen, so sind auch fV g,f A g :
(Q, A) — (R, B(R)) messbar.

Beweis: Nach Lemma 1.84 ist auch die zusammengesetzte Abbildung (f,g) : (2, 4) —
(R% B(R?)) messbar. Als stetige Abbildung ist auch die Additionsabbildung + : R* — R
messbar. Damit ist auch f+g¢g als Komposition dieser beiden Abbildungen messbar. Analog
folgt die Messbarkeit von f— g und f-g. Weil jede konstante Abbildung messbar ist, folgt
hieraus auch die Messbarkeit von «f. Da die beliebig in 0 fortgesetzte Kehrwertabbildung
k: R — R nach Ubung 1.81 messbar ist, folgt die Messbarkeit von 1/g = k o g unter der
angegebenen Voraussetzung, und damit auch die Messbarkeit von f/g = f - (1/g). Die
Messbarkeit von f V g und f A g folgt analog, da die Maximumsabbildung V : R' 5 R
und die Minimumsabbildung A : R >R stetig und daher messbar sind.

O

Weil auch die Nullabbildung messbar ist, ist damit gezeigt:
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Satz/Definition 1.88 (Vektorraum der messbaren Funktionen) Die Menge M (€2, A)
aller messbaren Abbildungen f : (Q, A) — (R,B(R)) bildet einen Untervektorraum von
R, Mit der Abkiirzung R := R U {Zo0} bezeichnet M(Q, A) die Menge aller messbaren
Abbildungen f : (2, A) — (R, B(R)).

Falls klar ist, welche o-Algebra A gemeint ist, schreiben wir auch kurz M (Q) := M (2, A)
bzw. M(§2) := M (92, A). Wir definieren auch
ML(©) = M (0, 4) = {f € M
(62,

M (Q) =M (QA) :={feM
Mb(Q> e Mb(Q,A) = {f e M

Q,A)| f >0}
0, A)| f >0}
O, A)IM eR: |f| < M}

Y

(
(
(
“Ubung 1.89 Es sei f : (Q,4) — (R,B(R)
(Q, A) — (R, B(R)) messbar ist.

) messbar. Zeigen Sie, dass auch —f :

Lemma 1.90 (Messbarkeit bleibt unter abzdhlbaren Grenzoperationen erhalten.)
Es sei f, : (,A) — (R,B(R)), n € N, eine Folge messbarer Funktionen. Dann sind
auch sup, ey fn, Ifpen fr, imsup, ey fn, liminf, ey f, und, falls der Limes existiert, auch
limpey f,, A-B(R)-messbar. Hierbei sind alle Grenzoperationen punktweise zu verstehen.

Beweis: Es sei a € R. Dann gilt fiir s := sup, oy fa:

s ![[—o0, ] = {z € Qf sup f,() < a}

neN
= [z €l fulz) <a} € A,
neN
denn {z € Q| fu(x) < a} = f}[[~o0,d]] € A, da f, A-B(R)-messbar ist. Es folgt die
Behauptung fiir sup,,cy fn, da o({[—o0 a]| a € R}, R) = B(R).
Da inf,en fr, = —sup,,en —fn, folgt hieraus auch die Behauptung fiir das Infimum. Wegen

limsup f,, = lnf sup  fom,

n—oo m:m>n
liminf f, = sup 1nf fm

folgen auch die iibrigen Behauptungen.

Wir fithren noch einige praktische Notationen ein:

Definition 1.91 (Auf- und absteigende Funktionenfolgen) Es sei Q0 eine Menge,
f:Q — R eine Abbildung und (f, : @ — R),en eine Folge von Abbildungen. Wir
definieren:

fo 1 (inmn), fn ist aufsteigend in n, bedeutet: f, < fno1 fir alle n € N.

fad (inn), f. ist absteigend in n, bedeutet f, > fni1 fiir alle n € N.

fo T f (inn) bedeutet f, T und sup, ey frn = [ (punktweise zu verstehen).

fod f (in n) bedeutet f, | und inf, ey fr, = f (ebenso punktweise gemeint).
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Erinnern Sie sich an den Begriff der Indikatorfunktion: Fiir eine gegebene Menge 2 und
A C Q ist die Indikatorfunktion 14 : @ — R gegeben durch 14(w) = 1 fiir w € A und
la(w) =0 firw e Q\ A.

“Ubung 1.92 Zeigen Sie:
1. Fiir alle A C Q gilt die folgende Aquivalenz:

Ace A & 1A€M(Q,A)

2. Fir jede Folge (Ay)nen von Teilmengen von 2 und jedes A C ) gilt
An T A 1An T}
An \l/ A 1An \1/7
AnTA =4 1AnT1A und
An \L A & 1An i 14.

Definition 1.93 (Treppenfunktionen) Der von der Menge {14] A € A} aller messba-
ren Indikatorfunktionen aufgespannte Untervektorraum £(£2, A) von M (€2, A) wird Raum
der Treppenfunktionen oder auch elementaren Funktionen genannt. Er besteht also aus al-
len Linearkombinationen > | ¢;14, von Indikatorfunktionen mit n € Ny, ¢; € R, A; € A.
Der Raum der nichtnegativen Treppenfunktionen wird mit

E4(QA) ={f €& A)|f =0}
bezeichnet.

Wir zeigen nun, dass man jede nichtnegative messbare Funktion durch eine aufsteigende
Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen approximieren kann.

Lemma 1.94 LApproximation messbarer Funktionen durch Treppenfunktionen)
Zu jedem f € M, (2, A) gibt es eine aufsteigende Folge (fn)nen in E4 (2, A) mit f, 1T f.

Beweis: Wir setzen fiir jedes n € N:

n2m

fn = Z 2in1{f22—nk}
k=1

mit der Abkiirzung {f > 27"k} = {w € Q| f(w) > 27"k}. Das bedeutet, dass f,(w)
den Wert y annimmt, falls y € [0,n] ein ganzzahliges Vielfaches von 27" ist und y <
fw) <y+27" gilt, und f,(w) den Wert n annimmt, falls f(w) > n gilt. Dann ist f, fiir
jedes n € N in der Tat eine nichtnegative Treppenfunktion, da {w € Q| f(w) > 27"k} =
Y27k, <)) € A, und f, T f.

O

Der folgende Satz ist oft niitzlich, um eine Aussage iiber Indikatorfunktionen auf be-
schriankte messbare Funktionen zu erweitern. Man kann ihn als eine Variante des Dynkin-
Lemmas auffassen.
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Satz 1.95 (Satz iiber monotone Klassen) Es sei (Q2,.A) ein messbarer Raum, € C A
ein N-stabiles Erzeugendensystem von A mit Q € £ und M C R® ein Untervektorraum
von R® mit folgenden Eigenschaften:

1. Firalle Ac & gilt 14 € M.

2. Ist (fn)nen €ine nichtnegative aufsteigende Folge mit Werten in M und ist f : @ — R
beschrankt mit f, 1 f, so ist f € M.

Dann enthalt M alle beschrdnkten messbaren Funktionen: My(2, A) C M. Ldfit man in
der Voraussetzung 2. die Annahme “f beschrinkt” weg, so folgt sogar M (2, A) C M.

Ein Untervektorraum M C R? mit der Eigenschaft 2. aus dem Satz wird auch eine
monotone Klasse genannt.

Beweis des Satzes iiber monotone Klassen: Wir zeigen zunéchst 14, € M fiir alle
A € A. Hierzu betrachten wir das Mengensystem

D:={AcAlls€ M}

Es ist £ C D nach Voraussetzung 1.; insbesondere folgt €2 € M.

Wir zeigen nun, dass D ein Dynkin-System ist. Zunichst gilt ) € D, da 1y = 0 =
1lg—1q € M. Weiter folgt fiir A € D: 14c = 1g—14 € M wegen 1,14 € M, also A € D.
Schliesslich sei eine Folge (A,,)nen paarweise disjunkter Mengen in D gegeben. Wir setzen
A =U,enAn und B, := J;_; A, fiir n € N. Dann gilt 15, = >, 14, fiir n € N wegen
der vorausgesetzten paarweisen Disjunktheit der Ay, und daher 15, € M. Zusammen mit
B, T A, also 1p, 1 14 erhalten wir hieraus 14 € M nach Voraussetzung 2. des Satzes,
also A € D. Damit ist gezeigt, dass D ein Dynkin-System ist.

Aus dem Dynkin-Lemma folgt nun A = o(€) C D, also 14 € M fiir alle A € A. Da M
ein Vektorraum ist, schlieflen wir hieraus £(£2,.4) C M.

Da jede nichtnegative (beschriankte) Funktion f € M, (Q,A) als Limes f, T f einer
aufsteigenden Folge von Treppenfunktionen f, dargestellt werden kann, folgt M, (€2, .4)N
My(Q, A) C M bzw. M, (2, A) C M, je nach Version der Voraussetzung 2. Nun kann jedes
(beschrankte) f € M(Q,.A) als Differenz zweier nichtnegativer (beschrénkter) messbarer
Funktionen dargestellt werden: f = f, — f_, wobei f, ;= fV 0 und f_:= (—f) V0. Es
folgt die Behauptung.

O

Definition 1.96 (Positiv- und Negativteil) Fir f : Q — R definieren wir den Posi-
tivteil fy = fV 0 und den Negativteil f_ = (—f) V0.

Man beachte, dass im Kontrast zu seinem Namen der Negativteil einer Funktion nichtne-
gativ ist.

Wir verwenden im Folgenden stets die Konvention 0 - (£00) = (+00) - 0 := 0 und sogar
UNDEFINIERT - 0 = 0 - UNDEFINIERT = 0.
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Ubung 1.97 (Variante des Satzes iiber monotone Klassen) Essei (2, A) ein messba-
rer Raum, & C A ein N-stabiles Erzeugendensystem von A mit Q € £ und M C [0, oo]®
mit folgenden Eigenschaften:

1. Fir alle A € € gilt 14 € M.
2. Firalle AC Qmit 1, € M gilt 14 € M.
3. Fir alle f,g € M und alle @ € [0,00[ gilt f+g € M und af € M.

4. TIst (fn)nen eine nichtnegative aufsteigende Folge mit Werten in M und ist f: Q —
[0, 00] mit f,, T f, soist f € M.

Zeigen Sie, dass dann M ,(Q, A) C M gilt.

Ubung 1.98 (von einer Abbildung erzeugte o-Algebra) Es scien (Q,.A4), (0, A)
messbare Raume und X :  — Q' eine Abbildung. Wir definieren

o(X) = {X 1A A € A}
Das Mengensystem o(X) wird die von X erzeugte o-Algebra genannt.
1. Zeigen Sie, dass o(X) in der Tat eine o-Algebra ist.

2. Zeigen Sie, dass 0(X) C A dquivalent zur A-A"-Messbarkeit von X ist.

Ubung 1.99 (Faktorisierung messbarer Abbildungen) Es seien (2, .4) und (€, A’)
messbare Réume und X : (Q,4) — (R,B(R)) und YV : (2, 4) — (2, A’) messbare Ab-
bildungen mit A = o(Y’). Zeigen Sie, dass es eine messbare Abbildung Z : (2, A") —
(R, B(R)) mit X = Z oY gibt.

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Fall, dass X eine Indikatorfunktion ist. Approxi-
mieren Sie im allgemeinen Fall X durch Treppenfunktionen.

Ubung 1.100 (Abénderung messbarer Funktionen auf Nullmengen) Esseien (2, A, 1)
ein MaBraum, (Q, A, /i) seine Vervollstéindigung (siche Ubung 1.60) und f : Q — R eine
Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. feM(Q,A),
2. Es existiert g € M(Q,.A), so dass f(w) = g(w) fiir u-fast alle w € Q gilt.

Hinweis: Arbeiten Sie mit Approximationen durch Treppenfunktionen.
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1.6 Bildmalfle

Satz/Definition 1.101 (Bildmaf}) Es sei (€2, A, 1) ein Mafiraum, (€, A’) ein messba-
rer Raum und f : (Q,4) — (€, A’) eine messbare Abbildung. Dann ist die Abbildung

viA = [0,00], v(A):=pu(f A

ein Maf§ auf (€', A’). Es heifit Bildmaf§ von p beziiglich f und wird mit f[u] oder auch
mit pf~! bezeichnet.

In der Stochastik wird das Bildmafl X [u] eines Wahrscheinlichkeitsmafles p unter einer Zu-
fallsvariablen X : (©2,.4) — (£, A’) auch die Verteilung (engl.: law oder auch distribution)
von X bzgl. u genannt und mit £,(X) := X|[u] bezeichnet.®

Analog wird das Bildmaf} eines signierten Mafles definiert; es ist natiirlich i.a. nur ein
signiertes Maf3.

Beweis: v ist wohldefiniert, da f~!'[A'] € A fiir alle A’ € A’ wegen der Messbarkeit von
f. Weiter gilt:
v(0) = p(f~0]) = n(®) =0,

und fiir jede Folge (A!)),en paarweise disjunkter Mengen in A’ gilt: (f~'[A,])nen ist eine
Folge paarweise disjunkter Mengen in A; also folgt mit der o-Additivitéat von pu:

v (U A%) = (f‘l U4 ) = (U f‘l[A;]) =D u(fTAD) =) v,

neN neN neN neN
Also ist v ein MaB auf (02, A").

O

“Ubung 1.102 (Bildma$ unter der Komposition von Abbildungen) FEs seien (Q,.A),
(Q, A" und (", A") messbare Riume, f:(Q,A) — (U, A) und g : (V, A") — (", A")
messbare Abbildungen und p ein Maf auf (2, A). Beweisen Sie g[f[u]] = (g0 f)[ul.

Beispiel 1.103 1. Das Diracmaf} als Verteilung konstanter Zufallsvariablen.
Es sei (€2, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (€', A’) ein messbarer Raum. Ist
f Q2 — Q' eine konstante Abbildung mit dem Wert a € ', so ist £,(f) = 0, das
in a konzentrierte Diracmaf. Es gilt namlich fiir alle A’ € A’

ey =) = { M8 2 Bl

6Man beachte den Unterschied in der Sprechweise: “Bildmaf§ von u bzgl. f”, aber “Verteilung von f
bzgl. 1.
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2. Translationsinvarianz des Lebesguemafles. Es sei )\, das Lebesguemafl auf
(R™ B(R")), y € R" und T, : R" — R", T),(z) = = + y die Translation mit y. Dann
gilt T,[A\n] = An. In der Tat gilt fur jeden halboffenen Quader

n

Q= H]ai,bi]

mit reellen a; < b;:

= A (H]ai — ¥, bi — y]) = [[((: = v) = (@ = ) = M(Q).

i=1 i=1

Aufgrund der Eindeutigkeit des Lebesguemafes folgt die Behauptung. Anschaulich
besagt dies, dass das Volumen eines Korpers sich bei Translationen nicht &ndert.

Ubung 1.104 (Quantilsfunktionen) Es sei F : R —]0,1] eine streng monoton stei-

T—+00 T——00

gende stetige Funktion mit F(z) "= 1 und F(z) "= 0 und X = F~':]0,1[— R ihre
Umkehrfunktion. Weiter sei u die Einschrinkung des Lebesqguemafes auf B(]0,1[). Zeigen
Sie, dass die Verteilung L£,(X) von X auf (R, B(R)) die Verteilungfunktion F besitzt.

Ubung 1.105 (Skalierung des Lebesguemafes) Fiir ¢ € R und n € Nsei S, : R” —
R", S,(z) = az die Skalierungsabbildung mit a. Weiter sei \,, das Lebesguemaf auf B(R™).
Zeigen Sie

Sa[An] = la|™"N, fiira #0

und Sp[\,] = 00 - dp, wobei 4y das DiracmaB in 0 bezeichnet.

“Ubung 1.106 (Permutationsinvarianz des Lebesguemafles) Es seien n € N und
o:{l,....,n} = {1,...,n} eine Permutation, also eine Bijektion. Weiter sei f, : R" —
R", fo((%i)i=1,..n) = (Xo@))i=1,..n- Zeigen Sie, dass f, Borel-mefbar ist und dass f,[A\,] =
An gilt.

1.7 Das Integral beziiglich eines Mafles.

Analog zur Riemann-Theorie definieren wir zunéchst ein Ma8 fiir Treppenfunktionen. Um
keine Probleme mit dem undefinierten Ausdruck oo — oo zu bekommen, beschranken wir
uns zunéchst auf nichtnegative Funktionen. Anschliefend erweitern wir das Integral dann
auf nichtnegative messbare Funktionen und — falls es keine Probleme mit oo — oo gibt —
auf messbare Funktionen beliebigen Vorzeichens.

Erinnern Sie sich an die Konvention 0 - (£o00) = (£00) - 0 = 0. Im Folgenden sei (€2, A, 1)
ein Maffraum.
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Lemma 1.107 (Wohldefiniertheit des Integrals von Treppenfunktionen) Sind

m

f= ZyilAi = szlBj
i=1

j=1

mit Ay,...,Ap, B1,...,Bn € Aund yr,...,Yn, 21, ..., 2, € [0,00[ zwei Darstellungen der
gleichen Treppenfunktion f € £,(Q,.A), so gilt

Z Yip(Ai) = Z zjp(Bj).

Etwas allgemeiner gilt:

Lemma 1.108 Sind

m

f= Z?ﬁlAi, 9= szlBj
i=1

J=1

mit Ay, ..., An, B1, ..., By € Aundyy, ..., Yn, 21, .., 2n € [0, 00[ zwei Treppenfunktionen
frg€&E(QA) mit f <g, so gilt

> yin(A) < Z zji(B;).

Lemma 1.107 folgt aus diesem Lemma sofort, wenn man es sowohl auf f, g als auch mit
vertauschten Rollen auf g, f anwendet.
Beweis von Lemma 1.108: Es sei (', ..., Cy € A eine Partition von 2 (d.h. die Mengen
C1, ..., C% sind nichtleer und paarweise disjunkt mit Ule C, =), so dass fiir alle A; und
Cl gilt:

Cy C Ajoder CiNA; =0,

und fiir alle B; und C; ebenso gilt:
C, C Bj oder C;N B; = 1.

Solch eine Partition existiert: Man nehme zum Beispiel die nichtleeren Mengen unter allen
Mengen

Ain...NA,NB N...0B,,

wobel

A; € {A;, A} und B; € {B;, B}
Dann gilt fir alle l = 1,... k:

flo, = ZyilAmCl = < Z yi) e,
=1

i:C1CA;
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und ebenso
glcl = E Zj 101.
j:ClgAj

Weil die C; eine Partition von €2 in nichtleere Mengen bilden und weil f1o, < gle, nach

Voraussetzung gilt, erhalten wir fiir [ =1,..., k:
Z Yi < Z 2. (11)
’LClgAl j:ClgBj
Es folgt:

> yin(Ay)
i=1
k

n k
= Z i ZN(Ai NCy) [weil (A; N CY) =1,k paarw. disj. mit U(AZ NCy) = Aj
=1

i=1 = =1

k
= Z Z yip(Ch)  [weil p(A; N Cy) = p(C)) fir C; C A;, und p(A; NC)) = 0 sonst)|

=1 #:C;CA;

<D, D> mpu(C) [ wegen (11)]

I=1 j:C,CB;
< Z yii(B;) [ebenso wie eben]
j=1

O

Wir definieren nun das Integral beziiglich eines Mafles p (auch p-Integral genannt) fiir
nichtnegative Treppenfunktionen:

Definition 1.109 (Integral fiir nichtnegative Treppenfunktionen) Fir f =" y;1la, €
E+(Q,A) mit allen A; € A und y; > 0 setzen wir

[rn= [ sy niaw) = iyim).

Nach dem eben Bewiesenen ist [ fdu wohldefiniert, hiingt also nicht von der Wahl der
Darstellung von f ab.

Manchmal wird in der Literatur auch die Notation [ f(z)du(z) statt [ f(z) p(dz) ver-
wendet.

Notieren wir einige elementare Eigenschaften dieses Integrals:
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Lemma 1.110 (elementare Eigenschaften des Integrals fiir nichtneg. Treppenfkt.)
Es seien f,g € £.(Q,A) und o > 0. Dann gilt:

/(f+g)du=/fdu+/gdu, (12)
/afdu:a/fdu, (13)

f<o = [fin< [gan (14)

Dieses Lemma folgt unmittelbar aus der Definition bzw. aus den beiden vorher bewiesenen
Lemmas 1.107 und 1.108.

O

Das p-Integral ist gut vertrédglich mit Grenziibergéngen. Das folgende Lemma gibt einen
ersten Hinweis darauf:

Lemma 1.111 (Monotone Konvergenz fiir Integrale von Treppenfunktionen —
1. Version) Es seien g € £.(2, A) und (fn)nen €ine monoton wachsende Folge, f, 1,
in E.(Q,A) mit

Ve € Q: sup fu(z) > g(x).
neN

Dann gilt
lim [ f,dp > / gdp. (15)
n— o0

Insbesondere gilt [ f, dp = [ gdu im Spezialfall f, 1 g.

Man beachte, dass der Limes in der Ungleichung (15) in [0, +00] existiert, da die Folge
der Integrale [ f,du, n € N, monoton wéchst.
Beweis des Lemmas: Wir schreiben ¢ in der Form

I
i=1
mit paarweise disjunkten A; € A, y; > 0. Es sei € > 0. Wir setzen fiir n € N:
Bpe ={x € Q| fulz) > (1 —€)g(x)} € A.
Die Folge (B, ¢)nen steigt monoton, weil f, 1, und es gilt B, T  fiir n — oo, weil
sup,, fn() > g (punktweise). Nun ist auch
I
91B,. = ZZJilAmBn,e €&, (L A)
i=1
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n—oo

fir alle n € N, und es gilt u(A; N B,) — p(A;) wegen A; N B, T A; fiir n — oo, also

l

l
/glgn,e dp =) yip(Ai N Bue) =3 yip(A;) = /gdu.
=1

=1

Aus
fn Z fnan,e Z (1 - E)ngn,s

und f,1p,. € £4(Q, A) fiir n € N schlieflen wir

/fn dp > /fnlee dp > (1 —e) /ngn,e dp
also
lim [ f,dp>(1—e¢) lim /ngn,E dp = (1 —6)/9du-
n—oo n—oo

Da € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung

lim fnduz/gdu-

n—oo

Unter den Zusatzvoraussetzung f, 1T ¢ erhalten wir [ f,du < [ gdp wegen f, < g fiir
n € N, also auch

lim [ f.dp= /gdu.
n—00

Nun erweitern wir das Integral auf nichtnegative messbare Funktionen.

Definition 1.112 (Integral fiir nichtnegative, messbare Funktionen) Fiir f € M (2, A)
definieren wir das Integral

/fduz/f(x)u(dx) = Sup{/gdu‘QG&(Q,A), gﬁf}-

Hierbei bezeichnet [ gdu das bereits definierte Integral fiir Treppenfunktionen.

Bemerkung 1.113 1. Ist f € £,(Q,.A), so stimmen die alte Definition 1.109 und die
neue Definition 1.112 des Integrals [ fdu iiberein. Dies folgt unmittelbar aus der
Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen; in diesem Fall ist das Supremum in
der Definition sogar ein Maximum und wird fiir ¢ = f angenommen. Damit ist es
gerechtfertigt, das gleiche Symbol [ f dp zu verwenden.

2. Anders als in der Riemann-Theorie brauchen wir hier keine Approximationen von
oben.
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3. Ist Q = R” oder allgemeiner §2 € B(R") und ), das n-dimensionale Borel-Lebesgue-
MaB auf B(R"), so schreiben wir auch [ f(z)dz statt [ f(z) A, (dx).

4. Ist A € A, so schreibt man auch [, fdu statt [ f14dpu.

5. Aus der Definition des Integrals folgt unmittelbar seine Monotonie: [ fdu < [ gdu
fir f,g e M, (2, A) mit f <g.

Das folgende Lemma zeigt, dass man nicht wirklich alle ¢ € £, (2, A) mit g < f zur
Definition von [ fdu braucht; eine monoton wachsende, punktweise konvergente Folge
fn T f von Treppenfunktionen geniigt.

Lemma 1.114 (Monotorie Konvergenz fiir Integrale von Treppenfunktionen —
2. Version) Es seien f € M (2, A) und f, € £4(Q,A), n € N, eine monoton wachsende
Folge von Treppenfunktionen, die punktweise gegen f konvergiert: f, T f. Dann gilt

/fndu7H—°>°/fdu.

Beweis: Es sei g € £,.(2,.A) mit g < f. Dann gilt punktweise
sup fn = f > g.

neN

Mit Lemma 1.111 folgt hieraus

lim ﬁMuE/QW-

n—oo

Bilden wir das Supremum iiber alle solchen g, folgt
im [ fodu> [ fau
n—o0

Andererseits gilt f,, < f fiir alle n € N, also
[ tudus [,

lim ﬁﬂué/fmt

Zusammen folgt die Behauptung.

folglich

OJ

Lemma 1.94 garantiert, dass es stets eine Folge von Treppenfunktionen wie in der Vor-
aussetzung des Lemmas 1.114 gibt.
Wir zeigen nun einige einfache Eigenschaften des Integrals
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Lemma 1.115 (Lin@ritéit des Integrals fiir nichtnegative messbare Funktio-
nen) Fir alle f,g € M (2, A) und o > 0 gilt

/(f+g)du=/fdu+/gdu,
/ozfdu:a/fdu

Beweis: Es seien (f,,)nen und (g, )neny monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen
frrgn € E£(Q, A) mit f, 1 f und g, T g. Dann gilt auch f, + ¢, T f+ g und af, T af,

also

/(f+g)du=7}ggo/(fn+gn)du

=t (f fen fouin)

= lim [ f,du+ lim /gn du
n—oo

n—o0

Z/fdwr/gdu

/afdMZJLIgO/afndﬂ
= lim C(/fnd,u

n—oo
= oz/fd,u.

Beispiel 1.116 1. Es sei {2 eine Menge und p das Zéhlma$ auf (2, P(Q2)). Fiir jede
Familie (a,)weq € [0, 00]* gilt dann:

Zaw = /aw p(dw).

weN Q

und

0

In diesem Sinn verallgemeinert das u-Integral den Reihenbegriff.

2. Ist X\ das Lebesguema8 auf ([a,b], B([a,b])), a < b, und ist f : [a,b] — R stetig, so
gilt

N— )
Lebesgue-Integral Riemann-Integral

In diesem Sinn verallgemeinert die Lebesgue-Theorie die Riemann-Theorie.
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Nun erweitern wir den Integralbegriff auf Funktionen, die auch negative Werte annehmen
diirfen. Erinnern Sie sich an die Definition 1.96 des Positivteils f = fV0 und Negativteils
f— = (=f)VO0 einer Funktion f : Q — R. Fiir sie gilt: f = f. — f_und f,, f- € M (Q, A)
fir f € M(Q, A).

Definition 1.117 (Integral, allgemeine Definition) Fiir f € M(2,.A) mit

/f+ dp < oo oder(!) /f_ dp < 0o (16)

definieren wir das p-Integral durch

[tan= [ feau= [ 1-an

Die Einschrénkung (16) ist notig, um den undefinierten Ausdruck oo — oo zu vermeiden.
Gilt sogar [ f1 du < oo und [ f-du < oo, so heift f p-integrierbar oder kurz integrierbar,
wenn klar ist, welches Maf} ;1 gemeint ist. Wir setzen

LY A ) = {f € M(Q,A)| fist u-integrierbar}.

Wenn Kklar ist, welche o-Algebra A und welches Mafl 1 gemeint sind, schreiben wir auch
kurz £(Q) dafiir.

Ist nun f: (22, A4) — (C,B(C)) eine messbare Funktion, deren Realteil und Imaginérteil
p-integrierbar sind, so nennen wir auch f p-integrierbar, in Zeichen f € L£(Q, A, u; C)
oder auch kurz f € £1(Q2;C), so definieren wir

/fdu ::/Refduﬂ'/lmfdu.

Ist p sogar ein Wahrscheinlichkeitsma8, so wird [ f du in der Stochastik auch der Erwar-
Q

tungswert von f beziiglich y genannt und mit

Bu(f)i= [ fau

bezeichnet.

Bemerkung 1.118 Wir haben damit das p-Integral in mehreren Schritten konstruiert:
1. MaB (= Integral fir Indikatorfunktionen),
2. fiir Treppenfunktionen,
3. fiir nichtnegative messbare Funktionen,

4. fiir integrierbare Funktionen beliebigen Vorzeichens.
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Diese schrittweise Erweiterung ist eine typische Vorgehensweise in der Mafitheorie und
wird auch maftheoretische Induktion genannt.

“Ubung 1.119 (Integralvariante der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag)

Es sei f € M(Q, A) oder auch f: (Q,A) — (C,B(C)) messbar mit [ |f|du < co. Zeigen
Sie, dass dann [ fdu existiert und dass gilt:

\/?m%s/umM

“Ubung 1.120 (Integral mit dem Dirac-Mafl = Auswertungsﬁlnktional) Es sei
(Q,.A) ein messbarer Raum, a € Q, 0, das Dirac-Maf$ in a, und f € M(Q, A). Zeigen Sie

[ 5.~ fia)

Satz 1.121 (Linearitit des Integrals) £'(Q) ist ein Untervektorraum von RS, und
die Integralabbildung

L@ R 1) = [
ist linear.

Beweis: Es seien f,g € £L}(Q) und o € R. Wir setzen h = f + g € M(Q, A). Dann gilt

0<hy<fy+gy und 0<h_ < f_ +g-,

/mwS/ﬁw+/%W<m
/h_dug/f_du—l—/g_d,u<oo.

Es folgt h € £1(Q). Weiter gilt

also

und

hy —h_=h=f+g=/fr—[-+9+—9-,

also
hi +f-+g-=h_+ f1+ g4

/h+du+/fdu+/9du=/hdu+/f+du+/g+du,

demnach
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folglich

/hdu:/md,u—/h_du
—/ﬁ@—/f@+/mw—/gw
~ [+ [ gdu

(af)r =afy fira>0

Schliefflich gilt

und
(af)s = |a|f+ fir a < 0;

insbesondere gilt af € £1(Q). Es folgt fiir o > 0:

/ozfd,u:/aerd;i—/af_d,ti:a/fdu

N [
-~ -~

<oo <00

und ebenso fiir o < 0:

[afn =f|a|f— du—f|a|f+du= o [ fan

<o <o

Zusammen mit 0 € £1(2) folgt die Behauptung.
]

“Ubung 1.122 Zeigen Sie, dass LY(Q, A, 11;C) ein C-Vektorraum ist und dass die Inte-
gralabbildung I : £'(Q, A, i;C) — C, f— [ fdu C-linear ist.

Lemma 1.123 (Monotonie des Integrals) Fir alle f,g € M(,.A), fir die [ fdu
und [ gdp existiert, gilt

f<g = /fdug/gdu.

Beweis: Aus der Voraussetzung f < g folgt f+ < g4 und f_ > ¢g_ und daher [ f, du <
[ g+dpund [ f_dp > [ g_dp. Wir schlieBen

/fw—/ﬁw—/fwz/%w—/gw—/mM
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Ubung 1.124 Es sei 2 = R, versehen mit dem Lebesguemaf A auf der Lebesgueschen
o-Algebra A. Wir definieren fiir n € Ny

A, ={z eR| 2"z — |2"z| € [0,27"]},
wobei |y] = max{z € Z| z < y}, sowie rekursiv
BO - (b’ Bn+1 - AnABn

und schliefSlich
C :=liminf B,, D :=limsupB,,.

n—oo n—oo

Zeigen Sie:
1. C,D € B(R).
2. Esgilt x € C < 2 € D fiir Mast alle z € R

*3. Ist £ C ) eine Menge mit z € C' < x € F fiir Mfast alle z € R, so ist E dicht in R
und besitzt leeres Inneres.

“4. Ist f : R — R eine Funktion mit f(z) = 1c(z) fiir Mfast alle z € R, so ist f auf
keinem Intervall [a, b] mit reellen Zahlen a < b Riemann-integrierbar.

*5. Berechnen Sie [ 1¢ d\.
(0,1]

Ubung 1.125 (Linearitiit des Integrals im Integrator) 1. Essei (Q, A, 1) ein Maf-
raum und a > 0. Weiter sei f € M(Q,.A), und es existiere [ f du. Beweisen Sie,
dass dann auch [ fd(au) existiert, und dass [ fd(au) = o [ fdu gilt. Hierbei sei
af1: A — [0,00], (ar)(A) = a(u(A)).

2. Nun sei v ein weiteres Maf auf (€2, .4), und es existiere auch [ fdv sowie [ fdu+
[ fdv. Zeigen Sie, dass dann auch [ fd(p + v) existiert, und dass [ fd(u+v) =

[ fdu+ [ fdv gilt.
Hinweis: Mafitheoretische Induktion.

Ubung 1.126 (Integration und Maflfortsetzung) Es sei (€2, A, n) ein Mafraum, B C
A eine Unter-o-Algebra und f € M(Q,B). Zeigen Sie, dass [ fdu genau dann existiert,
wenn [ fd(u|g) existiert, und dass in diesem Fall die beiden Integrale tibereinstimmen.

Ubung 1.127 (Inklusions-Exklusions-Formel) Es sei y ein endliches Maf§ auf einem
messbaren Raum (£, A), n € Nund Ay,..., A, € A Ereignisse.
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1. Zeigen Sie:

AU UA) = Y (= (ﬂAZ) (17)
n}

I 0£IC{1,..., iel

Hinweis: Beweisen Sie zunéchst die Gleichung

n

1= 1a0.0a, = [ (1= 14).

i=1
Multiplizieren Sie die rechte Seite dieser Gleichung aus und integrieren Sie dann

iiber p.

“2. Was erhéilt man aus der Inklusions-Exklusions-Formel (17) in den Spezialféllen n = 2
und n = 37 Vergleichen Sie mit den Teilaufgaben 1. und 4. der Ubung 1.11.

1.8 Integration beziiglich des Bildmafles

Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen Integration beziiglich des Bildmafles
und beziiglich des Ausgangsmafes.

Satz 1.128 (Integral beziiglich des Bildmafles) Es sei(Q2, A, i) ein Mafiraum, (', A)
ein messbarer Raum, ® : (2, A) — (¥, A") messbar und f € MY, A"). Dann ezistiert
fQ/ fd®[u] genau dann, wenn fQ fo®du exisitiert, und es gilt dann

[ raai = [ roodn

Qf Q

Beweis: Wir bauen den Beweis nach dem Prinzip der “mafitheoretischen Induktion” auf.
Weil f und ® messbar sind, ist auch f o ® messbar.

1. Schritt: Es sei f = 14 eine Indikatorfunktion, wobei A" € A’. Weil & A-A’-messbar
ist, folgt A := ®71[A'] € A, also

fO(I)ZlAlo(I)ZlAGM+(Q,A).

Es folgt:

[ rovdn= [ 1adu=na) = p(@- 1)) = 2ll(a)

—/1A/ dby] = /fdfb[u}-

Q/
2. Schritt: Ist .
F=3 ula € E4(Q,A)

i=1
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mit y; > 0 und A; € A, so folgt
/foq)dﬂ:zyi/lmo‘bd#
Q =1

= Zyz / 14, d®[p] nach dem 1. Schritt

8. Schritt: Fiir jedes f € | M+(Q’ ,A’) und eine aufsteigende Folge (f,)nen in E (Y, A")
mit f, T f folgt fo® e M (92, A) und

E(QQA)D froo®t fod.

Wir erhalten

/foCDd,u: lim/fnofbdu
n—oo
Q Q

= lim [ f,d®[u] nach dem 2. Schritt

n—oo

4. Schritt: Gegeben f € M(Q, A"), gilt

(fo®@)y=fio® und (fo®)_=f od;
beides sind Funktionen in M, (€2, A). Nach dem 3. Schritt gilt:

Juowan= [ roowau= [ r.dop
Q QO

Q

Also existiert Jofo®du= [, fro®du— [, f-o®dugenau dann, wenn [, f d®[u] =
Jop [+ P[] — [, f- d®[p] existiert, und in diesem Fall gilt [,(f o @)y du = [, f dP[u].
0

Beispiel 1.129 (Translation und Skalierung bei Integralen)

1. Es sei f € LYR",B(R"),\,), y € R" und T, : R* — R", T,(z) = x + y die
Translation mit y. Wegen T, [\,] = A, folgt:

/f:v—i—y (dz) /fon)\ _/de /f
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2. Es sei f wie eben, a € R\ {0} und S, : R" — R", S,(z) = ax die Skalierungsabbil-
dung mit a. Wegen S,[\,] = |a| ™"\, (vgl. Ubung 1.105) folgt:

/f(a:v) )\n(dx):/fosad)\n:/fdsa[)\
= [ fatial ) = lal " [ £)a

Beispiel 1.130 (Lebesgue-Stieltjes-Integral) Es sei f : R — R rechtsstetig und mo-
noton steigend, und fiy : A, — [0,00] das zugehorige Lebesgue-Stieltjes-Maf; siehe
Beispiel 1.63. Fiir g € M(R, A,,) wird

[ s@rta) = [ gaiy

R R

das Lebesgue-Stieltjes-Integral genannt.

Im Spezialfall, dass f differenzierbar ist, kann man [ g(x)df(z) natiirlich auch anders,
namlich als Integral iiber eine 1-Form, lesen. Natiirlich sind diese beiden Lesarten konsi-
stent miteinander, was die Verwendung des gleichen Symbols rechtfertigt.

/ﬂmemm

R

“Ubung 1.131 Berechnen Sie

firg:R—R, aeR.

Ubung 1.132 (Linearitit des Lebesgue-Stieltjes-Integrals in der Integratorfunktion)
Es seien f,g : R — R zwetr rechtsstetige und monoton steigende Funktionen und h €

HJF(R,B(R)). Zeigen Sie
1. f]R d(f +g)(x fR +fR )dg(x),

2. th(:c)d —afR z) fir 0 < a < oo.

Ubung 1.133 (Die Jensensche Ungleichung) Es sei I C R ein offenes Intervall und
f € M(1,B(I)) eine konvexe Funktion, d.h.

Ve,ye IVte [0,1]: f(A1—t)x+ty) < (1 —=t)f(z)+tf(y). (18)

1. Zeigen Sie fiir alle x € I, dass die links- und rechtsseitige Ableitung

o fW) = fl@)
fi(z) = yTz y——x’
f(z) — f(z)



existieren und endlich sind, und dass fiir alle y, z € [ mit y < z < z gilt:

—o0 < [ < oy < iy < D20
Folgern Sie fiir alle t € I:
f@) = fla) +(t —2)fi(2). (19)

2. Nun sei y ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (7, B(I)) mit [, ¢ u(dt) € I. Zeigen Sie die
folgende “Jensensche Ungleichung”:

r([entan) < [ g0 utan (20)

Hinweis: Setzen Sie in der Ungleichung (19) den Erwartungswert « = [, ¢ u(dt) ein

und integrieren Sie. Uberlegen Sie sich, dass das Integral [ ; f(t) p(dt) in der Tat
exisitiert.

*3. Multidimensionale Variante: Nun sei n € N und I € B(R") konvex (d.h. Vz,y €
I'vtel|0,1]]: (1—-taz+ty € I),und f € M(I,B(I)) eine konvexe Funktion,
d.h. es gelte wieder (18). Weiter sei p ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (7, B(/)) mit
J;tp(dt) € I° (Inneres von I). Zeigen Sie die Jensensche Ungleichung (20) auch in
diesem multidimensionalen Fall.

Ubung 1.134 (Transformation der Fouriertransformierten unter linearen Ab-
bildungen) Es sei u ein endliches Maf iiber (R", B(R™)), n € N. Die Fouriertransfor-
maerte i von p wird durch

definiert, wobei
<k5, ZE> = Z k’jl’j
j=1

das euklidische Skalarprodukt bezeichnet. Es sei A € R™™ und Ly : R" — R", Ly(z) =
Ax die zugehorige lineare Abbildung. Zeigen Sie fiir alle k£ € R":

—

La[p](k) = p(A'k)

1.9 Integrale und Nullmengen

Erinnern Sie sich an die Definition 1.58 von Nullmengen. Wie wir in diesem Abschnitt
sehen werden, kommt es bei der Integration nicht auf Nullmengen an.
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Beispiel 1.135 (Abzihlbare Mengen sind Lebesgue-Nullmengen) Jede abzihlbare
Menge Q C R st eine Lebesque-Nullmenge, denn es gilt aufgrund der o-Additivitit des

Lebesguemafles i :
=Y M({ah) =0,
qe@

da einpunktige Mengen die Linge O besitzen. Insbesondere ist z.B. die Menge der ratio-
nalen Zahlen Q eine Lebesgue-Nullmenge.

Das folgende Beispiel zeigt, dass es auch iiberabziahlbare Lebesgue-Nullmengen gibt:

Beispiel 1.136 (Cantorsches Diskontinuum) Wir entfernen aus dem Einheitsinter-
vall Iy = [0,1] das mittlere Drittel 1%, 2[, aus den verbleibenden Intervallen I; = [0, %] U

373 73
2 1] wieder jeweils das mittlere Drittel [+, 2] und | usw. Formaler gesagt setzen wir

[37
rekursiv fiirn € N:

979] 975]

L=l 1\U}?)z—2 32—1['

Das Cantorsche Diskontinuum wird dann durch

:ﬂ[n

neNg

definiert. Es ist kompakt, denn es ist beschrinkt und abgeschlossen als Komplement einer
Vereinigung von offenen Mengen. Zudem ist es tiberabzdhlbar, denn die Abbildung

f {0 2}N — C f an nEN Zan 3"

ist eine Injektion (sogar eine Bijektion), und {0, 2} ist diberabzihlbar. Weiter gilt A (I,,) =
(%)” fir allen € Ny, da in jedem Rekursionsschritt 1/3 der Gesamtlinge der verbleibenden
Teilintervalle entfernt wird. Es folgt mit der o-Stetigkeit von A\ von oben wegen I,, | C':

A (C) = lim M () = 0.

n—oo

Das Cantorsche Diskontinuum C' ist also eine tiberabzdhlbare Lebesgue-Nullmenge.
Es sei wieder (€, A, 1) ein MaBraum.

Lemma 1.137 (Integrale sehen Nullmengen nicht) 1. Essei f € M, (Q,A); ins-
besondere gelte f > 0. Dann sind dquivalent:

(a) [ fdp=0,
(b) f =0 p-fast diberall, d.h. es gibt eine u-Nullmenge N € A, so dass f(w) =
fiir alle w € N€ gilt.
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2. Es seien f,g € M(2, A), und es gelte f = g p-fast iberall, d.h. {f # g} = {w €
Q| f(w) # g(w)} sei eine p-Nullmenge. Dann existiert [ fdu genau dann, wenn
[ gdp existiert, und in diesem Fall stimmen die beiden Integrale iberein.

Beweis:
1. “(a) = (b)” Es gelte [ fdu =0, f > 0. Mit der Abkiirzung
A:={we Q| f(w) >0}

zeigen wir nun p(A) = 0. Die Folge der

A, ={weQ| flw)>—-}, neN,

S|

ist monoton steigend mit A,, T A fiir n — oo. Es folgt

H(An) = u(A).

Andererseits gilt +1,, < f fiir alle n € N, also

1 1
0< () = [ Luadus [ fdu=0

n

und daher p(A,) = 0. Wir schlieen pu(A) = 0.

“(b) = (a)” Es gelte f = 0 p-fast tiberall und f > 0. Es sei N eine p-Nullmenge,
so dass f(w) = 0 fiir alle w € N€ gilt. Ist nun f,, T f eine Folge in £,(Q2,.A) so gilt
auch f,|ye = 0. Fixieren wir fiir einen Moment n € N. Ist

k
fn = Z yi]‘Ai
=1

mit y; > 0 und A; € A fiir alle 4, so folgt: A; C N fiir alle i, also u(A;) = 0 und

damit .
/fn di =" yip(Ai) = 0.
i=1

/fdu: lim/fnd,u:().

2. Im folgenden Beweis soll man entweder iiberall das obere Vorzeichen “4” oder das
untere Vorzeichen “—” lesen. Aus f = g pu-fast iiberall folgt fi = g4 p-fast iiberall.

Wir brauchen nur zu zeigen:
/fid,u:/gidﬂ-
6

0

Wir schlieflen



Das folgt so: Aus |fs — g+| = 0 p-fast iiberall und |f+ — g+| € M (Q,.A) folgt

/|fi—gi|d/~b=0-

Wegen g+ < fi + |f+ — g+| erhalten wir

/giduﬁ/fidﬂ‘f‘/‘fi—gi\dﬂz/fidﬂ
/fidﬂg/gid,ua

also zusammen die Behauptung [ fidp = [ g+ du.

und analog

O

Bemerkung 1.138 1. Die Kontraposition von (a)=-(b) in Teil 1. des Lemmas 1.137
in der Riemann-Theorie lautet leicht abgeschwécht:

b
f>0 = /f(m)dx>0

fir a < b, f: [a,0] - R Riemann-integrierbar. Obwohl wir diese anschaulich plau-
sible Aussage schon in der Analysis 1 hdtten formulieren kénnen, haben wir sie erst
jetzt im Rahmen der Lebesgue-Theorie in allgemeinerer Form bewiesen, denn ein
Beweis der Aussage nur mit Mitteln der Analysis 1, ohne Verwendung der Lebesgue-
Theorie, ist nicht einfach.

2. Lemma 1.137 rechtfertigt es, die Notation [ fdp auch fiir Funktionen zu verwen-
den, die auf einer Nullmenge undefiniert sein kénnen und die erst nach Abadnderung
auf einer Nullmenge messbar werden und ein wohldefiniertes Integral besitzen. Ge-
legentlich vereinfacht das die Sprechweise etwas.

Ubung 1.139 (Riemann-Integral als Spezialfall des Lebesgue-Integrals) Es sei[a, b]
ein kompaktes Intervall, A die Lebesquesche o-Algebra (= Vervollstindigung der Borel-
schen o-Algebra beziiglich des Lebesquemafes) dariiber und \ das Lebesguemafs auf A.
Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so gilt f € M([a,b], A) und

b

[ 1@ian = [ swa

[a.b) a

Lebesgue-Integral Riemann-Integral

Das Riemann-Integral stimmt also nicht nur auf stetigen Funktionen, sondern auch auf
Riemann-integrierbaren Funktionen mit dem Lebesgue-Integral iiberein, wenn man die Le-
besquesche o-Algebra statt der Borelschen o-Algebra verwendet. Dies gilt selbst dann, wenn
f micht Borel-messbar ist.
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Das Riemann-Integral eignet sich (insbesondere aufgrund des Hauptsatzes der Integral-
und Differentialrechnung) gut zum Berechnen des Integrals fiir konkret gegebene Funktio-
nen, wiahrend das Lebesgue-Integral besser mit Grenzoperationen vertréglich ist. Letzteres
thematisieren wir im folgenden Abschnitt.

1.10 Konvergenzsitze

Eine der schonsten und wichtigsten Eigenschaften des p-Integrals, insbesondere im Ver-
gleich mit der Riemann-Theorie, ist die gute Vertriglichkeit des Integrals mit Grenziiber-
giangen. Wir formulieren drei Konvergenzsétze: den Satz von der monotonen Konvergenz,
das Lemma von Fatou und den Satz von der dominierten Konvergenz. Im Spezialfall,
dass das zugrundeliegende Mafl das Zdhlmafl auf einer abzédhlbaren Menge (2 ist, fithren
diese Konvergenzsitze auf die gleichnamigen Sétze fiir Reihen aus der Analysis 1 zuriick.
Ahnlich wie die Konvergenzsitze fiir Reihen in der Analysis 1 und 2 oft niitzlich beim
Studium von Grenziibergéingen bei Reihen waren, sind die hier betrachteten Verallgemei-
nerungen die wichtigsten Werkzeuge zur Analyse von Grenziibergéngen bei Integralen.
Wie immer sei (2,4, 1) ein Mafiraum.

Satz 1.140 (Satz von der monotonen Konvergenz, _auch: Satz von Beppo Le-
vi) _ Es sei fo T f eine monoton steigende Folge in M (2, A) mit Grenzfunktion
feMi(QA). Dann gilt

/fndun_)—of/fdu in R.
Es geniigt sogar, dass f,(w) 1 f(w) nur fir p-fast alle w € Q gilt.

Beweis: Wir nehmen zunéchst f, 1 f an. Fiir alle n € N wihlen wir monoton steigende
Folgen (g k)ken in £4(2,A) mit g, T f,, fir £ — co. Wir setzen fiir n € N:

hy = max{g,|l =1,...,n}

(punktweise gemeint). Als Maximum von endlich vielen nichtnegativen Treppenfunktionen
ist h, wieder eine nichtnegative Treppenfunktion. Es sei n € N. Weil ¢;,, < f; < f,, fiir
l=1,...,n gilt, folgt h, < f,, und wegen g;,, < g ,+1 erhalten wir

hp <max{g i1/l =1,....n} <max{gn,u|l=1,...,n4+ 1} = hyy1,
also h,, T. Weiter gilt punktweise fiir alle [,n € N mit n > [l: h,, > g;,,,, also
lim A, > lim g, = f;
n—oo n—oo

und daher auch
lim h, > lim f; = f.
n—oo l—00
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Wegen h,, < f, folgt auch umgekehrt

lim A, < lim f, = f,
n—oo

n—o0

also zusammen

lim h, = f.
n—oo
Wir schlieflen:
lim [ f,du> lim [ h,dup (wegen f, > hy)
= /fd,u (wegen h, € £4(2, A), h, T f und Lemma 1.114)
> tim [ fudp (wegen [ > fo, also [ fdu > [ fudp).
n—oo
Damit ist
i [ fodn= [ 7au
n—oo
gezeigt.

Falls nur f,(w) 1 fn(w) fiir p-fast alle w € Q gilt, wahlen wir eine Nullmenge N € A, mit
fo(w) T folw) fir alle w € N¢ und erhalten f,1ne T flye. Aus flye(w) = fn(w) und
flye(w) = f(w) fiir p-fast alle w € 2, Lemma 1.137 und dem schon Gezeigten folgt

/fndu:/fn1chu7H—°>°/f1NCdM:/fdﬂ.

Damit ist der allgemeinere Fall “f, (w) T f(w) fiir p-fast alle w” auf den spezielleren Fall
“fu 1 f punktweise” zuriickgefiihrt.

OJ

Beispiel 1.141 1. Im Spezialfall @ = N, A = P(N), u = Zdhlma$l auf N besagt der
Satz:
Ist (fn(w))wnen, fu(w) >0, eine Doppelfolge, monoton steigend in n, so gilt:

h_}m ifn(w) = i h_}m fn(w).
w=0 w=0

Das ist der aus der Analysis 1 bekannte Satz von der monotonen Konvergenz fiir
Reihen.
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2. Ist f: R — R stetig und uneigentlich Riemann-integrierbar, f > 0, so gilt f1i_,, T
f fiir n — oo, also

n

/ f(z)dx = lim [ f(z)de = lim [ fli_,,dA
n—oo n—00
—00 -n R

uneigentl. Riemann-Integral

= / lim f1_,, d\ wegen monotoner Konvergenz

n—oo

R
:!fw.

Nimmt dagegen f Werte mit beiden Vorzeichen an, so kann f zwar uneigent-
lich Riemann-integrierbar mit endlichem uneigentlichen Riemann-Integral sein, aber
nicht Lebesgue-integrierbar. Ein Beispiel ist

[e.e]

sinx
/ dr = 7 als uneigentliches Riemann-Integral,
x

—0o0

(wobei der Integrand in 0 stetig durch 1 fortgesetzt werden soll), aber

/ (smx) dxr = +00 als Lebesgue-Integral,
T )

sin x

so dass [ n

dx als Lebesgue-Integral undefiniert bleibt.

3. Ist fe M (2, A) und A> A, 1T A, sogilt fla, 1 fl4 fiir n — oo und folglich

A[fduszundu%/mdu:!fdu

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz.
Wir formulieren nun den zweiten wichtigen Konvergenzsatz, das Lemma von Fatou. Es
dient zum Beispiel dazu, das Integral eines punktweisen Limes nichtnegativer Funktionen

fn abzuschétzen.

Satz 1.142 (Lemma von Fatou) Es sei (f,)nen eine Folge in M (2, A). Dann gilt ~ WICHTIG!

n—0o0 n—

/lim inf f, duy < lim inf/fn dp.
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Beweis: Es gilt fiir alle £ € N:
fk: > inf fn Tk—)oo lim inf fm
n: n>k n—00

also wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz:

/fkd,uZ/ inf fndulH—of/liminffndu.
n: n>k n—00

Hieraus folgt

liminf/fn dp > liminf/ inf f,du= /liminffn dp.
k—00 n: n>k n—00

n—oo

O

Der Vorteil des Lemmas von Fatou gegeniiber den anderen Konvergenzsétzen ist, dass es
nur so schwache Voraussetzungen benétigt: Messbarkeit und Nichtnegativitit der Inte-
granden. Dafiir behauptet es nur eine Ungleichung; Gleichheit gilt manchmal nicht, wie
das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.143 (Gleichheit im Lemma von Fatou gilt nicht immer.)

n—00 n—00
R R R

/lim inf 1y, 1) (2) do = /de =0<1=Ilim inf/ L n1) () de.

“Ubung 1.144 (Es gibt keine Variante des Lemmas von Fatou fiir limsup.)

1. Es sei f, = 1jp;) = 0 fiir gerade n € N und f,, = 1j;9) > 0 fiir ungerade n € N.
Zeigen Sie:

/ limsup f,,(z) dz > limsup / fn(x) dz.

n—oo n—oo
10,2] 10,2]

2. Nun sei g, = 1}, n41) = 0. Zeigen Sie:

/lim sup ¢, (z) dr < lim sup/gn(:c) dx.

n—00 n—00
R R

Wir kommen jetzt zum wichtigsten Konvergenzsatz der Lebesgueschen Integrationstheo-
rie.

Satz 1.145 (Satz von der dominierten Konvergenz, auch: Satz von Lebesgue
von der majorisierten Konvergenz) Es sei (fy)nen eine Folge messbarer Funktionen WICHTIG!
fo € M(Q,A) und f € M(, A). Es gelte

folw) =3 f(w)  fir p-fast alle w € Q.
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Weiter existiere eine integrierbare Majorante g, d.h. ein u-integrierbares g € M (2, A),

/gdu<oo,

|ful < g p-fast dberall fir alle n € N.

mit

Dann sind alle f, und f p-integrierbar, und es gilt

/fndu7H—°>°/fdu.

Analoges gilt fiir komplexwertige f,, : 2 — C.

Beweis: Wir diirfen annehmen, dass f, — f und | ful < g punktweise gilt, nicht nur p-
fast iiberall, indem wir f,, und f wenn nétig auf einer geeigneten Nullmenge N abandern.
Ersetzen von f,, bzw. von f, g durch f,1yc bzw. durch flye, glye dndert ndmlich die
Integrale nicht, bewirkt aber f,1ye — f1lye punktweise. Aus |fu] < g fiir allen € N
und f,, == f punktweise schlieen wir auch |f| < g. Insbesondere gilt

/(fn)iduéfgdu<oo

/fidué/gdu<00,

also sind f,, und f p-integrierbar. Weiter wissen wir

fir alle n € N und

n

0< fu+9 == f+g punktweise,

also nach dem Lemma von Fatou:

(liminf fndu> —|—/gdu:1iminf (/fnd,u—i-/gd,u) zliminf/(fn+g)d,u
n—00 n— 00 n—0o0
2/(hggffnJrg)du:/(erg)du:/fdwr/gdu,

also wegen [ gdu < oo:

liminf/fnduszdu.
n—oo

Ebenso folgt
0<g—f, =3 g—f punktweise,
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also genau wie eben:

liminf/—fnd,u—{—/gduzliminf/(g—fn)du

n—oo
—

<00

> /(g — f)dp  mit dem Lemma von Fatou
= / gdp — / fdp,

limsup/fndu:—liminf/—fnd,ug/fd,u.
n—oo

n—oo

also

Zusammen folgt die Behauptung:
i [ fodn= [ fau
n—oo

Der Satz von der dominierten Konvergenz fiir komplexwertige Funktionen folgt hieraus,
indem wir die Variante fiir reellwertige Funktionen auf Real- und Imaginérteil getrennt
anwenden.

O

Im Spezialfall (Q, A, u) = (N,P(N), Zdhlmaf}) erhalten wir den aus der Analysis 1 be-
kannten Satz von der dominierten Konvergenz fiir Reihen.

Beispiel 1.146 1. Es gilt

/ d[L‘ n—o00 / —x2
%< n — e dzx.
(1+5)

R R
Begriindung: Aus der Analysis 1 wissen wir

VyeR: <1—|—y) X e,
n

also
n—oo _g2

1
— e
(1+%)
Um eine integrierbare Majorante zu finden, schétzen wir mit der Bernoullischen
Ungleichung ab:

VreR:

22\ " x?
Vre RVn e N: <1+—) >14+n"—=1+2a>
n n
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also
1

(1+5)"

Die obere Schranke x — ﬁ ist integrierbar, denn

1
< .
— 1422

dz oo
o2 larctan z] 730 = 7 < 0.
R

Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt die Behauptung.

. Es gilt zwar

a—00

VreR: — 0,

a? + T2
aber fiir a > 0 erhalten wir mit der Substitution x = au, dxr = a du:

a du a—00

R R

Dies ist kein Widerspruch zum Satz von der dominierten Konvergenz, denn die
Majorantenbedingung ist verletzt: In der Tat ist fiir alle m > 0

a
sup |———| dz = oo,
a>m |Q° + X
R

denn es gilt fiir x > m:

a 1
sup | ——| = —;
a>m | 0% + 22 2z’

das Supremum wird fiir a = x angenommen. Es folgt in der Tat

/ sup dx > / sup
a>m a>m
R

[m,o0]

Ood:v
dr = | — = 0.
T /Qx 00

a

a? + x2 a? + x2

. Es gilt

/—sm(:z:/n) dz =% 0.
2 +1
R

Beweis: Fiir alle n € N und z € R gilt:

sin(x/n) 1
2+1 |~ 22+1
und
dx
21 T < 00
R



Damit ist die Majorantenbedingung im Satz von der dominierten Konvergenz erfiillt.
Weiter gilt fiir alle x € R:

. L nooo
sin— — 0,
n

da sin in 0 stetig mit dem Wert 0 ist. Aus dem Satz von Lebesgue folgt die Behaup-

tung: . _
lim de:/nmwdx:/wx:o.

n—00 2 +1 n—oo 241
R R R

Ubung 1.147 (Stetigkeit der Fouriertransformierten endlicher Mafe) Es sei u
ein endliches Maf iiber (R", B(R")), n € N. Zeigen Sie, dass die Fouriertransformierte

RS € ) = [ ()
R’VL
eine stetige Funktion ist.
Hinweis: Zeigen Sie Folgenstetigkeit von i mit Hilfe des Satzes von der dominierten Kon-
vergenz.

“Ubung 1.148 (Fourierreihen als Fouriertransformierte) Es seia = (aj)pez € *(Z)
mit ap > 0 fir alle k € Z, p = ZkeZ arlg, und i : R — C dessen Fouriertransformierte.
Uberzeugen Sie sich davon, dass u ein endliches Mafs ist und dass fi die Fourierreihe zu
a 1st.

Korollar 1.149 (Satz von Lebesgue zur Vertauschung von Integral und Ablei-
tung) FEs sei I C R ein offenes Intervall, (2, A, u) ein Mafsraum, f: Q2 x 1 — C, so
dass fir alle t € I die Abbildung

f(,):Q—=C, ww f(w,t)
p-integrierbar ist, und fir p-fast alle w € Q) die Abbildung

flw,): I =-C, tw flw,t)
differenzierbar ist. Es existiere g € M (Q, A, i) mit

/gdu<oo,

viel: ‘ﬁﬂw,t)' < g(w).

so dass fiir p-fast alle w € Q gilt:

ot
Dann gilt fir allet € I:

& [t = [ 5.0 uae),

wobei hier beide Seiten wohldefiniert und endlich sind; der Integrand %—{ 15t ja p-fast tiberall
definiert.

69



Beweis: Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dass f reellwertig ist, indem wir Realteil und
Imaginérteil von f einzeln betrachten. Weiter diirfen wir — wenn nétig nach Abénderung
auf einer Nullmenge — annehmen, dass die Voraussetzungen fiir alle w € €2, nicht nur fiir
fast alle w, gelten. Es sei t € I und (t,),en eine gegen t konvergente Folge in I, t,, # t.
Wir untersuchen die Differenzenquotienten

f((")?tn) — f(w7t)'

hp(w) == —

Die h,, sind messbar, und nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:
YVwe QVn eN: |h,(w)] <sup|Dyf(w, )] < g(w).
el
Weiter gilt
Vw € Q: hy(w) =5 Dyf(w,t).

Also ist der Satz von der dominierten Konvergenz anwendbar und liefert Dof(-,t) €

LM, A, 1) und
tnl—t (/ fw, tn) p(dw) —/f(w,t) ,u(dw))

_ / I (@) p(dw) "= [ Dof(w, t) p(dw),

also die Behauptung.

Beispiel 1.150 Wir definieren
g: Rt =R, g(t)= /e_‘”_m3 dzx.

0

Dann ist g differenzierbar mit
gt)=— / e~ 03 .
0

Beweis: Wir iiberpriifen die Voraussetzungen des Korollars:
FiRY2 SR, fla,t)=e

ist in = messbar, nach ¢ partiell differenzierbar, und es gilt fiir alle z > 0:

sup

t>0 t>0

E(m, t)‘ =sup| — 2% ") < gPe?
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und

/x?’e”‘“ dr < oo.

R+

Das Korollar liefert die Behauptung:
d

R+

Ubung 1.151 Zeigen Sie firt € R:

d 4 2 4 2
p e T de = | 22 T .

R R

7 e~ gy = / %e‘m_ms dr = /—9536_%_1”33 dx.
R+ R+

Ubung 1.152 (Die Wirmeleitungsgleichung mit £'-Anfangsdaten) Es sei g €

LY(R", B(R™), \,) und

2
==y}

FiROXRT SR, flat) = 2rt) " [ e ) (dy).

Rn

Beweisen Sie, dass f zweimal stetig differenzierbar nach = und stetig differenzierbar nach

t ist, und dass gilt:
of 1
A
ot 2 /
wobei sich der Laplaceoperator nur auf die z-Koordinaten bezieht.

Beispiel 1.153 (Fouriertransformierte einer Gaufifunktion)

Wir zeigen fir k € R:
/«2“‘“”’6_””2/2 dr = 6_k2/2/6_m2/2 dzx.
R R
Zusammen mit der Formel

/e"’“a/2 dr = V2,

R

die wir erst spdter beweisen werden, erhalten wir die wichtige Formel:

1 o 2 2
elkxe x/de:e k?/2

V2T
R
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Beweis: Es gilt

d , 2 o . 5 , )
%/ezkwew /2 dr = / %ezk:pef:r /2 dr = i/elkzxex /2 dr
R R R

Hier ist die Vertauschung von Ableitung und Integral nach Korollar 1.149 zuléssig, denn
z — |e*e=7"/2| = ¢=7*/2 und auch

. 2 9
T > sup zkaze x%/2 :|ZL‘|€ z=/2
keR

%6

sind iiber R Lebesgue-integrierbar wegen des superexponentiell schnellen Abfalls von
e~""/2 fiir || — oo.
Nun folgt mit partieller Integration:

/e“”me_fﬂ/2 dr = — /ei’mie_”g/2 dr = / iei’“ e 2 dy = Z'/{;/eim(B_IQ/2 dzx,
dx dx

R R R

=

Zusammen erhalten wir, dass die Funktion

y:R—=>C, yk)= /(3“‘“”6_9”2/2 dx
R

die Differentialgleichung
y'(k) = —ky(k)
erfullt. Wir schlieffen

a
dk

d
(e /2y (k) = (e 2)y(h) + €2y (k) = ke 2y (k) — ke Py(k) = 0.

so dass die Abbildung R — C, k — €¥*/2y(k) konstant ist. Es folgt y(0) = e**/2y(k) fiir
alle k € R, also die Behauptung.

OJ

Ubung 1.154 (GauBsches Integral im Komplexen)
Es gilt fiir a,b € C mit Rea > 0:

—ax?+bx \/7_T b2
e dr = ~—= exp —, (23)
/ \/a 4a

R

wobei v/a den Hauptwert der Quadratwurzel bezeichnet, also diejenige komplexe Zahl
w = y/a mit Rew > 0 und w? = a. In dieser Aufgabe diirfen Sie die erst spiiter bewiesene
Formel (22) voraussetzen.
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1. Zeigen Sie die Formel (23) zuerst im Spezialfall a,b € R mit a > 0. Verwenden Sie
dazu eine quadratische Ergénzung, Translation und Skalierung.

*2. Zeigen Sie die Formel (23) dann im Spezialfall b = 0. Beweisen Sie hierzu, dass fiir
die Funktion

f:{aeC|Rea>0} —=C, f(a \/_/ —a g

gilt: df = 0. Begriinden und verwenden Sie hierbei

d\/a——\/_da

(zu lesen als dv/-,(z) = z/(2v/a) fiir a,z € C mit Rea > 0), zum Beispiel mit Hilfe
des Satzes von den impliziten Funktionen, angewandt auf die Gleichung w? = a fiir
w = y/a. Vertauschen Sie Integral und Ableitung mit Hilfe des Satzes von Lebesgue
und integrieren Sie geeignet partiell.

3. Zeigen Sie schliefllich die Formel (23) allgemein, indem Sie

d (bt)Q —ax?+bix _
Eexp(—&l)/e de| =0

R

fiir t € R zeigen. Lassen Sie sich dabei vom Beweis des Beispiels 1.153 inspirieren.

Ubung 1.155 (Momente der Standardnormalverteilung) 1. Zeigen Sie mit Hil-
fe der Formel (21) aus Beispiel 1.153 fiir alle k£ € R

1 (Zk)n —z2/2 —k2/2
e 2 dy = e F/
=>ur 7

neNp ’ R

indem Sie zeigen, dass sich hier Summe und Integral vertauschen lassen.

2. Folgern Sie fiir alle m € Ny:

V2T / 2mm!’

2m)!
2m —12/2 dr = ( m)

2m+1 —x2/2 dr = 0.

m/

Ubung 1.156 (Beispiel einer divergenten asymptotischen Reihe) Es sei

fiRE SR, f(a):/ e Z k‘ e du.

R k=0

Zeigen Sie:
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1. f ist auf R glatt.

2. Fiir alle a > 0 gilt:

—1)*
—( ‘) oFre | dr = oo

[

R -0

3. Fiir alle a > 0 divergiert die Reihe

00 1)k
Z( k') ak/x4k6—z2 dx
k=0 ' R

uber R.

4. Fiir alle n € N gilt

- (_1)k k 4k —az? n+1 o
——a” [ 2% dr — f(a) = O(a") fir a 0.
>

1.11 Dichten

Lemma 1.157 (mit einer Dichte definiertes Maf3) Es sei (Q2,A,u) ein Mafraum.
Fir f € M (Q,.A) ist die Abbildung

v:A—-R, v(A)= [ fdu (24)
/

ein Map. Ist dagegen f € LY(Q, A, i), so ist v, gegeben durch (24), ein signiertes Map.

Beweis:

L v(0) = [ flygdu= [0du=0.

2. Wir betrachten zuerst den Fall f € M, (Q, A). Es sei (A,),en eine Folge paarweise
disjunkter Mengen in A und A =,y An € A. Dann gilt

neN

> fla tfla filrn — oo

k=1
Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt:
S v =3 [ fau=tim 3 [ i dn

k= k=1

1 k:lAk

n—oo

= lim /;flAk dp = /flAdp: v(A). (25)
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Der Fall f € £(Q, A, ) wird analog behandelt; nur wird statt dem Satz von der mono-
tonen Konvergenz der Satz von der dominierten Konvergenz verwendet: Fiir (A,,)nen wie
eben erhalten wir

n
Z fla, =% £14 punktweise,
k=1

und wir haben die integrierbare Majorante |f| € £1(Q, A, 1), da fiir alle n € N gilt:

Z fla,
k=1

Die Rechnung (25) bleibt nun ebenso richtig; nur wird sie diesmal mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz begriindet. Zudem gilt wegen > ,_, [ |f|1a, <|f], n € N:

v(Ag)| = fdu| < |fdp = li | flla, dp < | |fldp < oo.
;uk ;{M;Zlﬁng&o/;/xu/uoo

O

<|f]

Definition 1.158 (Dichte eines Mafles) Es seien p und v zwei Mafle auf dem gleichen
messbaren Raum (€,.4) und f € M, (9, A). Wir sagen, v hat eine Dichte f bzgl. u, in
Zeichen dv = fdp oder v(dw) = f(w)p(dw) oder auch v = fu, wenn v durch die
Gleichung (24) gegeben wird. Die gleichen Sprech- und Schreibweisen verwendet man im
Fall f € LY(Q, A, i), also wenn v nur ein signiertes Maf ist.

Beispiel 1.159 Es sei ) abzihlbar. Die Zihldichte p eines Mafles v = Y o P auf
(2, P(2)) ist die Dichte beztglich des Zihlmafes =" .q 0w In Formeln: dv = pdp.

“Ubung 1.160 (Likelihoodquotienten im Diskreten) Es sei(Q abzihlbar. Weiter sei-
en v und v zwei Mafe auf (Q, P()) mit Zihldichten p : Q — RY bzw. p: Q — Ry . Zeigen
Sie: ~
dr="Lav.

p
Es seien y und v zwei Mafle auf dem messbaren Raum (£2,.4) und f € M, (€, A) eine
Dichte: dv = f du. Weil Integrale Nullmengen nicht sehen, ist auch jedes g € M, (9, .A)
mit f = g p-fast {iberall eine Dichte. Es ist manchmal auch méglich, dass die Dichten
mehr als auf Nullmengen abgeédndert werden kénnen: Zum Beispiel ist sowohl 1 als auch 2
eine Dichte des MaBes pu = ocodg auf (2, 4) = ({0}, {0, {0}}) beziiglich p selbst. Dagegen
gilt:

Lemma 1.161 (Eindeutigkeit f.ii. von Dichten o-endlicher Mafle) Es sei(Q, A, 1)
ein Mafiraum und v ein o-endliches Maf auf (Q, A). Es seien f,g € M (R, A) zwei Dich-
ten von v beziiglich y:

dv = fdu = gdp.
Dann qilt f = g p-fast diberall.
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Beweis: Wir zeigen die Behauptung zuerst im Fall, dass v endlich ist. Dann gilt sowohl
f < oo p-fast {iberall als auch g < oo p-fast iiberall. Wir kiirzen ab:

{oo>f>g}:={weQfoo> f(w)>gw)}

Dann folgt (mit der Konvention “undefiniert-0 := 0")
0=v({oo>f>g})—v({oo>f>g})
:/1{oo>f>g}fd:u_/1{oo>f>g}gd,u:/1{m>f>g}<f_g) dp,

also p({oo > f > g}) = 0 wegen Lemma 1.137, da 1o >3 (f —g) > 0 auf {oo > f > g}
strikt positive Werte annimmt. Damit ist gezeigt: f < g u-fast iiberall. Mit vertauschten
Rollen von f und g folgt g < f u-fast iiberall, also zusammen f = g p-fast iiberall.

Nun nehmen wir an, dass v g-endlich ist. Wir wéhlen eine aufsteigende Folge A > €, 1 2
mit v(€,) < oo fir alle n € N. Es sei A, := {A € A|A C Q,} und u, := pula, und
Vp = V|a,, so dass v, ein endliches Mafl auf (€2,,.4,,) ist. Dann gilt nach dem schon
Bewiesenen flq, = glqa, pn-fast iiberall, weil fir alle A € A, gilt:

/flAdun =v,(A) = /glAdun.
Qn Qn
Anders gesagt: {w € Q,|f(w) # g(w)} ist fir alle n € N eine u-Nullmenge. Wegen €, 1 Q

folgt f = g p-fast iiberall, weil jede abzédhlbare Vereinigung von Nullmengen wieder eine
Nullmenge ist.

OJ

Das Lemma bleibt auch giiltig, wenn man statt der o-Endlichkeit von v die o-Endlichkeit
von p voraussetzt:

Ubung 1.162 (Eindeutigkeit f.ii. von Dichten o-endlicher Mafle — Variinte) Es
sei (2, A, 1) ein o-endlicher Mafsraum und v ein Mafl auf (2, A). Es seien f,g € M, (9, A)
zwet Dichten von v beziiglich p. Zeigen Sie, dass f = g p-fast iberall gilt.

Definition 1.163 (Radon-Nikodym-Ableitung) Sind p, v zwei Mafle auf dem glei-
chen messbaren Raum, so dass v eine p-fast iiberall eindeutige Dichte f € M (€2,.A)
beziiglich i besitzt, so nennen wir f, genauer gesagt seine Aquivalenzklasse

{g€ M, (Q,A)| f=g pfast iiberall}

“die” Dichte oder auch Radon-Nikodym-Ableitung (in der Mathematischen Statistik auch:
“Likelihoodquotient”) von v beziiglich p und schreiben

d
f= & p-fast iiberall.
dp

Die gleiche Schreib- und Sprechweise verwenden wir, wenn v nur ein signiertes Maf} ist,

also im Fall f € LY(Q, A, u).
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Lemma 1.164 (Integration beziiglich eines Mafles mit Dichte) Es seien p, v zwei
Mafe auf dem gleichen messbaren Raum (2, A). Weiter sei f € M, (2, A) eine Dichte
von v beziiglich u, also

dv = fdu.
Weiter sei g € M(Q,.A). Dann folgt:
1. Falls ¢ >0, so gilt [gdv = [gfdpu.

2. Das Integral [ gdv existiert genau dann, wenn das Integral [ gf du existiert. In
diesem Fall gilt [ gdv = [gf du.

Dieses Lemma liefert uns die Motivation fiir die Schreibweise dv = f du, denn damit liest
es sich wie ein Assoziativgesetz:

[oaw = [@nan

Beweis des Lemmas durch mafitheoretische Induktion iiber g:
1. Schritt: Fiir g = 14, A € A gilt:

/ngZV(A)ZA/fdu:/lAfduz/gfdu-

2. Schritt: Fir g =Y yila,, A; € A, y; > 0 folgt hieraus

/gdv:Zyz-/lmdv:Zyz’/lAifduz /gfdu
=1 =1
3. Schritt: Fiir g € M, (Q, A), £.(Q,A) 3 g, 1 g folgt

/gdu = lim [ g,dv (wg. Satz v. d. mon. Konvergenz)
n—oo
= lim /gnf dp (wg. 2. Schritt)
n—oo

= /gf dp (wg. Satz v. d. mon. Konvergenz und g, f 1 gf)

Damit ist Teil 1. gezeigt.
4. Schritt: Fir g € M(Q, A) gilt (gf)+ = g+f wegen f > 0, also

Jndn= [gtan= [g.a

wobei wir bei der letzten Gleichheit den 3. Schritt verwendet haben. Hieraus folgt die
Behauptung 2.:

[oar=[oar— [g-dv= [tap)rdu~ [@p-dn= [atan,

wobei hier die linke Seite genau dann definiert ist (kein undefinierter Wert “co — 00”),
wenn die rechte Seite definiert ist.
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“Ubung 1.165 (Likelihoodquotienten allgemein) Es seien i, v, & drei Mafe auf dem
gleichen messbaren Raum (2, A) und f,g € M, (S, A) mit g > 0. Es gelte dv = f du und
dk = gdu. Zeigen Sie

f

dv = = dk.
g

Man kann das (im o-endlichen Fall) auch in der folgenden Form schreiben:
dv  dv/dy
de  dr/du

p-f..

Ubung 1.166 (Berechnung von Erwartungswerten) 1. Es seien (0, A, i) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, I eine abzihlbare Menge und X : (2, A) — (I, P(I)) eine Zu-
fallsvariable. Es sei p = (ps)ser die Zahldichte der Verteilung L, (X). Weiter sei
f 1 — R eine Abbildung. Zeigen Sie, dass dann gilt

E.(f(X))=>_ f@)ps,

wobet damit auch gemeint ist, dass die linke Seite genau dann definiert ist, wenn
die rechte Seite definiert ist. Insbesondere gilt im Fall I C R, f =id:

E,(X)= Z TPy

zel

2. Berechnen Sie die Erwartungswerte E,(X) und E,(X?) fir eine “geometrisch ver-
teilte” Zufallsvariable X : Q2 — Ny mat der Verteilung

L,(X) = Z (1 —p)p"on,

wobei 0 < p < 1.

3. Wieder sei (2, A, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (2, A) — (R,B(R))
eine Zufallsvariable. Es sei p € M, (R,B(R)) eine Dichte der Verteilung L,(X)
beziiglich des LebesquemafSes A(dx) = dx. Weiter sei f : R — R eine Borel-messbare
Abbildung. Zeigen Sie, dass dann gilt

EAﬂan/f@M@ML

wobei wieder auch gemeint ist, dass die linke Seite genau dann definiert ist, wenn
die rechte Seite definiert ist. Insbesondere gilt im Fall f = id:

E,(X) = / p(x) da.

R
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4. Berechnen Sie die Erwartungswerte E,(X) und E,(X?) fir eine “exponentialver-
teilte” Zufallsvariable X : Q0 — R mit der Verteilung

L,(X)(dx) = ae” " 1iz>0y dz,

wobei a > 0.

1.12 Der Satz von Radon-Nikodym und Zerlegungen von Maflen

Wir geben nun im c-endlichen Fall eine Charakterisierung, wann ein Maf} eine Dichte
beziiglich eines anderen Mafles besitzt. Hierzu definieren wir:

Definition 1.167 (Absolutstetigkeit) Esseien p, v zwei Mafie auf dem gleichen messba-
ren Raum (2, A). Das Maf} v heif3t absolutstetig beziiglich p, in Zeichen v < u, wenn jede
p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Erinnern Sie sich auch an den Begriff der o-Endlichkeit:

“Ubung 1.168 (Charakterisierungen der o-Endlichkeit) Es sei (2, A, 1) ein Maf-
raum. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden drei Aussagen:

1. p ist o-endlich.

2. Es gibt eine Folge (0 )nen paarweise disjunkter Mengen Q,, € A mit (J, oy 2 = Q2
und u(€,) < oo fiir alle n € N.

3. Es gibt eine aufsteigende Folge B, T Q in A mit u(B,) < oo fiir alle n € N.

Ubung 1.169 (Vererbung der o-Endlichkeit auf Summen) Es seien p und v zwei
o-endliche Mafle auf einem gemeinsamen messbaren Raum (2, A). Zeigen Sie, dass dann
auch p+v ein o-endliches Mafs ist. Insbesondere kann man fir u und v die gleiche Folge
(R )nen aus Aussage 2. in Ubung 1.168 wdhlen.

Satz 1.170 (Satz von Radon-Nikodym) FEs seien p und v zwei Mafe auf dem glei-
chen messbaren Raum (Q, A). Das Maf$ u sei o-endlich. Dann sind dquivalent:

1. vy,
2. v besitzt eine Dichte in M, (2, A) beziiglich p.

Zusatz: Ist auch v o-endlich, so kann man die Dichte in 2. sogar in M, (2, A) wihlen.
Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass die Voraussetzung der o-Endlichkeit von p nétig

ist: Wiahlen wir Q = {0}, u = 00dp und v = §y, so haben zwar p und v die gleichen
Nullmengen (nédmlich nur §)), aber v besitzt keine Dichte beziiglich p.
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Beweis des Satzes von Radon-Nikodym: “2.=1.”: Besitzt v eine Dichte f € M (£, A),
so gilt fiir jede p-Nullmenge A € A:

V(A)=A/fdu=0,

da Integrale nach Lemma 1.137 Nullmengen nicht sehen. Also ist jede p-Nullmenge N C A
auch eine v-Nullmenge.

“1.=2.7:

1. Schritt: Wir beweisen die Behauptung zuerst unter der Zusatzannahme u(2) < oo und
v(Q) < oo. Die Idee ist es, dv von unten durch Mafle fdu zu approximieren. Hierzu
betrachten wir folgende Menge von Funktionen:

M:={fe M. (QA|VAe A: /fd,ug v(A)}.
A

Fiir alle f,g € M folgt dann auch fVvg e M, denn fVge M (Q,A) und fiir alle A € A
gilt mit den Abkiirzungen {f < g} := {w € Q| f(w) < g(w)} und {f > g} = {w €
Q f(w) > gw)} ={f < g}~

/fvyduz / fVgdu+ / fVygdu

A An{f<g} An{f>g}
= / gdp+ / fdp

An{f<g} An{f>g}
<v(ANn{f<g})+vAn{f>g}) (wegen f,gec M)
=v(A).

Wegen 0 € M ist M nichtleer. Wir setzen

S::sup{/fdu‘fGM}. (26)

Insbesondere ist 0 < s < v(2) < oo nach der Definition von M und aufgrund der
Zusatzannahme. Wir wihlen eine Folge (f,,)neny mit Werten in M mit

/fndu’H—°>°s

und setzen
aJn :fl\/\/fnGM

fiir n € N. Dann gilt g, T und wegen g, > f, fir n € N:
s [ondnz [ fadu™5s
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wobei wir g, € M und die Definition von s im ersten Schritt verwendet haben. Wir

erhalten
n—oo
/ gndp — s.

Wir setzen ¢ := lim,, o g, (punktweise). Es folgt nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz aus 0 < g, T g:

/gdu: lim /gnd/L:S<OO7
n—oo

also g < oo p-fast iiberall. Wir kiirzen ab:
{g < 0} :={w € Q] g(w) < oo}.

Setzen wir g := ljc1g so erhalten wir g = g p-fast {iberall. Wir schlieen g € M, da
g € M (Q,A) und da fiir alle A € A nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

wegen gp,la T gl gilt:

/gduz/ﬁduz lim /gnduSV(A),
A

A A

wobei wir bei der letzten Ungleichung g, € M verwendet haben. Insbesondere ist

/gdp:3<oo. (27)
Q

Unser Ziel ist es nun, dv = g dp zu zeigen. Gegeben A € A, miissen wir also [, gdu = v(A)
zeigen. [, gdp < v(A) wissen wir schon. Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen

A ={Ac Alv(4) < /Agdu + en(A)}. (28)

Wir definieren rekursiv zwei Folgen (A, ),en und (By,)nen von messbaren Mengen und eine
Folge (¢p)nen von Zahlen ¢, > 0 wie folgt:

Rekursionsanfang: Ay = Q. Rekursionsschritt: Gegeben n € N, sei A, schon gegeben.
Wir setzen

¢, = sup{u(B)| B € A, BC A,} >0, (29)

wobei man fiir die letzte Ungleichung B = () verwendet. Insbesondere kénnen wir ein
B, € A. mit B, C A, mit u(B,,) > %cn wihlen. Um das zu sehen, unterscheiden wir zwei
Fille:

1. Fall: ¢,, = 0. Hier wihlen wir B,, = (.

2. Fall: ¢,, > 0. In diesem Fall gibt es nach Definition von ¢, und wegen %cn < ¢, ein B,
wie gewiinscht.
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SchlieBllich setzen wir
An+1 - ATL \ Bn

Damit ist die rekursive Definition der Folgen (A, )nen, (Bn)nen und (c,)nen vollendet.
Nach Konstruktion gilt A4, |, B, € A., und die B,, n € N, sind paarweise disjunkt, da

fiir alle natiirlichen Zahlen m > n gilt:

Da p nach unserer Zusatzannahme ein endliches Maf ist, erhalten wir

00 > 4t (U Bn) => u(By)

neN neN

und daher

Wegen

folgt hieraus auch

Setzen wir nun

A=) An = (U Bn>c.

neN neN

Wir zeigen nun, dass fiir alle C' € A mit C C A, gilt:

v(C) > /C gdpu+ eu(C).

Gegeben solch ein ', unterscheiden wir zwei Félle:

(30)

(31)

(32)

1. Fall: Es gelte C' € A.. Fiir alle n € N gilt C' C A,, wegen C' C A, also u(C') < ¢, nach
der Definition (29) von ¢,. Wir schlieBen p(C) = 0 wegen (30). Nach der Voraussetzung
v < p folgt hieraus v(C') = 0. Insbesondere folgt die Ungleichung (32) im betrachteten

Fall, denn beide Seiten in dieser Ungleichung sind hier gleich 0.

2. Fall: Es gelte C' ¢ A.. Aus dieser Annahme und der Definition (28) von A, schliefen

wir, dass in diesem Fall sogar

V(C)>/ngu+eu(0),

also erst recht die Ungleichung (32) gilt.
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Damit ist die Ungleichung (32) in allen Fallen gezeigt. Wir erhalten fiir alle A € A:
v(A) =v(A\ Ax) + V(AN Ay)
>

/ gdp + / gdp+ en(ANAy) (wegen g € M und (32))
A\As ANAco

~ [o+ eta)du
A

Das bedeutet g +€ls € M, also

/gdu+6u(Aoo)=/(g+61Am)du
Q Q

<'s (nach der Definition (26) von s)

:/mm<m (wegen (27)),
Q

also €/1(As) < 0 und damit u(As) = 0 und somit v(A) = 0, wieder nach der Voraus-
setzung v < u des Satzes. Es folgt fiir alle A € A:

V(A) =v(ANAs) +V(A\ Ax) < V(Ax) + V(A \ Ax) = V(A \ Ax)

=v (U (AN Bn)> (nach der Def. (31) von Ay)

neN

= Z v(ANB,) (dadie B, paarw. disjunkt sind). (33)

neN
Fiir den n-ten Summanden in der letzten Summe gilt:
v(ANB,) =v(B,) —v(B,\ A) <v(B,) — / gdpu,
Ba\A

denn v(B, \ A) > an\Agdu wegen g € M. Da B, € A, nach Konstruktion der B, gilt,
haben wir

V(Bn)é/ gdp+ epu(By),

also eingesetzt

V(AﬂBn)S/ gdu+eu(3n)—/

n Bn\A

gdu = / gdp+ ep(By).
ANBy,
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Man beachte, dass wegen (27) und wegen der Zusatzvoraussetzung p(§2) < oo alle in der
letzten Ungleichung auftretenden Zahlen endlich sind. In (33) eingesetzt:

RS ERESES S

neN neN

:Z/ gdp+ed  pn(B,)
neN ANBy,

neN

gdu+ eu(Bn)>

NBn

< / g dp + ep(€2),
A
da die B, n € N, paarweise disjunkt sind. Wegen ;(€2) < oo und da € > 0 beliebig war,
folgt

v(4) < / gdp,

was noch zu zeigen war. Damit ist der Satz von Radon-Nikodym unter der Zusatzvoraus-
setzung, dass p und v endliche Mafle sind, bewiesen.

2. Schritt: Wir beweisen die Behauptung nun unter der Zusatzannahme p(€2) < oo und
v(€)) = co. Es sei

F={AecAlv(A) < oo} (34)
und
c:=sup{u(A)| A e F}. (35)

Wegen ) € F und u(2) < oo ist 0 < ¢ < oo. Wir withlen eine Folge (A, )qen in F mit
1(A,;) =3 ¢ und setzen

Bn = LnJ Ak
k=1

fiir n € Ny. Insbesondere steigt die Folge der B,, auf: B,, 1. Aufgrund der Subadditivitét
von v ist auch B,, € F fiir alle n € N. Zusammen mit A,, C B,, schlieflen wir

n—oo

c> /JJ(B”) > M(An) — G

also lim,, oo p(By) = ¢. Wir setzen noch 2, := B, \ B,_; fiir alle n € N; dann sind die
Q,, n € N, paarweise disjunkt, und wegen 2, € A und €2,, C B,, € F folgt auch 2, € F.
Fiir eine spétere Verwendung halten wir noch fest:

fiir alle n € N und damit

> nl() = lim p(B,) = c. (36)

0o
k=1
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Gegeben n € N, betrachten wir nun die folgende o-Algebra iiber 2,,:
A, ={Aec A ACQ,},

sowie die Einschrinkungen u, bzw. v, von u bzw. v auf A,. Wegen u < v ist auch
o K V. Wegen 1, (2,) = () < oo und v,(2,) = v(92,) < oo sind p, und v, endliche
MaBe. Nach dem schon bewiesenen 1. Schritt gibt eine Dichte g, € M, (£2,,.A4,) von v,

bzgl. u,. Wir definieren
Oy = (U Qn> = (U An> :
neN neN

Dann ist (€2, )nenugoo} eine Partition von €2 in paarweise disjunkte messbare Mengen. Wir
setzen die Dichten g,, zu einer einzigen Dichte g : 2 — [0, oo] zusammen:

nw) firwe, neN
g(w)rz{g( )

%9) fiir w € Q.

Dann ist g € M, (€, A); siche Ubung 1.80. Wir zeigen nun dv = g du. Hierzu sei C € A
gegeben. Wir setzen
C,:=0CnNQ, firn e NU{oo}.

Die C,,, n € NU {oo} bilden also eine messbare Partition von C. Unser Ziel ist es nun,
v(Cp) :/ gdp (37)

fiir alle n € NU {oo} zu zeigen, denn dann folgt die Behauptung

v(C) = > uC)= ) /Cngduz/ > glcnduz/gdu,

neNU{oo} neNU{oco} neNU{oo} ¢

wobei wir hier zur Vertauschung von Integral und Reihe den Satz von der monotonen Kon-
vergenz verwendet haben. Zum Beweis der verbleibenden Behauptung (37) unterscheiden
wir drei Falle:

1. Fall: n € N. Hier folgt die Behauptung so:

UG =mlCa) = [ g = / gdn

2. Fall: n = 0o und pu(Cy) = 0. Dann folgt auch v(Cy) = 0 aufgrund der Voraussetzung
v < v. In diesem Fall gilt die Behauptung (37) trivialerweise, denn beide Seiten in der
Gleichung (37) sind hier gleich 0.

3. Fall: n = oo und u(Cs) > 0. Wir zeigen nun indirekt, dass v(Cx) = oo gelten
mufl. Angenommen, v(Cy) < co. Erinnern Sie sich an die Definitionen (34): F = {A €
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A| v(A) < oo} und (35): ¢ = sup{p(A)| A € F}. Nach unserer Annahme gilt Co, € F,
also auch fiir alle n € N

CoUQU...UQ, eF (38)

wegen (), € F fiir alle £ € N und da F abgeschlossen unter endlicher Vereinigungs-
bildung ist. Da die Mengen in (38) paarweise disjunkt sind, erhalten wir den folgenden
Widerspruch:

¢ < (C) +¢= p(Coc) + Y () (wegen (36))

= lim p(Coo UL U...UQ,) <c,
n—oo
wobei wir in der letzten Ungleichung (38) und die Definition von ¢ verwendet haben.
Damit ist unsere Annahme widerlegt, also v(Cy) = oo indirekt gezeigt. Es folgt wegen
glc., = oo und der Fallannahme u(Cy) > 0:

V(Coo) = 00 :/ gdpu.
Coo

Damit ist die Behauptung (37) auch im Fall n = co und u(Cy) > 0 gezeigt. Fassen wir
zusammen: Damit ist dv = g du bewiesen.

Ist nun v sogar o-endlich, so folgt v(€2,) = 0. Dies sieht man so: Fiir jedes A € A mit
A CQy und v(A) > 0 gilt u(A) > 0 wegen v < p, also

v(A) = /Agd,u = oop(A) = oc.

Alle messbaren Teilmengen A von €, besitzen also entweder das Mafl v(A) = 0 oder
das MaBl v(A) = oo. Fiir jede Folge von Ereignissen A,, T Qo mit v(A4,) < oo gilt also
v(A,) = 0 fir alle n € N, also auch v(€,) = 0 wegen der o-Stetigkeit von v. Es folgt:
dv = lgc_ dv = lgc gdp = 1<y g dp so dass hier 1;y.o1g eine endliche Dichte von v
beziiglich p ist.

3. Schritt: Wir beweisen nun den Satz in dem Fall, dass p o-endlich mit u(2) = oo ist.
Nach Ubung 1.168 finden wir eine Folge (€, )nen paarweise disjunkter messbarer Mengen
mit (J, oy 2 = Q und p(2,) < oo fiir alle n € N. Ist auch v o-endlich, so kann man
zusétzlich sogar v(€2,) < oo fiir alle n € N fordern; sieche Ubung 1.169. Gegeben n € N,
bezeichne p,, bzw. v, die Einschrankung von p bzw. von v auf die o-Algebra A,, := {A €
Al A C Q,}. Insbesondere ist v, < u,, wegen v < p, und p,(€2,) < oo. Nach dem schon
Bewiesenen finden wir ein g, € M, (Q,, A,) (sogar g, € M, (9, A,) nach dem 1. Schritt
im Fall v(Q,,) < c0) mit dv,, = g, dp,. Wir setzen wieder die Dichten g, zu einer einzigen
Dichte g : © — [0, oo] zusammen:

g(w) == gn(w) firwe Q,, neN
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Dann ist g € M (2, A) (sogar g € M (Q,, A,), falls auch v g-endlich ist), und es gilt
dv = gdpu, da fir alle A € A gilt:

/gdu = Z/ g du (wg. mon. Konvergenz)
A A

neN N

:Z/A Gn dpin

neN N

= w(ANQ,) (wg. dv, = g, dpy,)

neN

=> v(ANQ,)

neN

=v(A) (wg. o-Additivitit von v)

Damit ist der Satz von Radon-Nikodym inkl. Zusatz in allen Féllen bewiesen.

O

Ubung 1.171 (e-6-Charakterisierung der Absolutstetigkeit) _Es seien p, v zwei end-
liche Mafe auf dem gleichen messbaren Raum (€2, .A). Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden
folgenden Aussagen:

1. v <y,
2.Ve>030>0VAe A: [u(A) <d = v(A) <e.

Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel auch, dass die Aquivalenz falsch werden kann, wenn
zwar p endlich ist, v hingegen nur o-endlich.

Als eine Anwendung des Satzes von Radon-Nikodym besprechen wir:

Korollar 1.172 (Bedingte Erwartungen fiir nichtnegative Zufallsvariablen) Es sei
f ein endliches Maf} auf einem messbaren Raum (2, A) und f € M (€2, A). Weiter sei
F C A eine Unter-o-Algebra. Dann gibt es ein g € M (2, F), so dass fiir alle A € F gilt:

/Agduz/Afdu. (39)

1. Die Funktion g ist p-fast iiberall eindeutig bestimmt im folgenden Sinn: Ist g €
M (€, F) eine weitere solche Funktion, so ist

{9#9} ={weQgw) #gw)}eF

Zusdtze:

eine p-Nullmenge.
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2. Gilt auch [ fdu < oo, so kann man zusétzlich auch g € M, (Q, F) erreichen.

Ist p sogar ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, so wird jede solche Funktion ¢ eine bedingte
Erwartung von f gegeben F genannt.

Man beachte, dass man im Allgemeinen nicht g = f wéhlen kann, weil f nicht F-messbar
zu sein braucht.

Beweis von Korollar 1.172: Wir betrachten das Mafl dv := f du auf (€2, .4) sowie seine
Einschrinkung v|z auf (Q, F). Nach der einfachen Richtung im Satz von Radon-Nikodym
gilt v < p, also erst recht v|z < u|z. Zudem ist p|z endlich, da p nach Voraussetzung
endlich ist. Aus der schwierigen Richtung im Satz von Radon-Nikodym folgt, dass v|# eine
Dichte g € M (£, F) beziiglich u|r besitzt; im Fall [ fdu < oo kann man sogar noch
fordern, dass ¢ nicht den Wert co annimmt. Wir schliefen fiir alle A € F mit Ubung 1.126:

/Agd,MZ/Angf:w;(A):y(A):/AfdM

Die Eindeutigkeit von g fast iiberall folgt nun aus der Eindeutigkeit f.ii. von Dichten aus
Ubung 1.162.

O

“Ubung 1.173 Essei (2, A, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € Amit 0 < p(A) < 1.
Weiter sei f € M, (2, .A). Zeigen Sie, dass

o fdp [ fdu
=@ A

eine bedingte Erwartung von f gegeben o({A}) ist.

1Ac

Zerlegungen von Maflen.

Definition 1.174 (orthogonale Mafle) Wir nennen zwei Mafle ;1 und v auf dem glei-
chen messbaren Raum (2, A) singuldir oder auch orthogonal zueinander, in Zeichen p 1 v,
wenn es eine messbare Menge A € A mit u(A) = 0 und v(A¢) = 0 gibt.

Man sagt auch, ein Mafl © habe alle Masse in A € A, wenn pu(A°) = 0 gilt. Zueinander
orthogonale Mafle haben also alle Masse auf einer Nullmenge des jeweils anderen Mafes.

Beispiel 1.175 Das Lebesquemaf A und das Diracmaf dg auf (R, B(R)) sind zueinander
singuldr: X L &, denn A({0}) =0 und §p(R \ {0}) = 0.

Als eine Anwendung des Satzes von Radon-Nikodym beweisen wir:

Satz 1.176 (Zerlegung eines Mafles in einen absolutstetigen und einen sin-
guldren Teil) Es seien p und v zwei o-endliche Mafle auf dem gleichen messbaren Raum
(Q, A). Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlequng v = v, + vs von v in zwei Mafe
Va, Vs auf (2, A) mit v, < p und vs L p.
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Beweis: Zur Eristenz der Zerlegung: Nach Ubung 1.169 ist u + v wieder ein o-endliches
MaB. Nun gilt v < p + v, so dass v nach dem Satz von Radon-Nikodym eine Dichte

dv
1= G+
besitzt. Wir diirfen evtl. nach Abénderung von f auf einer p + v-Nullmenge annehmen,
dass f <1 gilt, denn mit der Abkiirzung

{f>1} ={weQ|f(w) >1}
gilt fiir alle messbaren B C {f > 1}mit (u+ v)(B) < oo:

OSM(B)=(u+V)(B)—V(B)=/{f>1}(1—f)d(u+V) <0

(hier tritt kein undefinierter Ausdruck oo — oo auf!), also [,(1— f) d(u+v) = 0 und daher
(1 + v)(B) = 0 nach Lemma 1.137. Weil p + v o-endlich ist, folgt hieraus (u + v)({f >
1}) = 0. Wir setzen
A={f<1l}={weQ| fw) <1}
und
dv, == flad(p+v), dvs:= flaed(p+v).
Es gilt v, + v, = v wegen
d(Ve +vs) = (fla+ flac)d(p+v) = fd(p+v) = dv.
Es gilt

vaA) = | flad(utv)=0.

Weiter folgt fiir alle N € A mit u(N) = 0:

o:mN)=<v+u><N>—u<N>:/<1—f>1Nd<u+u>,

also (1 — f)1y = 0 pu + v-fast tiberall wegen Lemma 1.137 und (1 — f)1x > 0. Anders
gesagt: (u+v)(NNA)=0wegen A= {f < 1}. Wir erhalten

ya(N):/NflAd(quy):O.

Damit ist v, < p gezeigt.
Zur Findeutigkeit der Zerleqgung: Es sei v = v, + v, eine Zerlegung von v in zwei Mafle
mit v, < pund vy L u, sagen wir v5(A) = 0 = p(A°) mit geeignetem A € A. Dann gilt
dv, = 15 dv, denn fiir alle B € A gilt:
Vo(B) =v,(BNA) (wegen v, < pund pu(A°) =0)
=v,(BNA)+vs(BNA) (wegen vs(A) =0)
=0

:V(BHA):/ 1adv.
B
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Weiter gilt dvg = 14 dv, denn fiir alle B € A gilt:

vs(B) = vs(BN A9 (wegen v4(A) =0)

:/ 1Acd7/.
B

Es sei nun v = v/ + v/ eine weitere Zerlegung von v in zwei Mafie mit v/, < pund v, L p
und analog V/(A’) = 0 = pu(A) mit geeignetem A’ € A. Dann gilt ebenso dv, = 14 dv
und dv. = 14 dv. Wir erhalten:

V(A\VA) =v(ANAC) = 1,(A°) =0

wegen v, < p und pu(A°) = 0. Ebenso folgt mit vertauschten Rollen von A und A’
v(A"\ A) = 0. Es folgt fiir alle B € A:

va(B) = (BN A) = v(BNA) = v(BN(A'\ A) + (BN (A\ A)) = (BN A') = v(B)

VvV TV
=0 =0

und ebenso

va(B) = V(BN A°) = v(BNA®) + (BN (A'\ A) ~ v(B N (A\ A)) = v(B N A°) = v(B).

N g
=0 =0

Damit ist v, = v, und v, = V. gezeigt.

O

Ubung 1.177 (Zerlegung eines Mafles in einen Punktanteil und einen kontinu-
ierlichen Teil) Es sei (Q, A, u) ein o-endlicher Mafaum mit {w} € A fir alle w € Q.
Es set

A =A{we 0 p({w}) > 0}.
Zeigen Sie:

1. A ist abzihlbar, A € A.

2. Setzen wir du, = 1adp und dp. = 14 dp, so gilt p1 = p, + pre und p.({w}) =0 fir
alle w € Q sowie p, = > o4 ({w})dw, zu lesen als

VBeA: 1y(B) = u{w}).(B).

weA
Wir nennen p, den Punktanteil von p und . den kontinuierlichen Anteil von p.

Betrachten wir nun ein beliebiges o-endliches Maf p auf (R™, B(R™)), so erhalten wir
zunéchst eine eindeutige Zerlegung

M= o + [
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in einen beziiglich dem Lebesguemafl )\, absolutstetigen Teil u, und einen bezuglich A,
singuldren Teil y15. Der singuldre Teil ;1 kann weiter in einen Punktanteil p, und einen
singuldr-kontinuierlichen Teil . (auch singuldr-stetiger Teil genannt, engl.: “singular-
continuous part”) zerlegt werden:

Hs = Hp T+ Hsc

Damit erhalten wir eine eindeutige Zerlegung

M= fha + fp + Hsc

von £ in seinen absolutstetigen Teil, seinen Punktanteil und seinen singulér-stetigen Teil.
Dabei nennen wir ein Maf§ auf (R”, B(R")) singulédr-stetig, wenn es orthogonal zum Le-
besguema$ ist, aber den Punktanteil 0 besitzt.

Ubung 1.178 Zeigen Sie, dass die Verteilungsfunktion jedes singulir-stetigen Wahr-
scheinlichkeitsmafles iber (R, B(R)) stetig ist.

Wir studieren nun Zerlegungen signierter Mafle als Differenz zweier endlicher Mafle:

Satz/Definition 1.179 (Hahn-Zerlegung: Positiv- und Negativteil eines signier-
ten Mafles) Es sei p ein signiertes Maf3 auf einem messbaren Raum (€2, .4). Dann gibt es
zwei eindeutig bestimmte endliche Mafle py und p_ auf (€2,.A) mit den beiden folgenden
Eigenschaften:

Lop=py —pe.
2. py Lop.
Es existiert ein N € A, so dass fiir alle A € A gilt:

e (A) = (N1 A), (40)
p-(A) = —p(N N A). (41)

Fiir alle A € A gilt zudem:
pi(A) = sup{u(B)| B € A, BC A}, (42)
- (A) = sup{—u(B)| B € A, BC A}, (43)

py bzw. p_ wird Positivteil bzw. Negativteil des signierten Mafles p genannt; die Zerlegung
1=y — pu_ heiBt die Hahn-Zerlegung von p.

Veranschaulichung des Satzes: Stellen wir uns ein signiertes Mafl u als eine Verteilung

elektrischer Ladungen im Raum € vor, wobei p(B) die Ladungsbilanz in einem Gebiet
B € A bedeuten soll. Dann kann man den Raum €2 so in zwei Gebiete N und N¢ aufteilen,
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dass in N°¢ nur positive elektrische Ladungen und in N nur negative elektrische Ladungen
sitzen.

Beweis des Satzes 1.179: Zur Ezistenz der Hahn-Zerlegung: Definieren wir puy durch
(42)/(43).

Wir zeigen zundchst, dass py : A — [0,00] ein Maf ist.

pi(A) >0 folgt wegen p(0) = 0. Ist (A,)nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen in
A und setzen wir A = (J, . An, so folgt fiir alle B € A mit B C A:

n(B) = ZN(B NA4,) < ZN+(An)a

neN neN

wobei wir im letzten Schritt die Definition von py(A,) und A > BN A, C A,, verwendet
haben. Es folgt
i (A) <3 e (Ay).
neN

Wir zeigen nun die umgekehrte Ungleichung:

p4(A) 2 ZN+(An)- (44)

neN

Hierzu wéhlen fiir jedes n € N eine Folge (C, 1 )men in A aus, so dass C,,,, C A, fiir alle
m € Nund 0 < pu(Cpm) T p4(Ay) fiir m — oo gilt. Insbesondere gilt C,, N Cry i = 0
fiir alle nq,no, m € N. Setzen wir

By = Com € | An = 4,

neN neN

so folgt mit der o-Additivitdt von p und dem dem Satz von der monotonen Konvergenz

fiir Reihen:
m—0o0
p+(A) = p(Bp) = E w(Crim) — § f+(An),

neN neN

wobei wir im ersten Schritt die Definition von p (A), im zweiten Schritt die o-Additivitét
von g und im dritten Schritt den Satz von der monotonen Konvergenz fiir Reihen ver-
wendet haben. Damit ist die Behauptung (44) gezeigt.

Wegen p_ = (—p)4 zeigt das gleiche Argument, dass auch p_ ein Maf ist.

Wir zeigen nun pu+(Q) < oco.

Es gentigt, dies fiir py zu zeigen, denn mit dem gleichen Argument, angewandt auf p_ =
(—p)4, folgt dann auch die Behauptung fiir p—. Wir setzen Z := {A € A| p4(A) = oo},
Fiir jedes A € Z und jedes B € A mit B C A gilt B € 7T oder A\ B € T wegen
00 = piy(A) = py(B) + 4 (A\ B). Wir gehen indirekt vor und nehmen daher p () = oo
an. Wir definieren nun rekursiv eine Folge (A, ),en paarweise disjunkter Mengen in A, so
dass mit

B,:=Q\|JA (n€eNy)
k=1
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gilt: |u(Ay)| > 1 fur alle n € N und p4(B,,) = oo fiir alle n € Ny.

Rekursionsanfang: By = 2. Nach unserer Annahme gilt p (Bj) = 0.
Rekursionsvoraussetzung: Gegeben sei n € N, und es seien alle Ay mit £ < n, k € N,
schon wie gewiinscht gew#hlt, und es gelte pu, (B,_1) = oc.

Rekursionsschritt: Es gibt ein C,, € A mit C,, C B,y und u(C,) > |u(By-1)| + 1; man
beachte |pu(Bp,-1)| < co. Wegen u(Cy,) + p(Bp-1 \ Cy) = p(Bn-1) folgt |p(Bn-1\ Cy)| >
1, und natiirlich gilt auch |u(C,,)| > 1. Wegen B,y € Z erhalten wir C,, € Z oder
B, 1\ C, € . Wir setzen A, := B,_1 \ C, falls C, € Z, und A, := C, falls C,, ¢ T,
insbesondere ist dann A, disjunkt von allen Ay mit k£ < n, |u(A,)| > 1, und es gilt
B, =Q\ Ui, Ax = B,—1 \ A, € Z. Damit ist die rekursive Definition der A, beendet.

Wir erhalten
D |u(An)] = oo,

neN

im Widerspruch dazu, dass die A,, n € N, paarweise disjunkt sind und p ein signiertes
Maf ist. Damit ist py(2) < oo gezeigt. py und p— sind also endliche Mafe.

Wir zeigen nun p = py — pi—.
In der Tat gilt fiir alle A € A:
i (A) = sup{—u(B)| B€ A, BC A}
= sup{u(A\ B) —u(A)| B € A, B C A}
— sup{u(C) — p(A)| C € A, C C A}
= p4(A) — u(A).

Wir zeigen nun pip L p—. Essei p_ = p_ o+ p— 5 die Zerlegung von g in einen beziiglich
i+ absolutstetigen Teil pi— , und einen zu p4 orthogonalen Teil 1 ¢ nach Satz 1.176. Wir
haben insbesondere ein N € A mit p_ o(N) = p(N) = 0 = p_ 5(IN°) und eine Dichte
fi=du_o/duy € Mi(Q,A) von pi_,. Wir miissen p—, = 0 zeigen, oder gleichwertig:
f = 0 p-fast iiberall. Hierzu setzen wir

B:={f>0}\N={we N f(w) > 0}.
Dann gilt fiir alle C € A mit C C B:

pi+(B) = w(C) = p+ (B) + p-(C) — p1.(C)
= p+(B\C) + p-(C)
= p(B\C) + p—a(C)

= / (Ipc + fle) duy  (wegen du—, = fdpy)
—_————

>(1Vvf)lp

2/1/\fdu+.
B
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Nehmen wir hier das Infimum {iiber alle solchen C| folgt

0= oty (B) =€) = [ 1A Fdp >0,
also (1A f)1p = 0 p-fast iiberall und daher p, (B) = 0. Wegen py (N) = 0 folgt hiermit
die Behauptung f = 0 p,-fast iiberall.

Wir zeigen nun die Behauptungen (40) und (41).

Mit N € A von eben wissen wir p_(N¢) = 0 = puy(N) und daher die Behauptungen (40)
und (41):

VA € A: jii(A) = pa (NN A) = p(N°N A),
Ho(A) = u_ (N N A) = —u(N 1 A).

Zur Findeutigkeit der Hahn-Zerlegung: Es seien p = pq — p— = p/, — p’ zwei Hahn-
Zerlegungen des signierten MaBles p, und A, A" € A mit p; (A°) = p_(A) = p/ (A") =
w'_(A") = 0. Dann folgt:

0 < 1o (AN A) = o (AN A) = (AN A) = (A A)
=0
(AN A —p (AN A) =~ (A\ A) <0
=0

und daher gy (A\ A") =y (A\ A’) = 0. Nun gilt auch p_(A\ A") = p/ (A\A) =0
wegen i (A) = p (A”°) =0, also ist A\ A’ eine Nullmenge beziiglich aller vier Mafe i,
.. Ebenso folgt mit vertauschten Rollen, dass auch A’\ A eine Nullmenge beziiglich aller
vier MaBle u4, p, ist. Es folgt fiir alle B € A:

p(B) = p(BNA) = u(BNA) + (BN (A\ A)) = u(BN (A'\ A) = w(BNA') = 1/, (B)

=0 =0

und daher auch p_(B) = p’ (B). Dies zeigt die Eindeutigkeit der Hahn-Zerlegung.

Ubung 1.180 (Die Menge der signierten Mafle als normierter Raum) Essei M(Q, A)
die Menge der signierten Mafle iiber einem messbaren Raum (£2,.4). Zeigen Sie, dass
M(Q, A) ein Untervektorraum von R* ist, der durch die Menge M, (€2, A) der endlichen

MaBe auf (£2,.4) aufgespannt wird, und dass durch

-l M(Q,A) = R, lpl] == p () + p-(Q)
eine Norm auf M(2, A) gegeben ist.

Wir erweitern nun die Integraldefinition auf signierte Mafe:
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Definition 1.181 (Integral beziiglich signierter Mafie) Es seiu ein signiertes Maf
auf einem messbaren Raum (Q, A) und f € M(Q,A). Falls die Integrale [ fdp, und
[ fdu_ beide definiert sind und auch die Differenz [ fdpy — [ fdu— definiert ist (also

nicht einer der undefinierten Ausdriicke oco— oo oder (—oo)—(—o00) auftritt), so definieren

wir das Integral
[tani= [ ran. - [ san.

Diese Definition stimmt im Fall, dass p sogar ein endliches Mafs ist, mit der bisherigen
Definition tiberein; daher ist es gerechtfertigt, die gleiche Notation zu verwenden.

Ubung 1.182 (Die kanonische Isometrie £'(Q, A, 1) — M(Q,.A)) Essei (Q, A, i) ein
Mafiraum. Zeigen Sie, dass die Abbildung

v (LA ), ) = (MQA) D, o(f) = fdpe

(zulesen als o(f)(A) = [, fdpu fiir A € A) eine isometrische lineare Abbildung ist. Hierbei
bezeichnet ||-|| die Norm aus Ubung 1.180 und ||-||; die Halbnorm

1] = / fldp.

Ubung 1.183 (Das Integral als stetige Bilinearform) Es sei (£2,.4) ein messbarer
Raum, M(Q, A) der Raum der signierten Mafle dariiber, versechen mit der Norm aus
Ubung 1.180, und M, (2, A) der Raum der beschrinkten messbaren reellwertigen Funk-
tionen dariiber, versehen mit der Norm ||f||sup = Supyeq |f(w)|. Zeigen Sie, dass die
Integralabbildung

I:My(Q,A) x M(Q,A) = R, I(f,u):/fdu

bilinear und beziiglich der zugehorigen Produktmetrik stetig ist. Zeigen Sie hierzu fiir

fe M(Q,A) und p € M(Q, A):

\ / fdu‘ < ol

2 Integralrechnung mehrerer Variablen

2.1 Produktmafle und der Satz von Fubini

Es seien (€21, .A4;) und (€, .A2) zwei messbare Raume.
Erinnern Sie sich an den Begriff der Produkt-o-Algebra aus Definition 1.30:

Al ®A2 = U({Al X AQ‘ Al € Al, A2 c Ag},Ql X Qg)

ist die kleinste o-Algebra auf {2; x )5, die alle Rechtecke mit messbaren Seiten enthélt.

95



“Ubung 2.1 (Produkt-o-Algebra wird von den Projektionen erzeugt.) 1. Zeigen
Sie, dass A; ® A, die kleinste o-Algebra A auf 2, x 2, ist, beziiglich der die beiden
kanonischen Projektionen

Xi : Ql X QQ — Qi7 Xi<w1,w2) = W; (’l = 1, 2)
A-A; mefB3bar sind.
2. Zeigen Sie, dass fiir m,n € N gilt: B(R™) @ B(R™) = B(R™™).

Ubung 2.2 (Verkleinerung von Produkt-o-Algebren) Gegeben messbare Riume (€, Ay)
und (2, Az), und Q) € Ay, Q, € Ay setzen wir firi=1,2:

Al = {A; € Al A; C QY = AN P(Q).

Zeigen Sie
-All & .A/2 = (.Al (24 Ag) N 'P(Qll X QIQ)

Satz/Definition 2.3 (Produktmafl) Esseien (€.4;, p1) und (4, . Az, o) zwei o-endliche
MaBrdume. Dann gibt es genau ein Mafl p1 ® po auf (€7 x s, A1 ® As), so dass fiir alle
A € A; und A, € A, gilt:

p1 @ pa(Ay X Ag) = pr(Ar) - po(Ag).
1 ® po wird das Produktmaff von pq und po genannt.
Fiir den Beweis stellen wir zunéchst einige Hilfsmittel bereit:

Definition 2.4 (Schnitt) Fiir w; € 5, A C Q x 5 definieren wir den w;-Schnitt von
A durch
Ay = {w2 € Qo (w1, we) € A}

Lemma 2.5 (Messbarkeitsaussagen zum Schnitt) Unter den Voraussetzungen des
Satzes 2.3 sei A € A1 ® Ay und wy; € Q. Dann ist der wi-Schnitt von A messbar, d.h.
A, € Ay, Weiter ist die Abbildung

QbA : Ql — [O, OO], W = ,U/2<Aw1>
A, -B([0, oc]) —messbar.

Beweis: Weil ps o-endlich ist, konnen wir eine aufsteigende Folge B,, T 2 in A, mit
w2(By,) < oo fiir alle n € N wihlen. Wir definieren das Mengensystem

D= {A € .Al X Az‘ Vw, € £ : Awl c .AQ, Vn e N: ¢AQ(QI><B7L) & M+(Ql,A1)}.
Man beachte hierbei fiir w; € Qy:
DA x By (W1) = p2((AN (1 X Bp))w,) = pa(Aw, N By).

Wir zeigen jetzt, dass D ein Dynkin-System ist.
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1. § € D, denn fiir alle w; € Q gilt O,, =0 € Ay und ¢y =0 € M (Q4, Ay).

2. Es gelte A € D. Dann folgt A° = (2 x Qy) \ A € D.
Begriindung: Erstens gilt fiir alle wy € Q4:

(2 X 2) \ Aoy = D\ Au, € Ay,

da A,, € As nach Voraussetzung gilt.
Zweitens gilt fiir alle n € N und alle w; € €)y:

p2((A° N (1 X By))wy)
2(Bn \ Auy)

2(Bn) — p2(Bn N Ay,)
(B

n) ¢Am(91 X Bp, )(W1);

P Acn( @ xBn) (W)

I
= T T

2

insbesondere ist

P acn(@uxBy) = H2(Bn) — dan@ixB,) € My (4, Ay).

3. Es sei (Ag)ren eine Folge paarweise disjunkter Mengen in D und A =

Dann folgt A € D.
Begriindung: Erstens gilt fiir alle wy € €2y:

Awl == U (Ak)wl S A27

~——
keN T Op
und zweitens gilt fiir alle n € N und alle w; €

PAn(QxB,) (W1) = p2((AN (21 X By))w,)

= 2 U (Ak)wl N Bn

keN paarw. disj.

=3 ha((Ad)s N B)

keN

= Z ¢Akn(91 ><Bn)<wl)a

keN
also Gan@xs,) € M4 (01, Ar).

Weiter gilt:
R = {Al X A2| Al € Al, A2 S AQ} - D.

Es gilt ndmlich fiir solche A; x Ay und wy € Qy:

[ he A fir wy; € Oy \ A4y,
(A1 X A2)W1 - { A2 c AQ ful" w1 € A17
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sowie fir alle n € N:

DAy x A2)N(QuxBn) = PAyx(AsnB)

= (AN By) - 14, € M (4, Ay),

denn
/JJQ(AQ N Bn> fir wr € Al,

P A1 x (408, (W1) = { 112(0) = 0 fiir wy € Oy \ A;.

Fassen wir zusammen: D ist ein Dynkin-System, das das N-stabile Erzeugendensystem R
von A; ® Ay umfait. Aus dem Dynkin-Lemma folgt:

AL ® Ay = o(R) C D.

Wir schlieBen fir alle A € A; ® Ay Fiir alle wy € Q gilt A, € As, und fiir alle n € N
gilt
PAN(Q1xBn) € My (S, Ay).
Hieraus folgt auch
P4 = nh_)ﬂolo P AN(Q1xBn) € M+(Ql, Ay,

wobei hier der Limes punktweise gemeint ist, denn wegen B, T )y gilt fiir alle w; €
die Aussage A,, N B, 1 A,,, also

da(wr) = pa(Ay,) = lim p2(Aw N Bp) = lim dano,xp,) (@i)-

O
Zur Existenz des Produktmafles. Fiir A € A; ® A, definieren wir
i@ () i= [ o) ma(d) (45)
Q1

11 ® pig ist nach dem vorhergehenden Lemma wohldefiniert. Weiter ist es ein Maf3, denn
es gilt:

e ) = [

Q1

pa0) (o) = [ 0ds =0,

Q1
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und fiir jede Folge A,, n € N, paarweise disjunkter Mengen in A; ® A, gilt:

f1 @ fig (U An) =/ (U A )m f11 (dwr)

neN neN

= /Q1 J) U (An)w1 Ml(dwl)

neN paarw. disj.

= [ 3 el )

= Z/ t2((Ap)w,) 1 (dwy)  (wegen monotoner Konvergenz)
Q

neN v
=D i @ pa(Ay)
neN

Weiter gilt fiir alle A; € A; und Ay € Aj:

[ Ay fiirw € A,
(A1 X Ag)w, = { 0 fir wy € O\ Ay

also

p1 @ pp(Ar X Ag) = / 2((Ar X Ag)u, pa(dwr)

= / A2 1A1 dﬂl

= p2(Ag)p1 (Ar)-

Damit ist die Existenz des Produktmafles gezeigt.

Zur Eindeutigkeit des Produktmafles. Wir zeigen die Eindeutigkeit zunéchst in
dem Fall, dass p; und po endliche Mafle sind. Wir betrachten wieder das N-stabile Erzeu-
gendensystem

R = {Al X A2| Al € Al, AQ S AQ}

von A; ® As. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir endliche MaBle (Satz 1.39) stimmen zwei
Mafe u,v : A; ® Ay — RY, die eingeschriinkt auf R gleich sind, iiberein.

Sind nun p; und po nur o-endlich, so wéhlen wir aufsteigende Folgen an) T Q; und
QM 1 Qy in A; bzw. Ay mit g, (" )) < 0o und (") < o0o. Setzen wir fiir i = 1,2:

A = L4 € A 4 C QMY = A nPQM),

so ist nach dem schon Gezeigten die Einschrankung jedes Kandidaten gy X ps fiir das
Produktmafl auf
A" @ AP = (A @ Ay) NP x Q)
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(siche Ubung 2.2 fiir die letzte Gleichheit) fiir alle n € N schon eindeutig bestimmt. Wegen
QM x QY 10, x Q folgt fiir alle A € A; @ Ay:

i1 @ pia(A) = Tim @ pa( A0 (2 x 57)),

eA(I”) ®A§")

so dass auch p; ® o eindeutig bestimmt ist.
O

Fiir das iterierte Produktmafl mit n gleichen Faktoren verwendet man auch folgende
Potenznotationen:
== ® . Q.
—_———

n Faktoren

Beispiel 2.6 (n-dimensionales Lebesguemaf3 — alternative Definition) Mit

Ay = A" =A®...@ )\
—_——

n Faktoren

erhalten wir eine alternative Definition des n-dimensionalen Lebesguemafies \,, n € N,
mit dem eindimensionalen Lebesguemafl A\, unabhéngig von der (kombinatorisch etwas
aufwéindigen) Konstruktion des Produkts von Inhalten aus Ubung 1.19. Insbesondere gilt
fiir m,n € N:

An @ A = At

wobei wir identifizieren: R" x R™ = R"™  In der Tat ordnen sowohl \, ® \,, als auch
Anim Quadern vom Typ

n n+m
[ Dai i x 1] Jas. b))
i=1 Jj=n+1

ihr elementargeometrisches Volumen

ZU.

“Ubung 2.7 (Das Integral als Fliche unter dem Graphen) Essei f € M, (R", B(R")),
n € N, und
A={(z,y) €R" xR| 0 <y < f(a)}

der Bereich zwischen dem Graph von f und der Abszisse. Zeigen Sie:
1. Ae B[R,
2. Any1(A) = [on fdN,.
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Dies gibt im Spezialfall n = 1 der Veranschaulichung von Integralen als Fliachen, die man
schon in der Schule zur Motivation des Riemann-Integrals verwendet, eine rigorose Basis.

“Ubung 2.8 (Das Cavalierische Prinzip) 1. Uberzeugen Sie sich auch von folgen-
dem Cavalierischen Prinzip:
Gegeben seien m,n € N. Sind A, B € B(R"*") = B(R" x R™) mit

An({y € R™| (z,y) € A}) = An({y € R™| (z,y) € B}),
fiir alle z € R™, so folgt \pim(A) = Nym(B).

2. Insbesondere gilt folgender Spezialfall:
Es seien A, B € B(R®) zwei messbare Bereiche im Anschauungsraum R3. Es gelte
fiir alle x € R:

Ma({(y, 2) € R (w,y,2) € A}) = Ma({(y, 2) € R| (z,y,2) € B}),

d.h. Schnitte von A und von B mit den parallelen Ebenen zur y—z—FEbene besitzen
die gleiche Fliche. Dann besitzen A und B das gleiche Volumen:

A3(A) = A3(B).

Zeigen Sie mit diesem Prinzip, dass die Einheitskugel
A={(v,y,2) eR*| > +9y* + 2> < 1}
und das Differenzgebilde “Zylinder minus Doppelkegel”
B={(z,y,2) e R|a? <y’ +2° <1}
das gleiche Volumen besitzen.
Beispiel 2.9 (Fliche der Einheitskreisscheibe) Die offene Einheitskreisscheibe
D ={z e R |z]; < 1}
hat das Lebesguemafl \o(D) = 7. Es gilt ndmlich
Ao (D) =X @ \i(D)

:/Al({y ER| 2?4+ < 1)) do
R

_ / M( = VI— 22 V1= 2% do
R

1
= / 241 — z2dx
-1
r=1
= |:£L‘\/ 1 — 22 4+ arcsinx = T.

r=—1
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Integration beziiglich des Produktmafles

Satz 2.10 (Satz von Fubini — Version fiir nichtnegative mefibare Funktionen)
FEs seien (1, Ay, p1) und (Qa, Ag, 12) o-endliche Mafrdiume und f € M, (Qq x Q2,41 ® WICHTIG!
As). Dann gilt fir alle wy € Qy:

flw,-) € My (Q, Ap).

Weiter ist die Funktion

g: 0 —[0,00], g(wr)= g f w1, wa) pa(dwy)

Ay -B([0, 0o])-mefbar, und es gilt:

/Q ; f w1, ws) po(dws) g (dwr) I/Q Fw) 1 @ po(dw).

1 X0

Beweis durch mafitheoretische Induktion:
1. Schritt: Ist f = 1,4 fiir ein A € A; ® As, so folgt nach Lemma 2.5 fiir alle wy € (4:

flwr,) = 1Aw1 < M-I—(Q?v As),
und

wr = [ Ta(wr, wa) pa(dws) = pa(Ay,)
Qo

ist A;-B([0, oo])-meBbar. Weiter folgt nach der Definitionsgleichung (45) des Produkt-
mafes:

/ F (1, ws) pa(deon) ua (deon) = / pa(Au) ()
Q1 J Qs (91
= 11 ® pa(A)
[ relm e ()
Ql XQQ

2. Schritt: Ist .
f= ZyllAi € 8+(Ql X 9, A1 ® Ag)
i=1

mit y; € R und A; € A; x Ay, so folgt fiir alle w; € Oy:

f(wlv ) = Zyl]'(Ai)wl € M—F(Q?v A2)7
=1
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da 1(a,),, € M (Q, Ap) fiir i = 1,...,n nach dem 1. Schritt gilt. Weiter ist

Ql S Wy f(wl, CUQ) ,LLQ(d(UQ)
Qo

:Zyz/ 1A¢(W17w2>ﬂ2<dw2)
=1 Y

A1-B([0, 00])-meBbar, da alle Funktionen Q1 > w; + [ 1a,(wi,ws) pra(dws) nach dem
1. Schritt A;-B([0, co])—mefBbar sind. SchlieBlich gilt

/ f w1, wa) pa(dws) i (dewr)
Q1 J Qs
:/Q Zyz/ﬂ La, (w1, wa) pa(dws) pa (dw:)

:Z/ ?Ji/ Ly, (wi, wo) pa(dws) pur (dwr)
i=1 /S

= Z/ 1a4,(w) 1 ® po(dw) (nach dem 1. Schritt)
i=1 Ql XQQ

= / fd(p @ pg).
Q1 xQ9

3. Schritt: Ist f € M (Q1 x Qq, A; X Ay) beliebig, f, € £, (2 x Qa, A; ® Ay), n € N eine
Folge von nichtnegativen Treppenfunktionen mit f,, T f, so folgt fiir alle wy € Qy:

f(wla ) = nh—>nolo fn(wb ) € M+(927 A2)7
und

Ql D Wy > f(wl, LUQ) /lg(d&)g)
Qo

:/Q lim f,, (w1, ws) pa(dws)

n—oo
2

= lim frlwr,ws) pa(dws);  (wegen mon. Konvergenz)
n—o0 QQ

man beachte hierbei, dass Q1 > w1 = [o fu(wr,ws) Ai-B([0, oc])-messbar nach dem
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2. Schritt ist. Wir schlieflen:

/ f(wi, wa) pa(dws) i (dwy)
Q1 J Qo

= /Q lim [ fo(wr, we) pra(dws) pi1 (dws)

n—oo Q2

n—oo

= lim / falwr,w2) po(dws) py(dwy)  (wegen mon. Konvergenz)
01 Jos

= lim fod(pn ® pa)  (mit dem 2. Schritt))

n—=00 [0 w0,
= / fd(pr ® pua)  (wegen mon. Konvergenz).
Ql XQQ
0J

“Ubung 2.11 (Vertauschung der Integrationsreihenfolge bei nichtnegativen messba-
ren Integranden) FEs seien (1, Ay, 1) und (Qa, Aa, pa) zwei o-endliche Majf$rdaume.
Weiter sei 7 : Q1 X Qo — Qo X Qy, T(w1,wa) = (wo,wy) die Vertauschungsabbildung.
Zeigen Sie:

1. 7 st A1 @ As—As ® Ay —mefbar.

2. Tl @ pa] = pio @ pis.
3. Folgern Sie mit dem Satz von Fubini: Fiir alle f € M (2 x Qy, A1 ® Ay) gilt:

l;ﬂﬂmwmmwmmmmzé [ o) () )

Bemerkung 2.12 (Grofler Umordnungssatz = Satz von Fubini fiir Zihlmafle)
Man kann die oben bewiesene Version des Satzes von Fubini im Spezialfall, dass py und pio
die Zdihlmafe auf abzdhlbaren Mengen €y bzw. 5 sind, als eine alternative Formulierung
des grofien Umordnungssatzes fiir nichtnegative Funktionen aus der Analysis 1 auffassen.
Man beachte, dass 11 ® ps dann das Zahlmaf auf 0 x Qo ist.

Beispiel 2.13 (o-Endlichkeit ist im Satz von Fubini nétig.) Das folgende Gegen-
beispiel zeigt, dass man iiber nicht o-endlichen Mafiriumen selbst bei nichtnegativen

Integranden manchmal die Integrationsreihenfolge nicht vertauschen kann:
Es sei (1, A1, 1) = (R, B(R), \) mit dem Lebesquemaff X und (Qz, As, o) = (R, P(R), Zihimaf).
Weiter sei

1 firx=y,

fin><Q2_>{071}> f(l',y>_1{x:y}_{ 0 furx%y

Dann ist f € M (Q1 x Qy, A ® As) und

QAQf@wm@MM@ZAMMMZw,
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aber

/Q Q I @, y) p(de) pa(dy) :/Q 0 p2(dy) = 0.

Beispiel 2.14 (Integral von in Produkte zerfallenden Integranden) Sind f; € M+(91,A1)
und fo € M, (s, As) und setzen wir

[ xQy = [0,00], flwi,w2) = fi(wr)fa(wa),
soist f € M (1 x Qy, A1 ® Ay), und es gilt:

Q2

/ fd(p @ pe) = | fidpy - | fadps
QlXQQ Ql

wegen

/ fd(p ® ps) = / fi(wr) fa(wa) pa(dws) py(dwy)  (mit dem Satz von Fubini)
Q1 x02 Q1 J Qo

= [ fi(w) fa(wa) pa(dws) i1 (dwr)

Q1 J 2

~
aus fgl-lntegral herausziehen

= Jidpy - fadps.

Q1 Qo

Als eine Anwendung berechnen wir das berithmte Gauflsche Integral ffooo e dx, a > 0,
das wir schon 6fter benutzt haben:

Satz 2.15 (Gauflsches Integral) Flir alle a > 0 gilt:

2 s
e dr=4/—
/R \/; WICHTIG!

Beweis: Mit der Skalierung t = y/az, also dt = \/a dz erhalten wir

\/E/e_‘”:2 dx:/e_t2 dt,
R R

so dass es geniigt, den Spezialfall « = 1 zu beweisen.
Nach dem Satz von Fubini gilt:

2
(/ e~ dx) :/em2 dx /ey2 dy
R R R
://e_x2e_y2 dx dy
R JR

_ / e~ IMI8 Xy(dv)  (mit Fubini und A @ A = Ag)
R2

= A3(4),
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wobei
A={(z,y,2) eR}|0< z < eV}

Nun betrachten wir die Permutationsabbildung o : R3 — R3 o(z,y,2) = (2,7,y). Sie it
das Lebesguemaf invariant: a[)\g] = \3; siche Ubung 1.106. Es folgt mit A = o~ ![o[A]]:

= As(o[4])

//R 1a(v, 2) Ao (dv) A1 (d2).

Nun gilt fiir v € R?, 2 € R und die offene Einheitskreisscheibe
D = {w € R?| ||w|, < 1}
folgendes:

1 v) fir0<z<1,
La(v, 2) = { Ox/logzD( )

fiir 2 <0 oder z > 1,

denn 0 < z < e~ ¥ ist dquivalent zu ||(z,y)|2 < v/|log 2| fiir 0 < z < 1. Es folgt:

4) = /]O ; 1 o) da(a) d(a)
:/o Xo(v/|log z| D) dz

1 1
= / |log z|A\a(D) dz = —7r/ log zdz = .
0 0

Zusammen folgt die Behauptung:

[t dn = Vi = vr

O

Verallgemeinerung auf n Dimensionen. Die Methode, die wir eben angewandt ha-
ben, um das Gaufische Integral mit Hilfe der Flache des Einheitskreises zu berechnen,
148t sich auch auf beliebige Dimensionen n verallgemeinern. Hier dient sie umgekehrt da-
zu, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel mit Hilfe des GauBschen Integrals zu
berechnen:

Satz 2.16 (Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel) Fir alle n € N besitzt
die n-dimensionale Finheitskugel

B, :={x e R"| ||z]|2 < 1}

das folgende Volumen:




Erinnern Sie sich aus der Analysis 1 daran, dass die Gammafunktion durch
Rt =R, I'(s)= / ¥ e " dx
0
gegeben ist, und dass sie die Funktionalgleichung

['(s+1) =sI'(s) (46)

fir s > 0 erfiillt.
Beweis von Satz 2.16: Es sei

A, i={(z,y) eR" x R| 0 < y < e 173},
Wir berechnen das Volumen A, ;1(A,,)auf zwei verschiedene Weisen:

(a)
At (An) = /n/ 10,e7 117 ||2[ y) M(dy) An(dx)

/ o—llall3 )

[T

1=

( I dx) (mit dem Satz von Fubini)
n/2

A / / L, (2,5) M(do) s ()

=0 fir ygﬂO 1]

e li.ern Hz||g<—1ogy}($))\n(d$))\1(dy)

=/01/
_ / / 1 (@ ()X (d)
-,

1
An(V/ [ logy|By) dy

01 )
- / g yl% An(By) dy
0 . )
= A (Bn)/0 |logy|> dy

= )\n(Bn)/ tze”tdt (mit der Subst. t = |logyl|, dy = e~ dt)
0

= (BT (S

1).
3 7Y
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Zusammen folgt die Behauptung.
O

Beispiel 2.17 (Kugelvolumen in niedrigen Dimensionen) Betrachten wir die n-dimensionale
Kugel
rB, = {x € R"| ||z]l2 < r}
mit einem Radius r > 0. Werten wir ihr Volumen explizit aus: Mit Skalierung erhalten
wir

w[3

A(rBy) = 1"\ (By) = Fr T

1)

|3

Berechnen wir nun

1 oy
'li=)= 2%
(2> /0 x 2e Tdx

= 2/ e~ dt  (Substitution z = ¢, v dy = 2dt)
0

also

1
-
2
Mit der Funktionalgleichung (46) der Gammafunktion und I'(1) = 1 erhalten wir fir
n € N:

n 2! falls n gerade ist,
r <— + 1) = 2 n—1 nt1 n—1
2 V120 (2—j) = 2772 /m[[;2y (n—2j) falls n ungerade ist.

Wir erhalten fiir das Volumen einer n-dimensionalen Kugel mit Radius r > 0:

( n

w3

mwar

!

falls n gerade ist,

|3

A(rBy) =

n+1 n—1
22 mz "

[ 1120 (n —25)

falls n ungerade ist.

Das bedeutet zum Beispiel:

Fiir n = 1: A\ (rBy) = 2r, konsistent mit der Lénge 2r des Intervalls rBy =] — r,r|[.
Fiir n = 2: X\y(rBg) = mr 2 Das ist die bekannte Formel fiir die Kreisflache.

Fiir n = 3: \3(rB;) = g . Das ist die bekannte Formel fiir das Kugelvolumen.
Fiirn=4: )\4(7“84) ; 2 4.
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“Ubung 2.18 (Normierung der multidimensionalen Standardnormalverteilung)
Zeigen Ste fiir alle n € N:

1
(27)

/ e~3IelE ) (dz) = 1

w3

Ubung 2.19 (Volumen eines Simplex) 1. Gegeben sei fiirn € N das n-dimensionale

Simplex
A, = {(:cl,...,xn) e (RY)" Zxk < 1}.
k=1

Beweisen Sie, dass es das Volumen

besitzt.
2. Berechnen Sie fiirt € Rt und n € N das Volumen
Vo) = ({(z1, . cymp) ERM0< 2y <20 < ... <z < t}).

Nun beweisen wir eine Version des Satzes von Fubini fiir Funktionen, deren Werte beide
Vorzeichen annehmen diirfen.

Satz 2.20 (Satz von Fubini — Version fiir integrierbare Funktionen) FEs seien
(Q1, Ay, p1) und (Qq, Ay, piz) o-endliche Mafriume und WICHTIG!

f €LY x oy Ay ® Ag, j11 @ 1)

Dann existiert fiir pi-fast alle wy € )y das Integral

f(wr, wa) pa(dws)

Qo

und ist endlich. Die Funktion

g:Q — R, g(w

)= fQ2 f(wi,wa) po(dws),  falls dieses Integral existiert,
Yo sonst

15t 1 -integrierbar, und es gilt:

/ gd,ulz/ fdu @ po.
Ql leQg

Verwenden wir die Integralnotation auch fir nur fast tberall definierte Integranden, so
konnen wir das auch in der folgenden Form schreiben:

/Q o fwr, ws) po(dws) py(dwy) = / f(w) py @ pa(dw)

Ql XQQ
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Beweis: Es gilt fL € M, (1 x Q2, A1 ® Ag, 11 ® p2) mit

/ Jx dpn @ pg < oo
legg

Nach der Version 2.10 des Satzes von Fubini fiir nichtnegative messbare Funktionen ist

oo > / frdp @ po = / fa(wr, wa) po(dws) g (dwn),
Ql><Q2 Ql QQ

>0
also
Ja (v wa) pa(dwy) < 0o py-fast iiberall.
Wir setzen

N = {wl EQl

fr(wi,wa) pa(dws) =00 = [ f(w1,ws) Mz(dw2)}

QQ QZ

Die Menge N ist also eine pq-Nullmenge. Definieren wir
h = JC].J\[C><Q27

so gilt f = h p; ® uo-fast iiberall,

g= / () )

und
/ / hi (wr, wa) pa(dws) pir (dwr )
o J
/ hadpy ® pg  (wg. Version 2.10 des Satzes von Fubini)
Ql XQQ
/ Jrdp @ po (da fi = hy g @ po-f.ii.)
Ql XQQ
also ist

/92 ha (-, wa) pio(dws)

pi-integrierbar und damit auch

i ) () ~ / ) )

pi-integrierbar mit

/gdu1:/f+du1®u2—/fdu1®uz:/fdu1®uz.
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O

Im Spezialfall, dass fiir j = 1,2 die Menge €2; abzahlbar ist, A; deren Potenzmenge
und p; das Zahlmafl darauf, kann man die Version 2.20 des Satzes von Fubini als eine
alternative Formulierung des groflen Umordnungssatzes fiir absolut konvergente Reihen
aus der Analysis 1 auffassen.

“Ubung 2.21 Formulieren und beweisen Sie eine Version des Satzes von Fubini fiir kom-
plexwertige integrierbare Funktionen.

Ubung 2.22 (Vertauschbarkeit und Nichtvertauschbarkeit der Integrationsrei-
henfolge) Es seien (2, Aj, 1) und (22, Az, p2) o-endliche Mafirdume.

€1. Es sei
f € £1(Ql X QQ,Al X AQ,Ml X Mg). (47)

Zeigen Sie:
/ fwr, wa) pa(dws) iy (dewr) _/ flwi, wa) pa (dwy) pra(dws).
Ql QQ QZ Ql

€2. Nun sei
fe M x QA ® As)

mit

/ | f (w1, wa)| pro(dws) pq (dwy) < oo.
o Jo

Uberlegen Sie sich, dass in diesem Fall die Integrierbarkeitsvoraussetzung (47) des
Teils 1. gilt.

3. Nun sei
(1, Ay ) = (Qa, Az, o) = (R+7B(R+)7A1’B(R+))

und
[ RTXRT =5 R, f(2,y) = Lpcycat1} — Lp—1<y<a}-

Uberzeugen Sie sich davon, dass

/ Jdpy @ po
Rt xR+

undefiniert ist. Zeigen Sie insbesondere
[ & LD x Qo AL @ Az, pn @ pun).
Zeigen Sie auch

/ f(y) dy e # / f(z,y) de dy,
R+ JR+ R+ JRT

indem Sie beide Integrale berechnen.
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“Ubung 2.23 (ProduktmafBe und Unabhiingigkeit) Es seien X; : (Q, 4) — (4, A;)
fir i = 1,...,n Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, A, 1) und

X=(X1,....X): (24 > (2 x.. X2 A4A®..0A4), w—(Xi(w),... B X,(w))
der daraus gebildete Zufallsvektor. Erinnern Sie sich an die Definiton
o(X;) = o({X;'[A]JA € Ai})

aus Ubung 1.98 und an die Definition der Unabhingigkeit aus Ubungl.45. Zeigen Sie die
Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

L L(X)=L,(X1)®...® L,(X,),
2. 0(Xy),...,0(X,) sind voneinander unabhéngig beziiglich p.
Gelten diese beiden Aussagen, so nennt man X, ..., X,, voneinander unabhdngig beziiglich p.

Ubung 2.24 (i.i.d. Bernoulli-Variablen) Es sei (Q, .4, 1) = ([0, 1[, B([0, 1]), Als(0.1)-
Fiir fixiertes p €0, 1[ definieren wir die Zufallsvariablen

X = 1[O,p[ : (Q7~A> — ({07 1}7P({07 1}))

und
fir 0 <w < p,

Y (QA4) — (Q,A4), Y(“’):{g_p fir p<w<1,

1-p

sowie rekursiv X; := X und X1 := X, oY fiir n € N. Zeigen Sie:
L L,(X.Y) = (pd1 + (1 = p)do) ® p,
2. L(X1,...,X,) = (po1 + (1 — p)dp)®" fiir alle n € N

Eine Folge (X,,)nen von Zufallsvariablen mit dieser Eigenschaft 2. nennt man auch eine
Folge von unabhdngigen, identisch verteilten (engl.: independent, identically distributed,
kurz: i.i.d.) Bernoulli- Variablen mit dem Parameter p.

Die folgende Ubung liefert zwei Beispiele fiir singulér-stetige Wahrscheinlichkeitsmafe auf
(R, B(R)):

*Ubung 2.25 (Beispiele fiir singulir-stetige Wahrscheinlichkeitsmafe) Fiir fixier-
tes 0 < p < 1 sei (X,,)nen, die i.i.d. Folge von Bernoulli-Variablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (£2,.4, p) mit

L, (Xq1,...,X,) = (po1 + (L —p)d)", (neN)

aus Ubung 2.24. Weiter seien

7 = i 2.37X,, U:= i 2" X,,.
n=1 n=1

Zeigen Sie:
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1. £,(Z) ist singulér-stetig.
2. Die Verteilungsfunktion von £, (U) steigt streng monoton auf dem Intervall [0, 1].
3. Fiir p = 1/2 besitzt £, (U) die Dichte 1jo;; beziiglich des Lebesguemafes.

4. Fir p # 1/2 ist £,(U) singuldr-stetig.
Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis aus der Stochastik folgendes “Starke Gesetz der
groffen Zahlen” verwenden:

1~ o oo :
— E X =% p p-fast sicher.
n

k=1

Ubung 2.26 Es sei M eine m-dimensionale C"-Untermannigfaltigkeit von R™, wobei
m < n. Zeigen Sie M € B(R"™) und \,(M) = 0.

Insbesondere ist die Kreislinie S C R? eine Nullmenge beziiglich \o; siche Beispiel 1.67.

“Ubung 2.27 (Randverteilungen und Randdichten) Es seien (Qy, Ay, 1) und (Qg, Ag, p12)
zwei o-endliche MaBraume, m; : Q1 X Qo — Q;, m(wi,we) = w; fir i = 1,2 die beiden
kanonischen Projektionen und v ein Maf auf (Q; x Q;,.4; ® Ap). Fiir i = 1,2 heifit das
Bildma8 m;[v] die i-te Randverteilung” (engl.: marginal) von v. Zeigen Sie: Besitzt v eine
Dichte f = dv/d(pu; ® pa) 1 @ po-fast iiberall, so besitzt die Randverteilung m;[v] die
Dichte

dm (v
fi= d;[]’ fl(Wl) = f(WhWQ) ﬁ‘2(dw2) pa-LiL..
M1 Q2
Ebenso besitzt ms[v] die Dichte
dmo|v
fo= T2 ) = [ Sl mldon) et
2 Q1

f1 und fy werden die beiden Randdichten (engl: marginal density) von v bzgl. p; und s
genannt.

Ubung 2.28 (Randdichten einer Gleichverteilung) Die Gleichverteilung auf dem Drei-
eck
A:={(a,b) eR*0<a<b< 1}

ist das Maf} M(ANA)
N
v:BRY) 5 R, pd)=2-_=

(R?) ()= 0%

Berechnen Sie die beiden Randdichten von v beziiglich des Lebesguemafles.

"Vorwiegend wird diese Sprechweise in der Stochastik verwendet, wenn v ein Wahrscheinlichkeitsmafl
ist.
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“Ubung 2.29 (Randverteilungen von Produkten) Esseien (€, Ay, 1) und (Qq, As, 1)
zwei Wahrscheinlichkeitsrdume. Zeigen Sie: py ® po besitzt die beiden Randverteilungen

w1 und po.

Ubung 2.30 (Produktdichten) Es seien (€, Ay, ;) und (Qq, Ag, 12) zwei o-endliche
Mafrdume und p; bzw. py o-endliche Mafle auf (21,.4;) bzw. (Qs, A3) mit p; < p; und
Lo K po. Zeigen Sie:

D) (1, 100) = W) W2

dipr@p2) " 0 dpr Vdpy
fiir p; ® po-fast alle (wy,ws) € Qg X Q.

2.2 Asymptotisch Gaufische Integrale

GauBlsche Integrale treten oft als Naherungsformeln auf. Hierzu ein Beisispiel:

Beispiel 2.31 Betrachten wir das Integral

/ (zwe' )" dw
0

in der Asymptotik n — oo. (Zunéchst ist n € N gemeint; man kann sich jedoch ebenso
n € R vorstellen.) Der Integrand

(ze! )" = exp[n(logz + 1 — )]

besitzt bei x = 1 ein globales Maximum, das fiir n — oo im Graphen eine immer “schérfere
Spitze” wird. Um das genauer zu studieren, “zoomen” wir die Umgebung von x = 1 heraus:
Hierzu betrachten wir die Transformation

y=+/n(z—1), ZL‘Zl-i—%.

Fiir alle y € R gilt fiir n — oc:

y y y 1y 1 y 1,
log (14+——=)+1—(14+-2)]|=n|-=—=-L )L == 1
”{Og(Wﬁ)* (*ﬁﬂ ”[\/ﬁ 2n“’(n) ﬁ] g el

wobei wir die Taylorapproximation

2
log(1+3):s—%+0(52) fir s = 0

verwendet haben. Setzen wir nun

fn:R—R,

O T A ) PO
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so folgt fiir alle y € R:
n—00 _ly2

faly) — €72

Um den Satz von der dominierten Konvergenz anwenden zu koénnen, brauchen wir noch
eine Majorante von f,,. Dazu beweisen wir folgende Ungleichung:

Je>0Vs > —1: s—log(l +s) > cmin{|s|, s*}. (48)

Begiindung: Wegen log(1 + s) < s fiir s — oo gilt

S.

N | —

AM >0Vs >: s—log(l+s) >
Wir wahlen so ein M > 0 und untersuchen nun den Fall —1 < s < M: Wir entwicklen

g(s) :=s —log(1 + s) nach der Taylorformel um sy = 0: Fiir ein £ zwischen 0 und s gilt:

/ 1 " 2 1 2 1 2
9(s) = 9(0) + g'(0)s + 59"(€)s” = TSN > IS TIEA

denn fiir z > —1 gilt:

/ _ 1 " _ 1

Fassen wir die beiden Félle s > M und —1 < s < M zusammen: Fiir alle s > —1 gilt:

1

)1 2 1 : 2
g(s) = mln{§‘3|>m3 } > mmln{‘3‘>5 }-
—_————

=:c

Damit ist die Ungleichung (48) gezeigt.
Es folgt fiir alle y € R und n > 1:

|[fa(y)| = fuly) = exp [—ng (%)} Wuyvms—1y < exp {_"Cmm {% %2”

< exp[—nemin{|y|, y?}] < e~V 4 e~V

was integrierbar in y ist. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

\/ﬁ/ (ze! )" dx = / fo(y)dy (mit der Transf. x = 1+ i, Vndr = dy)
0 R vn
n—oo

X e dy  (mitVy e R: fu(y) =X eV sup|f,| € £1(R) und Lebesgue)

Il
[(\©)
Az



Schreiben wir die Formel nochmal anders:

w_n\/_/ d:c—\/_e/ z"e "™ dx

T /0 (nz)"e " ndx

n

= ° - / t"e "dt (mit der Subst. t = nz)
n"tz 0
=——=Il(n+1)
ntTa
en
= -n! (fiir n € N)
n"ta

Damit ist gezeigt:

Stirling-Formel:

n! n—00

S e
orn e

Fiir beliebige s > 0 statt n € N funktioniert der Beweis wortlich genauso. Zur Anwen-
dung des Satzes von Lebesgue ersetzt man hier n € N durch eine beliebige reellwertige
Folgenglieder s, > 0 mit s, — oo. Wir erhalten:

Stirling-Formel fiir die Gammafunktion:

I'(s+1) ]

1
o2nsStae—s

Die Methode 148t sich verallgemeinern:

Lemma 2.32 (Laplace-Methode fiir asymptotisch Gauflsche Integrale) FEsseil C
R ein offenes Intervall, a € I, f: I — RT zweimal differenzierbar mit f'(a) = 0 und

sup(log f)"(x) < 0,

zel

so dass f bei a ein globales Mazimum besitzt. Weiter sei g : I — R stetig bei a, Borel-
messbar und beschrdnkt. Dann gilt:

T\ig” /If(x)"g(x) dx =% \/%g(a)a

b:= |(log f)"(a)

wobes
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Beweis: Wir setzen h, : R — R,

f(%ﬂb) ' y Y
ho(y) = < 7(a) )g<\/_g+a) fur\/—ﬁ—i-aef,

0 sonst.

Aus der Taylorformel folgt fiir x — a:

. J
-

=0

log f(z) = log f(a) + (log f)'(a)(z — a) +%(10g f'(a)(@ = a)* +o((z — a)?),

also

% = exp l—g(x—af(l—l—o(l)) , T —a.

Demnach gilt fiir alle y € R fiir n — oo:

glato(1)) = e 2% (1+o(1))g(ato(1)) "=F e~2¥" g(a),

ha(y) = exp [—%b (%) (1+o(1))

wobei wir auch die Stetigkeit von ¢ in a verwendet haben. Um fiir die Anwendung des
Satzes von der dominierten Konvergenz eine integrierbare Majorante zu finden, setzen wir

C := —sup(log f)"(z) > 0.

zel

Dann gilt fiir alle x € I nach der Taylorformel: Es gibt ein £ zwischen x und a mit

log f () = log f(a) + (log f)'(a)(x — a) + 5 (log f)"(€)(z — a)"

=0

< log f(a) - 5C(x — ),

also

S~

(:C) < e—%(x—a)2 ’
(@)

und damit fiir alle y € R mit M := sup,.; |g(z)| < oo:

0<

~~

2

’hn(y)l S M [67%(%)2]71 _ Me*%y ’
und die Integrierbarkeitsbedingung

2
/Me_ngdy:M T <o
R C

ist erfiillt. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt:

n—oo _b,2 27T
/ haly) dy "3 / e 5% g(a) dy = 1/ 2 g(a).
R R b
1
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Weil

folgt hieraus die Behauptung.
O

Bemerkung 2.33 1. Die Annahme n € N spielt keine Rolle; wir konnen ebenso reelle
n > 0 wéhlen.

2. Es gibt eine Variante der Methode im Komplexen; dort sind die Stellen a mit f/(a) =
0 Sattelpunkte von f. Deshalb heifit die Methode auch Sattelpunktsmethode, obwohl
man die Sattelpunkte hier im Reellen als Maxima sieht.

Ubung 2.34 (Das Wallis-Produkt) Erinnern Sie sich daran, dass fiir alle n € N gilt:

2m
2w (2n
in*" xde = — : 49
/sm zde =\ (49)
0

T

(Dies folgt durch Einsetzen von sinx = (e®* — ¢~*) /(2i), Ausmultiplizieren mit der bino-
mischen Formel und der Fourier-Orthonormalitétsrelation.)

1. Zeigen Sie mit der Laplace-Methode

27
\/E/sin% xdr "3 2, (50)
7r
0

Hinweis: Zerlegen Sie das Integrationsgebiet ]0,27[ in drei Bereiche: I} =|r/2 —
€,m/2 + €[, Iy =|31/2 — €,31/2 + ¢ und I3 =]0,27[\(/; U I3) mit einem beliebig
fixierten € €]0, 7/2[.

2. Folgern Sie aus (49) und (50):

vnm <2") Nongeo g (51)

4n n

Schreiben Sie diese Formel in der folgenden Form um:

w_ﬁ (2m)? 2 2 446 6 8 8
2 1L (@2m-1)2m+1) 1

m=1

Diese Formel fiir die Kreiszahl 7 heifit Wallissches Produkt. Zur numerischen Be-
rechnung von 7 ist es praktisch ohne Nutzen, da es recht langsam konvergiert.
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3. Finden Sie einen alternativen Beweis der Asymptotik (51) und damit des Wallisschen

Produkts mit Hilfe von
2n\  (2n)!
n) (n!)?

Ubung 2.35 (Modifizierte Besselfunktionen) Fiir n € Ny werden die modifizierten
Besselfunktionen I, : R™ — R und K, : R* — R durch

und der Stirlingformel.

1 s
I,(x) / e” " cos(nt) dt,

:% B

1
Ky(z) = = [ e " cosh(nt) dt
2 Jr

definiert. Zeigen Sie:

1. Sowohl I,, als auch K, erfiillt die modifizierte Besselsche Differentialgleichung, die
durch
2%y’ (z) + 2y (x) — (2® + n*)y(z) = 0

gegeben wird. Achten Sie bei der Begiindung sorgfiltig auf die Rechtfertigung der
Vertauschung von Integral und Ableitung.

2. Fiir alle n € Ny gilt die folgende Asymptotik:

V2rze™I,(z) =3 1,

2 T—00
\/ —xemKn(x) .
7r

Ubung 2.36 Beweisen Sie fiir alle m € N:

m

1 n
m/2 - Ao (d n—oo 2 m/2'
n / (m g COS:L‘k) m(dx) — (2mm)
}m

T k=1
[_57

o

Hinweis: Ubertragen Sie die Idee hinter der Laplace-Methode auf den vorliegenden mul-
tidimensionalen Fall.

2.3 Die Transformationsformel

In diesem Abschnitt besprechen wir eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel

[ twis= [ rwa)fas

aus der Analysis 1 auf hohere Dimensionen. Wir beginnen mit linearen Transformationen
im R™:
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Es bezeichne
GL(n,R) = {A € R™"| det A # 0}

die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber R. Fiir A € R™*" bezeichnen wir die
Multiplikationsabbildung mit A mit

LA ZR”—)R", LA(.CE) = Ax.

Wir schreiben auch AM := Ls[M] = {Az| x € M} fir M C R™

Aus der Linearen Algebra kennen Sie die Interpretation der Determinante als Volumen
eines Parallelepipeds. Der folgende Satz gibt dieser heuristischen Interpretation einen
rigorosen Sinn:

Satz 2.37 FEs sei A € GL(n,R), n € N, eine invertierbare Matriz mit den Spalten
ai,...,a, € R" und

HA = A]O, 1}” = {Zxkak
k=1

das davon aufgespannte Spat (= Parallelepiped). Dann gilt:

Ti,. .., Tn 6]0,1}}

1. (Determinante als Spatvolumen) Das Spat 114 besitzt das Volumen

An(IL4) = | det A (52)

2. (Volumentransformation bei invertierbaren linearen Abbildungen) Es gilt
La[A] = | det A| 7'\, (53)

Das Gleiche anders geschrieben:

A AM] = [ det AN, [M] (54)

fir alle M € B(R™).

Beweis: Man beachte I, € B(R"), denn 114 = L}',[]0,1]"] ist das Urbild des Ein-
heitswiirfels unter der Borel-messbaren Abbildung L 4-1.

Die Volumenformel (52) fiir Spate ist natiirlich ein Spezialfall der allgemeineren Formel
(54). Trotzdem ist sie fiir uns niitzlich, denn umgekehrt folgt auch fiir jedes n € N die
Formel (54) aus dem Spezialfall (52), wie wir jetzt zeigen:

Gegeben n € N, nehmen wir (52) fiir alle A € GL(n,R) an. Wir betrachten einen nicht-
leeren Quader

Q=

k

|ag, by
1

n

120



mit reellen Zahlen a; < by Setzen wir a = (aq,...,a,) und b = (by,...,b,) und betrachten

die Diagonalmatrix
D= dlag((bk — ak)kzl 77777 n) S GL(H,R)

Dann gilt Q = a + D[0,1[" und

Gegeben A € GL(n,R), erhalten wir
L'Ql=A'Q=A"a+ A'D]0,1]"
und daher

La[A)(Q) = An(L3'[Q))

= M(A7 e+ A7ID]0,1]") = M\ (A71D]0,1]") = | det(A™' D)
_detD XA (Q)

~|det A|  |det A|’

wobei wir die Annahme (52) fiir A7!D statt A verwendet haben. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit des Lebesguemafles aus Beispiel 1.41 schliefen wir | det A|La[\,] = A, also die
Behauptung.

Nun zeigen wir die Spatvolumenformel (52) durch vollstindige Induktion tiber die Dimen-
sion n.

Der Induktionsanfang n = 1 ist klar, denn fir A € GL(1,R) = R\ {0} ist A[0, 1] ein
Intervall der Lénge A;(A[0, 1[) = |A|.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir fiir ein gegebenes n € N, n > 1, an, dass die
Spatvolumenformel (52) fiir alle invertierbaren Matrizen in der Dimension n — 1 gelte.

Induktionsschluss: Wir schreiben eq, ..., e, fiir die kanonischen Einheitsvektoren in R",
a;; fiir die Eintrdge von A, also a; = Y1 | a; je;. Da weder das Spat II4 noch |det A
von der Reihenfolge der ay,...,a, abhingen und da det A # 0, diirfen wir nach einer

Permutation der Spalten 0.B.d.A. a,,, # 0 annehmen.

Wir betrachten die eindeutige Matrix L € R™" mit La, = a,,e, und Le; = e; fiir
j=1,...,n—1. Wegen La, € a, + spang{ey,...,e,_1} besitzt sie die Determinante
det L = 1, so dass auch B := LA die Determinante

det A =det B

besitzt. Wir identifizieren R” mit R"™! x R und schreiben R" 5 z = (2/,2") € R" ! x R,
wobei = (z1,...,2,)", ' = (21,...,2,-1)" und 2" = z,,. Nun gilt fiir alle M € B(R")
und alle 2" € R:

"

{2/ e R™Y| (¢, 2") € M} = =

n,n

a, +{z' e R" | (2/,2") € LM}.
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Dies sieht man mit der folgenden Kette von Aquivalenzen, die fiir alle 2’ = (..., 2/ _|) €
R™! gelten:

(2',2") e LM

= Zx;ej + z"e, € LM

= Zx Le; + € LM (mit der Def. von L)

= Zw e+ an € M (da L invertierbar)

"

— (2,0)+ (al,,ann) € M
——

=an

/ x// / iz
— x + a,,x" | € M

Qn.n

Qnon

Es folgt
Mo1({2 € R™7Y (2,2") € M}) = M1 ({2’ € R*Y| (2, 2") € LM})

wegen der Translationsinvarianz von A,_;. Es folgt A\,,(M) = \,,(LM) nach dem Cavalie-
rischen Prinzip. Speziell fir M =114, LM = Ilg:

An(Ila) = A (Ilg).

Nun seien b; = Lay, ... ,b, = La, die Spalten von B; insbesondere gilt b, = a, ne,.

Der nun folgende Schritt dhnelt etwas dem schon durchgefiihrten Schritt: Wir betrachten
die eindeutige Matrix K € R™" mit Kb, = b, und (Kb;)" = bV}, (Kb;)" = 0 fiir j =
1,...,n — 1. Auch fiir sie gilt det K = 1, da Kb; € b; + Rb, fiir j =1,...,n — 1. Wir
setzen C' := K B. Die Matrix C' besitzt also die Spalten ¢; = Kb;, wobei ¢,, = b,, = ay nep
und fiir alle j = 1,...,n—1: ¢; = (¢},0) = (},0) € R"" x {0}. In Blockmatrix-Notation

bedeutet das o
0
¢= ( 0 | ann ) ’

wobei C" € R(=D*("=1) die Matrix mit den Spalten ¢, ...
C besitzt wegen det K = 1 ebenfalls die Determinante

, ¢, bezeichnet. Die Matrix

det C' = det B = det A.
Es gilt fiir alle M € B(R") und alle z = (2/,0) € R"* x {0}:
{"eR|(2,2")e KM} = (Kxz)" +{2" e R| («/,2") € M},
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also
M{Z" eR| (2, 2") e KM}) = M({" e R| (2,2") € M})

wieder wegen der Translationsinvarianz von A;. Es folgt A\, (K M) = \,(M), wieder nach
dem Cavalierischen Prinzip. Speziell fiir M = [Ig, KM = Il bedeutet das:

An(He) = An(llp) = An(Ila).
Das von C aufgespannte Spat Il ist ein kartesisches Produkt:
e =1er X ay,,]0,1]
so dass wir erhalten:
A(Ie) = A1 (e ) A1 (an 2]0, 1)) = |ann|An—1(Iler).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt
An-1(Iler) = | det C7F;

man beachte, dass C’ wegen
0 # det C = a,,,, det C’

nichtsingular ist. Zusammen erhalten wir die Behauptung so:

A(I1a) = A(Ile) = |ann| n-1(er) = |ap, det C'| = |det C| = | det A|.
OJ

“Ubung 2.38 Vollziehen Sie den Beweis des Satzes 2.37 elementargeometrisch am Bei-

spiel
3 1
=(51)

nach: Berechnen Sie hierzu (mit Notationen wie im Beweis des Satzes) die Matrizen
L,B,K,C und zeichnen Sie 114, llg und Il auf kariertes Papier, am besten farbig.
Uberlegen Sie sich auch elementargeometrisch, dass 114, Il und Il den gleichen Flichen-
inhalt besitzen.

“Ubung 2.39 (Transformationsformel fiir lineare Abbildungen) Zeigen Sie fiir al-
le A € GL(nR), M € B(R") und f € M (R", B(R")):

[ty 3 = /M F(Ax)| det A] A, (dz)

Symbolisch (und etwas unprdzise) kann man sich das mit der folgenden Merkregel ein-
pragen:

An(dy) = |det A| N\, (dz)  fiir y = Ax
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Ubung 2.40 (echte Unterrdume und singulire Parallelepipede sind Nullmen-
gen)

1. Es set U ein Untervektorraum von R"™, n € N, der Dimension dimU < n. Zeigen

Sie U € B(R™) und \,(U) = 0.

2. EsseiA € R™" mitdet A =0 und M = A]0,1]|". Zeigen Sie, dass M eine Lebesgue-
Nullmenge ist.

Beispiel 2.41 (Normierung der multidimensionalen Normalverteilung) Essei & €
R™" Y = ¥t eine positiv definite Matrix. Dann ist auch ¥ 7! positiv definit. Die (zentrier-

te) multidimensionale Normalverteilung zur Kovarianzmatrix ¥ wird durch vy, : B(R") —
Ry,

1 1
vs(dr) = —————ex ——th_lx) A (dx
S = s p( 2 0

definiert. Hierbei wird x € R™ als Spaltenvektor aufgefaft.
Wir zeigen: vy, ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf, d.h. es gilt die Normierung®

Vz(Rn) =1.

Beweis: Wir wihlen, z.B. mit dem Cholesky-Verfahren, eine Matrix A € R™"™ mit X! =
AtA. Dann folgt: det X! = det A®det A = (det A)?, also

1
Vdet X

Mit der Transformation y = La(x) = Ax erhalten wir

= |det AJ.

—3a'%" dx

Vv (2m)ndet & /n M)

= (27)7"/?| det A —a(Aa) AT\ ()
R’l’l

= (27) | det A| | e 2I40IE ) (da)
Rn

= (27)7"/?| det A . e~ 3lvl La[A](dy)

_ (27)—n/2/ e 3llvl3 An(dy) =1,

wobei wir die Volumentransformationsformel (53) und die Normierung der multidimen-
sionalen Standardnormalverteilung aus Ubung 2.18 verwendet haben.

8Man beachte, dass diese Formel das GauBsche Integral aus Satz 2.15 als Spezialfall n = 1 und die
Normierung der multidimensionalen Standardnormalverteilung aus Ubung 2.18 als Spezialfall ¥ = Id
enthlt.
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Beispiel 2.42 (Lineare Transformation einer multidimensionalen Normalverteilung)
Sind vs, die multidimensionale zentrierte Normalverteilung zu einer gegebenen positiv de-
finiten Kovarianzmatriz ¥ € R, A € GL(n,R) eine invertierbare Matriz und L, :

R™ — R™, La(x) = Az die zugehorige Multiplikationsabbildung, so gilt:

Lalvs] = vasat (55)

Beweis: Fiir alle B € B(R"™) erhalten wir mit der Transformationsformel fiir lineare
Abbildungen:

Lalvs](B) = vs(A™'B)

1
= e
V/(2m)" det X2 /AlB

| det A71|

- V(2m)rdet X JB
1

—3y'= 7y An(dy)
e—z(ATyImTAT Y A (dy)

o3V (AZAY) 1y A (dy)

v/ (2m)" det(AS AY) /B
= vasat(B).
]

Ubung 2.43 (Fouriertransformierte der multidimensionalen Normalverteilung)
Es seiX € R™" ¥ = X!, eine positiv definite Matriz und vs, die zentrierte multidimensio-

nale Normalverteilung zur Kovarianzmatriz 3. Zeigen Sie die folgende Verallgemeinerung
der Formel (21) aus Beispiel 1.153:

4 1
/ ")y (dx) = exp (—ﬁktEk:) (56)

“Ubung 2.44 (Produkte von Normalverteilungen) Es scien vy, : B(R") — [0,1]
und vy, : B(R™) — [0, 1] die multidimensionalen zentrierten Normalverteilungen zu gege-
benen positiv definiten Kovarianzmatrizen »; € R™*" und Y5 € R™*™, wobei n,m € N.
Zeigen Sie: vy, @ vs, : B(R™™™) — [0,1] ist die multidimensionale zentrierte Normalver-
teilung mit der Kovarianzmatrix (in Blocknotation)

(2] 0 (nm) x (n-+m)
Y= < 05, ) eR .

Lemma 2.45 (Randverteilungen der multidimensionalen Normalverteilung) FE's
sei vy, die multidimensionale zentrierte Normalverteilung zu einer gegebenen positiv defi-
niten Kovarianzmatriz (in Blocknotation)

X1 Ew) (ntm) (n+m)
E: Ean nm7

125



wobei X1 € R™™ Yy € R™ ™ ynd Y1 € R™™. Es seim : R™™™ — R™ w(xy,. .., Tpim) =
(x1,...,2,) die kanonische Projektion auf die ersten n Koordinaten. Dann besitzt vs, die
Randverteilung

mlvs] = vy,

Beweis: Wir betrachten die Matrizen (in Blocknotation)

B Id, | 0 i 1da | =55
A_(—zgzzfldm)’ A‘(o Id,, ’

man beachte, dass ¥; = X} invertierbar ist, da ¥ positiv definit ist. Hierbei bezeichnet
Id,, die n x n-Einheitsmatrix. Es gilt

2110

t_
AEA-(O i

) mit II := 22 — 2322171212.
Mit 3 ist auch AXA? und daher auch II positiv definit. Bezeichnet L, wieder die Multi-
plikationsabbildung mit A, so folgt: 7 o L, = 7 und daher

mlvs] = w[Lalvs]] = wlvasat] = vs,,

wobei wir erst die Formel (55) und dann Ubung 2.44 verwendet haben.
O

Ubung 2.46 (Dimensionsreduzierende lineare Transformation von Normalver-
teilungen) Es seien m < n zwei natiirliche Zahlen, ¥ € R™*" eine positiv definite Matrix,
A € R™" eine Matrix vom Rang m und L, : R — R™, L,(x) = Az die zugehorige
Multiplikationsabbildung. Beweisen Sie L4[vs| = vasat.

Hinweis: Der Spezialfall m = n ist IThnen aus Beispiel 2.42 schon bekannt. Reduzieren Sie
den allgemeinen Fall mit Hilfe von Lemma 2.45 auf diesen Spezialfall.

“Ubung 2.47 (Kovq_rianzen der multidimensionalen Normalverteilung) Zeigen Sie
in der Situation von Ubung 2.43 fiir [,;m € {1,...,n}:

/ Ill‘myg(dl‘) = El’m,

wobei & = (x1,...,2,)" und X,,, den (I, m)-Eintrag der Matrix ¥ bezeichnet.
Hinweis: Leiten Sie die Fouriertransformierte (56) der multidimensionalen Normalvertei-
lung nach k; und k,, ab.

*Ubung 2.48 (Die Formel von Wick fiir Momente der multidimensionalen Nor-
malverteilung) Es sei [I<o(m) die Menge aller Partitionen der Menge {1,...,m} in 1-
oder 2-elementige Mengen, und IT5(m) die Menge aller Partitionen von {1, ..., m} in genau
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2-elementige Mengen. Zum Beispiel ist {{1},{2,3},{4}} € lI<2(4) und {{1,3},{2,4}} €

I15(4). Gegeben
vi{l,...,m} = {1,...,n},

k € R™ und eine positiv definite Matrix > € R™*"  definieren wir fiir jede 1-elementige
Teilmenge I = {j} C {1,...,m}:

O(1, 0, k, %) = (Sk).5)
und fiir jede 2-elementige Teilmenge I = {l,m} C {1,...,m}:
A1, 0, kX)) =3,
1. Zeigen Sie:

m ' 1
[z ) e ve(da) = —kK'Sk) > [k %)
/Rn <j_1 mb(])> e vs(dz) = exp ( 5 oI,

Pellcy(m) I€P

Hinweis: Leiten Sie die Fouriertransformierte (56) der multidimensionalen Normal-
verteilung nach k,(1), ..., k,m) ab.

2. Folgern Sie:
/ (Hm) - Y [tk
B \j=1 PETIy(m) [€P

Schreiben Sie diese Summe im Fall m = 4, also fiir

/ Tu(1)Tu(2) To(3) Tu(4) Vs (d)

explizit aus.

3. Uberﬂlegen Sie sich, dass die Formeln fiir die Momente der Standardnormalverteilung
aus Ubung 1.155 als Spezialfall n = 1, ¥ = 1 enthalten sind.

Die folgende Transformationsformel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir Integra-
le aus der Analysis 1 auf hohere Dimensionen. Sie ist auch eine Verallgemeinerung der
Transformationsformel fiir lineare Abbildungen.

Satz 2.49 (Transformationsformel) Es seien U,V C R" offene Mengen und \y bzw.
Av die Einschrinkung des Lebesquemafes A, auf B(U) bzw. auf B(V'). Weiter sei f : U — V
ein C*-Diffeomorphismus. Dann besitzt das Bildmaf f~'[\v] des Lebesquemafles Ay unter
der Umkehrabbildung f~' : V — U die Dichte | det D f| beziiglich \y :

df '{A\v] = |det Df| d)\y (57)
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Insbesondere gilt fiir alle g € M(V,B(V)):

/V 9(y) M (dy) = / g((2))| det Df ()] Ay (de) (58)

U

wobei hiermit auch gemeint ist, dass das linke Integral genau dann existiert, wenn das
rechte Integral existiert.

Als Merkregel kann man dies (etwas unpréziser) fiir die Transformation y = f(x) auch in
der Form

An(dy) = o

schreiben, in Analogie zur stenographischen Notation der Substitutionsregel aus der Ana-
lysis 1:

det @' An(dz)

dy
Die Determinante det Df der Jacobimatrix Df wird Jacobideterminante genannt. Ihr
Absolutbetrag | det D f(x)| wird also als das lokale Volumenverzerrungsverhéltnis der Ab-
bildung f bei z interpretiert.

Beweis der Transformationsformel: Beweisidee: Wir schreiben sowohl die linke Seite
als auch die rechte Seite der Transformationsformel als ein Doppelintegral iiber x € U
und y € V, wobei nur Werte (x,y) beitragen sollen, die nahe beim Graphen {(z,y) €
UxV|y= f(z)} liegen, z.B.? im Gebiet

{(z,y) €U x V| f7(y) -z €]0,¢"}.
In linearisierter Naherung ist dieses Gebiet fiir kleine € > 0 ungefahr dasselbe wie
{(z,y) €U x V]y— f(z) € Df(x)]0,€]"}.

Die Jacobideterminante tritt also als das linearisierte Volumenverzerrungsverhéltnis zwi-
schen z-Integration und y-Integration nahe beim Graphen auf.

dy =

Priziser: Es sei E =]0,1]" der Einheitswiirfel, E° =]0, 1[" sein Inneres, und E = [0, 1]"
sein AbschlufS. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass g = 1 die Indikatorfunktion einer
endlichen Vereinigung

V=J[la bl €V (59)
k=1j=1

von kompakten Quadern in V" ist. Dann ist auch K := f V] kompakt, da f~! stetig ist.
Zudem ist der Rand 0K = f~'[0V] von K eine \,-Nullmenge, denn er ist aus endlich

9 Andere Wahlen oder auch Testfunktionen statt der Spatgebiete wiren auch moglich. Die hier vorge-
stellte Wahl des Integrationsbereichs soll geometrisch moglichst anschaulich sein.
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vielen Stiicken von C'-Hyperflichen (= 1-kodimensionalen C'-Untermannigfaltigkeiten)
zusammengesetzt, die nach Ubung 2.26 Nullmengen sind.

Wir setzen g : V' — R durch 0 auf ganz R™ fort. Wir wéhlen nun ¢, > 0 so klein,
dass K — eF + g C U gilt; dies ist moglich, da die abgeschlossene Menge R" \U
positiven Abstand von der kompakten Menge K hat. Wir setzen U:=K — ¢E. Wegen
der Kompaktheit von K und von E ist auch U C U kompakt.

Wir schreiben nun die linke Seite in der Transformationsformel (58) als Doppelintegral:

[ swvtan) = [ o) [ 16 2(d0) i)
v v n
Gegeben € €]0, o[, fithren wir nun der Reihe nach folgende Transformationen aus:

(y,t) = (y,2) mit 2 = f~(y) —et, also y = f(x + et)
(y,7) = (s,2) mit s = ¢ '(y — f(z)), also y = f(z) + s

Man beachte insbesondere z € U fiir y € V, t € E. Wir erhalten:
[ 9w [ 100 M) 2(ay)
V n

—en/g(y)/ Li1)—er(x) An(dz) Ay (dy) (wg. Skalierung)
14 Rn

= [ 90) [ L) M) Ml
/ /n )1 flater) (¥) An(dy) An(de) (mit dem Satz von Fubini)

/ / )+ €5) L1 (floreB]— f(2))(5) An(ds) An(dx) (wg. Skalierung)  (60)

Im letzten Integral wollen wir nun mit dem Satz von der dominierten Konvergenz den
Limes € | 0 bilden. Hierzu untersuchen wir zundchst Konvergenz fast iiberall des Inte-
granden: Wir haben

limg(f(z) +es) = g(f(x))

el0

fir alle s € R” und \,-fast alle € U; genauer gesagt gilt dies fiir 2 auBerhalb der
Nullmenge 0K. Weiter gilt

i Les(goser)- 1) (5) = Lps(a)6(5)

fiir alle © € U und \,-fast alle s € R"; genauer gesagt gilt dies fiir alle s ausserhalb der
Nullmenge O(Df(x) - E) = Df(x) - OF
Beweis hierzu: Wir zerlegen das Komplement des Spatrandes in zwei Teile:

R*\ (Df(x) - B) = Df(x) - E°UDf(x) - (R \ E).
Inneres AuBleres
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Gegeben beliebige z € U und s = Df(z) -t € Df(z) - E°, folgt

lim e[ (f (@) + e5) 2] = Df (@) Ns =t € E°

wegen D(f~ 1) (f(z)) = Df(z)~!, und daher e ' [f~!(f(z)+es)—z] € E° fiir alle geniigend
kleinen € > 0. In diesem Fall folgt

i Les(flover) 1) () = 1 = Lpsa)p(s)-

Ist andererseits s = Df(z) -t € Df(z) - (R*\ E), so folgt ebenso

liﬁ)le_l[f_l<f(.7})+€8) 7v]=Df(x) 's=teR"\F
und daher
i Les(flover)- 1) (8) = 0 = Lpsa)p(s)-
Damit ist

g(f(aj) + 63) 16—1(f[x+6E}—f(oc))(8) ﬂ) g(f(ﬂ?))ll)f(z)E(S)

fiir A, ® Ap-fast alle (s,z) € U x R™ gezeigt.

Zur Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz brauchen wir auch noch eine
Majorante des Integranden rechts in (60): Fiir alle € €]0,¢[, = € U und s € R" mit
f(z)+es € Vund s € e ' (flz+eE] — f(z)) gilt f(z)+es € flz+eE]. Nun ist (mit einer
beliebigen Norm auf R")

{lle”(f(z +et) = f(2)|| [z €U, t € B}
beschréankt durch das Maximum der Werte der zugehdrigen Matrixnormen
max{||Df(2)|| | z € U 4+ &E} < oo;
wir verwenden hier, dass U 4 ¢gE C U kompakt ist. Der Integrand rechts in (60) ver-

schwindet also fiir (z, s) auBerhalb einer kompakten Menge und ist beschréankt durch 1.
Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert nun

/ / . )+ €8) L=t (floten)— () (5) An(ds) An(da)
= / / 9 (@) 1psa)p(s) Anlds) An(dz)
/ / 9(f(@)psa)p(s) Anlds) An(d)
= [ M5 B
= [ atsa]der D) n (),
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wobei wir im letzten Schritt die Spatvolumenformel (52) verwendet haben. Zusammen
folgt die Behauptung (58) im Fall von Indikatorfunktionen g = 1y endlicher Vereinigun-
gen kompakter Quader wie in (59). Nun ist das Mengensystem Q aller dieser endlichen
Vereinigungen von Quadern ein N-stabiles Erzeugendensystem von B(V) (Ubung). Das
Mengensystem

D := {A € B(V)| Behauptung (58) gilt fiir alle g = 1,7, V € Q} (61)

ist nun ein Dynkinsystem (Ubung). Aus dem Dynkin-Lemma folgt B(V) C D. Nun gibt es
cine aufsteigende Folge V; 1V in Q. Fiir alle A € B(V) gilt also 1 anv; T 1a. Mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz vererbt sich die Giiltigkeit der Behauptung (58) fiir alle
9 = Lyqp, auch auf alle g = 14. Damit ist die Behauptung (58) fiir Indikatorfunktionen,
also die Behauptung (57), gezeigt. Die Behauptung (58) in allen noch verbleibenden Fillen
folgt nun mit dem Satz 1.128 zur Integration beziiglich des Bildmafes.

OJ
“Ubung 2.50 Zeigen Sie, dass das Mengensystem (61) ein Dynkinsystem bildet.

Ubung 2.51 Es sei V C R” offen. Zeigen Sie, dass das Mengensystem aller endlichen
Vereingungen kompakter Quader in V' einen N-stabilen Erzeuger von B(V') bildet.

Beispiel 2.52 (Beziehung zwischen Gamma- und Betafunktion) Wir betrachten
den Diffeomorphismus

frREX0,1[= (RT)?, f(s,t) = (st,s(1— 1))
und fiir gegebene a,b > 0 die Funktion
g:(RY)? =R, gla,y)=a""ly' eV

Die Funktion f besitzt die Jacobimatrix
t S
Df(s’t)_(l_t —8)

det Df(s,t) = —s.

mit der Jacobideterminante
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Nach der Transformationsformel erhalten wir
['(a)T(b) :/ g te™® d:c/ Yy le Y dy
0 0
= / 2y e T Y Ao (d(z, y))

mit der Betafunktion
1
B:(R")? =R, B(a,b) :/ t 11 —t)tat.
0

Damit erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen Gamma- und Betafunktion:

[(a)I'(b)

B(CL, b) = m

Beispiel 2.53 (Gauflsches Integral — Variante der Herleitung) Wir rechnen das Gauf3-

sche Integral
/ e~z l=l? Ao (d2)
R2

mit der Transformationsformel in Polarkoordinaten um. Hierzu betrachten wir den Dif-
feomorphismus

f:RTx]0,2n[— R*\ R} x {0}, f(r,6) = (rcos ¢, rsin¢).

Er besitzt die Jacobideterminante

det Df(r,¢) = det ( cos¢ —rsing ) =r.

sing rcoso

Wir erhalten mit der Abkiirzung dx dy = \(d(z,y)), da die Halbgerade Ry x {0} eine
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Ao-Nullmenge ist:

2
( e 2" dx) :/6_59”2 dx/e_éy2 dy
R R R

= e~ 3@ V) gy dy
2

/ e~ 2@ ) g dy
R2\R{ x{0}

/ e 2" dr do
R+x]0,27]

2 e} 00
= / dgb/ e dr = 27T/ e tdt = 2m,
0 0 0

wobei wir ¢t = r?/2, dt = r dr gesetzt haben. Es folgt das bekannte Ergebnis:

/ e~ dp = V2m.
R

=

“Ubung 2.54 (Volumentransformation mit der Riemannschen Metrik) Es seien
UV € R" offen und f : U — V ein C'-Diffeomorphismus. Weiter sei g : U — R™*",
g(z) = Df(z)'Df(x). (Man nennt g die mit f zuriickgezogene Riemannsche Metrik zum
euklidischen Skalarprodukt.) Zeigen Sie:

)\n(V):/U\/detgd)\n

Ubung 2.55 (Integration in Kugelkoordinaten) 1. Zeigen Sie fiir alle f € M, (R?, B(R?)):
) ™ 27
fdXs = / / / f(rsin @ cos ¢, rsin @ sin ¢, r cos 0)r? sin 0 do db dr
R3 o Jo Jo

2. Berechnen Sie

e llzll2
R3\{0} ]2

*Ubung 2.56 (Das normierte Oberflichenmaf3 auf der Einheitssphiire) Fiirn €
N sei 1
Uns(dz) = (2m)~ 4D 2emslela N (da), = e R™FH\ {0}

die n+ 1-dimensionale Standardnormalverteilung, eingeschriinkt auf (R"*1\ {0}, B(R" ™!\
{0})). Weiter sei N : R*™\ {0} — S™, N(x) = z/||z||2, die Normierungsabbildung auf
die n-Sphére

S"={z e R |Jz]. = 1}.
Das normierte Oberflichenmafi auf (S™, B(S™)) wird definiert als das Bildmaf €, :=
N[Vn+1].
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1. Berechnen Sie die Dichte dr[§2,]/d\, des BildmaSes von €2, unter der Projektion
8" =5 R w(xy,. . Tug1) = (21,0, Tn)-

2. Zeigen Sie fiir alle f € M, (R"+!, B(R”“)):

/Rn+1 fdhi = F n+3 / - f(rz) Q,(dx) r™ dr (62)

Hinweis: Lassen Sie sich von der Herleitung des n+ 1-dimensionalen Kugelvolumens

inspirieren. Man nennt den Vorfaktor % = (n + 1)A41(Byy1) auch die
2

Oberfliche der Einheitssphéire S™.
Ubung 2.57 (Die Chi-Quadrat-Verteilung) Fiir n € N sei
vp(dz) = (2m) e 21713 X (dz), 2 € R”

die n-dimensionale Standardnormalverteilung. Die Chi-Quadrat-Verteilung 2 mit n Frei-
heitsgraden wird definiert als das Bildma8 x2 := q[v,] von v, unter der Norm-Quadrat-
Abbildung ¢ : R™ — R{, ¢(x) = ||z||3. Zeigen Sie:

—n/2

r(3)

Ubung 2.58 (vom Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Fliche) Fiir ge-
gebenes f € M ([0,2x[, B([0,2x[)) definieren wir die Menge

2 (dt) = t2 e 2dt, t>0.

M ={(rcos¢,rsing)|0< ¢ <2m, 0<r < f(o)}.

=5 [ sora

Dies gibt der in der Analysis 1 heuristisch-anschaulich begriindeten Formel fiir die vom
Ortsvektor in Polarkoordinaten iiberstrichene Flédche einen rigorosen Sinn.

Zeigen Sie:

2.4 Die Faltung

Definition 2.59 (Faltung von Maflen) Es seien p und v zwei o-endliche Mafle oder
auch zwei signierte MaBe!® auf (R, B(R")). Das Bildmaf}

prvi=+u@

des Produktmafes p ® v unter der Additionsabbildung + : R* x R" — R"™, (z,y) — z+y
wird Faltung (engl. convolution) von p mit v genannt.

0Das signierte Produktmaf zweier solcher signierter Mafle wird natiirlich durch p® v 1= u; @ vy —
Py @V_ — f— @ vy + p— ® v_ definiert.
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“Ubung 2.60 Es sei pn = 6 + 01 + 05 : B(R) — R . Berechnen Sie % p. Zeichnen Sie
den Graphen von a — p* u({a}), a € Z, und veranschaulichen Sie sich seine Entstehung
an Hand einer Graphik des Quadrats {0, 1,2}

Lemma 2.61 (Faltung von Dichten) Sind p und v zwei o-endliche MafSe auf (R™, B(R™))
mit Dichten f = du/d\, und g = dv/d)\, \p,-f-i., so besitzt die Faltung p v die Dichte

d(p * v)
A,

frg(z) = . f(@)g(z — x) \u(dz) = . f(z=y)g(y) A(dy)

frg= L R” = [0, o0,

Die durch diese Formel gegebene Abbildung f * g € M (R", B(R")) wird ebenfalls die
Faltung der beiden Funktionen f,g € M, (R™, B(R")) genannt.

Beweis: Nach Ubung 2.30 besitzt y ® v die Dichte F' : R® x R" — [0,00], F(x,y) =
f(z)g(y) beziiglich A\, ® \,. Wir betrachten die lineare Transformation 7' : R” x R" —
R" x R", T(x,y) = (z,x + y); sie besitzt die Inverse T-!(z,2) = (z,2 — x) und die
Determinante det 7' = 1. Nach der Transformationsformel fiir lineare Abbildungen besitzt
das BildmaB T'[u ® v] die Dichte

FoT ' (x,2)— f(z)g(z — )

beziiglich Ay, = A, ® Ao Nun sei 7 : R” x R* — R", 7(x, z) = z die zweite kanonische
Projektion; insbesondere ist + = m o T' die Additionsabbildung. Die Faltung

prv=+pev] =T v
besitzt nach Ubung 2.27 dann die (f.ii. eindeutige) Dichte

dTl'p @ v
re AN @ A\p)

Die zweite Formel fiir die Faltung von Dichten folgt analog, wenn man statt der Trans-
formation T' die Transformation (z,y) — (z,v) = (x 4+ y, y) betrachtet.

R" >z~ (x,2) A\p(dx) = . f(@)g(z — x) Ay (dx).

O

Ubung 2.62 (Faltung einer Dichte mit einem MaB) Es seien pu und v zwei o-endliche
Mafe auf (R™, B(R™)). Das Mafl v besitze eine Dichte g = dv/d\,. Beweisen Sie

d(p * v)

. (2) = /n g(z — x) p(dzx)  fiir A\,-fast alle z € R™.

Analoges gilt auch fiir signierte Mafle u, v. Wir setzen

gene)=prg2)i= [ gz =) uds).

n

fiir alle Stellen z € R™, fiir die dieses Integral existiert.
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“Ubung 2.63 (Rechenregeln fiir die Faltung) Es seien p, v,  drei endliche MaBle auf
(R™, B(R™)). Zeigen Sie:

1. Kommutativgesetz: |1 v = v * [,
2. Assoziativgesetz: p* (v * k) = (L% V) % K,
3. Distributivgesetz: p* (Vv + K) = v+ p % K.

Lemma 2.64 (Faltung multidimensionaler Normalverteilungen) FEs seien 3,%, €
R™ "™ zwei positiv definite Matrizen und vs,, vs, : B(R") — [0, 1] die zugehdrigen multidi-
mensionalen zentrierten Normalverteilungen. Dann gilt:

’VZH * Vs, = VUsi45, ‘ (63)

Die Faltung von Normalverteilungen ergibt also wieder eine Normalverteilung, und es
addieren sich die zugehdrigen Kovarianzmatrizen.

Beweis: Es gilt nach Ubung 2.44: vy, @ vy, = vy mit

(2] 0 (2n)x (2n)
Y= < 05, ) eR .

Es sei (in n x n-Blockmatrixnotation)
A= (1d,|1d, )eR™C,
Diese Matrix hat den Rang n. Multiplikation mit A ist die Additionsabbildung
+:R*"xR" = R", (z,y)—x+y.
Mit Ubung 2.46 und AL A? = ¥, 4+ X, folgt die Behauptung:

Ve, * Vs, = +lvs, @ vs,] = +Hvs] = vasar = v 4w,
0

Ubung 2.65 Beweisen Sie Lemma 2.64 noch einmal im Spezialfall n = 1 durch direkte
Rechnung mit der Faltungsformel fiir Dichten. Zeigen Sie also fiir alle o1 > 0, 05 > 0,
0> =02+ 03 und z € R:

1 1 R 1 22
/ e 203 e 2032 dr = e 202
\2m0? \/ 2103 Jr V2mo?
Vergleichen Sie [hre Rechnung mit den verschiedenen Schritten im Beweis von Lemma 2.64
und dessen Zutaten Beispiel 2.42, Ubung 2.44, Lemma 2.45 und Ubung 2.46 im Spezialfall
n=1.
Hinweis: Quadratische Ergénzung im Exponenten.
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Fourier

Lemma 2.66 (Faltung — Produkt) FEs seien u, v zwei endliche MafSe auf (R™, B(R™))
und fi, 0 : R™ — C deren Fouriertransformierte,

k) = / ) (),

Dann gilt:

—

kv =[-U

Analoges gilt fiir signierte MafSe p, v.

Beweis Wir beweisen das fiir endliche Mafe; fiir signierte Mafle folgt es hieraus mit der
Hahn-Zerlegung. Es gilt fiir £ € R™:

wxv(k) = / e 52 (1% 1) (dz)
"B ) (1 @ v)(dz dy)  (mit der Integrationsformel beziiglich des BildmaBes)

R™ xR™
/ B k) (da) v(dy)  (mit Fubini, g(R™)v(R") < oo und |e!®e+¥)| = 1)
rn JRA

:/ ei<k’$>u(daz)/ k) v(dy)
R’I’L n
i

O

Beispiel 2.67 (Faltung und Fouriertransformation bei Normalverteilungen) Sind
Y1, 29 € R™™ zwei positiv definite Matrizen und vs,,vs, die zugehorigen multidimen-
sionalen zentrierten Normalverteilungen, so gilt nach Ubung 2.43 fir die dazugehorigen
Fouriertransformierten an beliebiger Stelle k € R™:

VZl/*\VZQ(k> _ 7;21 (k)ﬁ22(k’) _ eféktihkef%ktiizk _ efékt(21+22)k _ ﬁ21+22 (k)

Beispiel 2.68 (Wirmeleitungskern und Wirmeleitungshalbgruppe) Fiir n € N
und ¢ > 0 nennen wir

I=13  diyiq,
2t = —

Ki(z) := (2nt) " %e” )

(x) f.i.

den n-dimensionalen Warmeleitungskern zur Zeit t. Er besitzt die Fouriertransformierte

Kt(k) - / ei(k@)Kt(@ An(dz) = @_tllk||2/27 k e R",
und die Halbgruppeneigenschaft
KS * Kt = Ks+t
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fiir s, > 0. Die Losung f der Wirmeleitungsgleichung

of 1

o 3>

zu den “Anfangsdaten” g € L'(R", B(R"), \,,) aus Ubung 1.152 kénnen damit in der Form
fGt) = gx K,
schreiben; sie besitzt ebenfalls die Halbgruppeneigenschaft
flos+16) = f(s) * Ky

fiir s,t > 0. Fiir die Fouriertransformierten

A

Flt) = [ e 1) 0 (),
g(k) = / B0 g(2) \p(de), k €R™
erhalten wir die einfache Multiplikation
f k1) = e FI25(k).
Ubung 2.69 (Rechteck+Rechteck=Dreieck) 1. Zeigen Sie:

11y | L

1
5 5 :Raxr—>§(1—|x/2|)+ (64)
Veranschaulichen Sie sich diese Formel graphisch.

2. Beweisen Sie

1 [ . s’k fir ke R\ {0}
_ kT _ — k2
Q/RQ (1= le/2]) da { 1 firk=0

auf zwei verschiedene Weisen:

(a) direkt mit Techniken aus der Analysis 1,
(b) mit der Faltungsformel (64) und Lemma 2.66.

“Ubung 2.70 (Faltungseigenschaft der Chi-Quadrat-Verteilung) Zeigen Sie
Xim * X = Xin4n

fiir m,n € N.
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Ubung 2.71 (Die Cauchyverteilung) Die Cauchyverteilung Cau, zum Parameter a >

0 ist das durch ) p
Cau,(dx) = — ace

T a2+ 22

definierte Wahrscheinlichkeitsma8 auf (R, B(R)).

‘1. (Skalierungseigenschaft) Fiir ¢ > 0sei m; : R — R, my(z) = tx die Multiplikation
mit t. Zeigen Sie fiir a,t > 0:

my[Cau,] = Cauy,

*2. (Faltungseigenschaft) Beweisen Sie fiir a,b > 0:
Cau, *x Cau, = Caug,yp

Hinweis: Partialbruchzerlegung.

2.5 Alternierende Multilinearformen

Fiir eine Integrationstheorie auf “niedrigerdimensionalen Objekten” im R™, z.B. auf Un-
termannigfaltigkeiten, brauchen wir “niedrigdimensionale Verwandte” der Determinan-
te, die ja als Jacobideterminante in der Transformationsformel auftritt. Hierzu fithren
wir alternierende Differentialformen ein; das sind Verallgemeinerungen von 1-Formen auf
hohere Grade. Hierzu verallgemeinern wir den Linearformbegriff zunéchst rein algebra-
isch. Obwohl wir fast ausschliellich am Kérper K = R interessiert sind, entwickeln wir die
algebraische Theorie iiber einem beliebigen Kérper'! K der Charakteristik char K = 0,
dh.n-1#0in K fiir alle n € N.

Definition 2.72 (Alternierende Multilinearformen) Es sei V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum. Eine alternierende Multilinearform vom Grad p € N auf V ist eine
multilineare Abbildung

w: VP 5K,
d.h. w ist in jedem der p Argumente eine Linearform, mit folgender Eigenschaft: Fiir jede
Permutation o von 1,...,p und alle vy,...,v, € V gilt
W(Vs(1); - - - Vo(p)) = sign(o)w(vi, ..., vp).

Den K-Untervektorraum von KY" aller alternierenden Multilinearformen vom Grad p € N
auf V bezeichnen wir mit A" V’. Er wird p-tes dufSeres Produkt von V' genannt (Synonyme:
Dachprodukt, Grassmannprodukt). Formal setzen wir noch'> A’V := K.

1Die meisten Formeln in diesem Abschnitt gelten sogar iiber beliebigen Koérpern. Nur gelegentlich
brauchen wir char K = 0, z.B. bei der Division durch p!, p € N.
12Wer will, kann K als die Menge aller Abbildungen KV’ = K{O} mit der leeren Klammer () auffassen.
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Beispiel 2.73 (Determinante und Dachprodukt von Linearformen) 1. A'V’ =
V" ist der Dualraum von V.

2. Die Determinante det : (K™)" — K ist eine alternierende Multilinearform vom Grad
n. In der linearen Algebra wird gezeigt: Jede alternierende Multilinearform vom
Grad n auf K" ist ein Vielfaches der Determinante. Das bedeutet:

N (K" = {adet| a € K}.

3. Sind wy, ...,w, € V' Linearformen auf V, so ist die Abbildung
WA Awy VP K wp A Awp(vr, ., p) i= det(wi(v)) )ij=1,..p

eine alternierende Multilinearform. Sie wird das Dachproduktvon wy, . . ., w, genannt.
Insbesondere gilt fiir jede Permutation o von 1,... p:

Wo() A+ A\ Wo(py = sign(o)wy A ... A wp.

Lemma 2.74 (Basis des Dachprodukts) Istby,...,b, eine BasisvonV undwy, ..., w,
die zugehirige Dualbasis von V', also

w;(bj) = 0y
firi, g =1,...,n, so bildet
(Wil ARERWA Wip)1§i1<iz<...<ip§n

eine Basis von \'V'. Insbesondere gilt

P n
dim /\ V' = ( )
AV=L,
fiir alle*® p € Ny. Insbesondere bedeutet das
/\pV’ ={0} firp>n.

Beweis: Lineare Unabhingigkeit: Es seien o, ;, € K mit

Z ail_,,ipwil VAN wip =0.
1<i1 <in<...<ip<n
Dann folgt fiir alle 1 < j; < ... <j, <n:

0= Z ozl-lmipwil VANPRAN (A)Z'p(bjl, Ce ,bjp> - ijl.“jpa

1< <19 <. <p<n

13Das leere Dachprodukt fiir p = 0 wird als 1 € K definiert.
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denn fiir solche 1 <17y < iy < ... <1, <ngilt
Wiy Ao A wip(bjl, . ,bjp) = det(wik (bjl))k’lzl .... p = det<5ik,jl)k‘,l:1,...,p = 1{(“7 ip)=(j1sr7p) } -

Erzeugendensystem: Es sei ¢ € A"V’ gegeben. Wir setzen fiir 1 <i; < ... <1, <n:

ah...ip = (p(bil, Ce >bip)-

Dann gilt
Y = Z ozil,,,ipwil VANPIIAN wl-p.
1< <9< <p<n
Dies sieht man so: Es seien vy,...,v, € V gegeben. Dann haben wir fiir alle j =1,...,p

die Basisdarstellung
Vj = Z szbz mit Bji = wi(vj).
i=1

Es folgt

o(vr, ..., v Z Z(H ]Z]>gp iy -5 biy)

21

( P
11 I 7111 =1
alle verschleden

©(biys .-, bi,)

= Z det(Bji,)jk=1,..p0(birs - - -, b;,)  (mit der Def. der Det., da ¢ alternierend)

1<ir<..<ip<n

= E ozil,,,ipwil VAN wip(vl, Ce ,’Up>,

1<i1<..<ip<n

wobel wir die Definition der Determinante als alternierende Summe iiber Permutationen
verwendet haben. Es folgt die Behauptung.
O

Beispiel 2.75 Ist wy,ws,ws eine Basis von (R3)', so ist wi Aws, ws Aws, w; Aws eine Basis
2
von \“(R3), ebenso auch wy A wa,ws A ws, ws A w; wegen wy A ws = —ws A wy.

Das Dachprodukt von Linearformen wird in natiirlicher Weise zu einem Dachprodukt
zwischen alternierenden Multilinearformen erweitert:

Definition 2.76 (Dachprodukt alternierender Multilinearformen) Fir p,q € Ny
sei S(p, q) die Menge aller Permutationen (= Bijektionen) o : {1,...,p+q} — {1,...,p+
gt mito(l) <o(2) <...<o(p)undo(p+1) <o(p+2) <...<o(p+q). Wir definieren

n NV NV = N7V

WA X(V1, .. Uptg) = Z sign(o)w(Ve(1), - - - Vo(p) ) X Vo (p41)s - - -+ Vo))
o€S5(p.q)

fir vy, ... v € V.
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Wegen char K = 0 und da w und x alternieren, kénnen wir das auch in der Form

WA XL, Uptg) = Z Sign(o)w(Vo(1), - - > Vo) )X (Vo(pt1)s - - - » Vo(ptq))  (69)

Uesp+q

schreiben, wobei S,., die Menge aller Permutationen o : {1,....,p+¢} — {1,...,p +
q} (ohne Nebenbedingungen) bezeichnet. Man beachte, dass alle pl¢! Summanden mit
gleichem {o(1),0(2),...,0(p)} und gleichem {o(p+1),0(p+2),...,0(p+¢q)} den gleichen
Betrag liefern. Offensichtlich ist das Dachprodukt A : APV’ x AV’ — APT?V’ bilinear,
und aus der Darstellung (65) folgt auch, dass es alternierend ist. Weiter gilt fiir alle
Wi, ..., Wptq € VT

WEA AW A (Wt Ao AWprg) = WL A . A Wy, (66)

wobei hier in den Klammern und auf der rechten Seite das “alte” Dachprodukt aus Defi-
nition 2.72 gemeint ist, in der Mitte der linken Seite jedoch das “neue” Dachprodukt aus
Definition 2.76. Zum Beweis der Formel (66) setzen wir

S(p,q) ={o € S(p+q)| o[{1,....pY] = {1,....p},0c[{p+1,...,p+q}] = {p+1,...,p+q}.

Unter Verwendung der Bijektion S(p,q) x S(p,q) — Spiq, (0,7) + o o 7 berechnen wir
fiir vy,...,vp44 € V:

(Wi Ao Awp) A (W1 A v e Awpig) (U1, -+ oy Upig)
= Z sign(a) det (wi<UU(j))i’j:1 ..... P det (wpﬂ(vg(pﬂ))mzl ..... q
o€S(p,q)

= Z Z 51gn 51gn )(H%(%(ﬂi)))) <pr+i(UU(T(p+i))))

o€S(p,9) 7€S(p,q) i=1 =1
p+q
= Z sign(o) Hwi(va(i))
UESp+q i=1
=W A AWyt (V1, - Vi)

Fassen wir die wichtigsten Rechenregeln fiir das Dachprodukt zusammen:

Lemma 2.77 (Rechenregeln fiir das Dachprodukt) Es gilt fiir w,0 € A"V’ x,x €
AV und ¢ € A" V' mit p,q,r € Np:

1. Bilinearitat:

(WHD)AX=wWAXF+DAX,
WA(X+X)=wAX+wWAX
(aw) ANx =wA (ax) =a(lwAyx) fireaeK
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2. Assoziativitit: (w A x) Ao =w A (XA @)
3. Antikommutativitit: w A x = (—1)P1x Aw

Beweis: Die Bilinearitdat ist unmittelbar klar nach der Definition des Dachprodukts.
Es geniigt wegen der Bilinearitit, das Assoziativgesetz und das Antikommutativgesetz
auf der Basis des Dachprodukts aus Lemma 2.74 nachzurechnen. In der Tat gilt fiir

wil,...,wiﬁqw S V'

(Wi, Ao Aw) A (Wi Ao AW ) A Wiggir Ao AWipy )

= Wi, /\.../\wiwqw

= (wil AN /\wl-p) A ((wipﬂ VAN /\wipﬂ) AN (wip+q+1 VAN /\CUZ'M_(H_T))
und

(wil /\.../\wip) /\(wip+1 /\.../\wip+q) = Wi, /\.../\U)Z’p+q = (—1)pqwip+l VAN /\Wip+q /\wil VAN

man beachte hierbei, dass die Permutation, die (1,...,p,p+1,...,p+q)in (p+1,...,p+
q,1,...,p) umordnet, das Signum (—1)?? besitzt, denn mit pg Transpositionen, die zwei
benachbarte Eintrige miteinander vertauschen, kann diese Umordnung vorgenommen wer-
den.

O

Bemerkung 2.78 (Grassmannalgebra) Manchmal fasst man allen p-ten Dachproduk-
te mittels direkter Summe zu einem einzigen Raum

dim V'
AV =@NV =B NV
pENg p=0

zusammen. Das Dachprodukt A : APV’ x ATV’ — AP7V’ wird dann bilinear zu einem
assoziativen Produkt A : AV’ x AV’ — AV’ fortgesetzt. Damit wird (A V', A) zu
einer Algebra; sie wird duflere Algebra oder auch Grassmannalgebra iiber V' genannt.
Wir werden diese Zusammenfassung verschiedener Grade zu einem einzigen Raum im
Folgenden praktisch nicht verwenden.

“Ubung 2.79 Zeigen Sie dim A\ V' = 24V,

Wir verallgemeinern nun den aus der Analysis wohlbekannten Riickzug (duale Abbildung)
von Linearformen auf alterniernde Multilinearformen:

Definition 2.80 (Riickzug) Esseien V und W zwei endlichdimensionale K-Vektorraume,
p €Ny, we APW und f:V — W linear. Wir definieren den Riickzug (engl.:pull-back)
f*w e APV’ durch

fro(or, ) = w(f(v1), -, fvp))

fiir vy,...,v, € V. Offensichtlich ist f*w in der Tat alternierend und multilinear.
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Wir formulieren hier einige einfache Eigenschaften des Riickzugs:

Lemma 2.81 (Rechenregeln fiir den Riickzug) 1. Die Abbildung f* : \'W' —
N’ V' ist linear.

2. Funktorialitiat: Sind U, V,W endlichdimensionale K-Vektorrdume und

f

v2-v-1.w

linear, so gilt

(fog) =g of - ANW - A\U
Das Gleiche anders gesagt: Ist

U 2 1%
N
w
ein kommutatives Diagramm linearer Abbildungen, so kommutiert auch folgendes
Diagramm:
/\pU/ g /\pvl
/\pwl

3. (ldv)* - id/\PV/
4. Firwe NPV und x € NV gilt:
[rlwnx)=fwA fx

Wir nennen ein Diagramm von Abbildungen kommutativ, wenn die Komposition der Ab-
bildungen entlang eines beliebigen Pfades nur von Anfangs- und Endobjekt abhéngen,
nicht jedoch vom gewéhlten Weg dazwischen.

Ubung 2.82 Beweisen Sie Lemma 2.81.

Beispiel 2.83 (Riickzug im hochsten Grad = Multiplikation mit Determinante)
Ist f:V =V linear, dimV = n, so gilt fiir allew € N\"V':

ffw = (det flw
Das bedeutet:

f*: /\dimv Vi— /\dimv V' ist die Multiplikation mit det f.
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Beweis: Es sei by, ...,b, eine Basis von V und wy, ..., w, die zugehtrige Dualbasis von
V', Dann ist wy A ... A w, eine Basis von A"V’ und es gilt

frwr Ao Awy) (b, ..., by)
=w A AW (f(B1), ..o, f(DR))
= det(wi(f(b;)))ij=1...n
=det f
= (det flwr A ... Awp(by, ..., by)
denn beziiglich der Basis by,...,b, wird f : V — V durch die Matrix (w;(f(;)))ij=1

dargestellt. Es folgt
Frwi Ao Awy) = (det flug Ao Aw,y,

und hieraus die Behauptung.

Definition 2.84 (Einsetzen von Vektoren in Multilinearformen) Gegebenw € \’'V’
mit p € N und v € V' definieren wir

pw VP S K dw(w, .. wp ) = w(v,wr, . wp ).

iyw 18t eine alternierende Multilinearform vom Grad p —1: i,w € /\p_1 V'. Die Operation
iy, wird Einsetzen von v in w (synonym: Kontraktion oder auch Verjingung von w mit v)
genannt.

Ubung 2.85 (Rechenregeln fiir die Einsetzoperation) Es seienV ein endlichdimen-
sionaler R-Vektorraum und p,q € N.

€1. Zeigen Sie, dass die Einsetzoperation
. P p—1 ‘
z.:Vx/\ V’—>/\ V' (v,w) = dyw
bilinear ist.

2. Zeigen Sie
Lyl = —lylyW
fiir alle v,w € V und w € NPV’ mit p > 2.
3. (Antikommutative Produktregel) Zeigen Sie firv € V, w € N’V’' und x €

/\q V/ .

iy(W A X) = (fw) A X+ (—=1)Pw A (ivX)
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Beispiel 2.86 Es sei ey, ..., e, die Standardbasis von R" > (x; ..., z,) und dzy, ..., dx,
die zugehorige Dualbasis. Weiter seien 41, . . ., i, paarweise verschiedene Indizesin {1, ...,n},
wobei 1 < p < n. Dann gilt:

ieil (d{E“ VANIAN dCL’Z‘p) = dl’h VANRIRAN dl’z‘p, (67)

wobei die rechte Seite im Fall p = 1 als leeres Produkt = 1 zu lesen ist. Ist dagegen
jged{l,...,n}\ {i1,... i}, so gilt

iej (dl’ll VANPIRIAN d.Iip) =0. (68)
Zum Beispiel gilt also im Fall n = 3 mit den Koordinatennamen (x,y, 2) € R3:

i(ay,2) (dT AN dy N dz) = xie, (do A dy N dz) + yie, (dx A dy A dz) + zie,(dx A dy A dz)
= Tie, (dx Ndy N dz) — yie,(dy AN dx N\ dz) + zie,(dz A dx A dy)
=xdy Ndz —ydx Ndz+ zdx N\ dy.

Ubung 2.87 Es sei dxy,. .., dx, die Standardbasis von (R™) und
w=dzr; N ---Ndz,
Weiter sei x ein Punkt auf der Einheitssphire S"~t. Zeigen Sie, dass die Abbildung
x: (TS H" =R, x(v,. . v01) =w(T,v1, ..o, V1)

eine Basis von N\~ (T,8" 1) bildet.

2.6 Differentialformen hoheren Grades

Wir verallgemeinern nun die aus der Analysis 2 bekannte Theorie der 1-Formen auf hohere
Grade. Ab nun betrachten wir den Grundkorper K = R.

Definition 2.88 (p-Formen) Es sei U C R" offen und p € Ny. Eine Differentialform
vom Grad p, kurz p-Form iiber U ist eine Abbildung

w:U — /\p(R”)’.
w 148t sich also eindeutig in der Form

Wy = Z f’il ..... Zp<x> dmh AN dl'ip

1<ir<...<ip<n

schreiben.
Verallgemeinerung auf Untermannigfaltigkeiten: Es sei M eine m-dimensionale C'*-Unter-

mannigfaltigkeit von R"™. Eine p-Form w iiber M ist eine Familie (w,)zey mit w, €
N (T M) fiir alle 2 € M.
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Hierbei bezeichnet dz; € (R") die aus der Analysis 2 wohlbekannte Ableitung der i-ten
Koordinatenfunktion z; : U — R, also die Projektion auf die i-te Koordinate:

d'xi(ylv s 7yn> = Y-

Die p-Form w auf U heifit glatt (bzw. stetig, C*, d.h. k-mal stetig differenzierbar, (Borel-
)messbar, etc.), wenn alle Koeflizientenfunktionen f;,  ; : U — R die entsprechende Ei-
genschaft besitzen. Mit C>(U, AP(R™)’) (bzw. C(U, AP(R™)), C*(U, AP(R™)"), M (U, AP (R")"))
bezeichnen wir den Raum aller glatten (bzw. stetigen, C*, messbaren) p-Formen auf U.
Wir kiirzen auch ab:

Dr(U) = =, \'®Y).

Variante auf Untermannigfaltigkeiten: Eine p-Form w iiber M heifit stetig (C*, glatt, messbar, etc.) wenn
fiir jede Parametrisierung ¢ : U — M, U C R™ offen, die p-Form

¢*w = ((d¢z)*w¢(z))z€U

die entsprechende Eigenschaft besitzt.

Definition 2.89 (Riickzug von p-Formen) FEs sei f : U — V eine differenzierbare
Abbildung zwischen zwei offenen Mengen U C R™ und V' C R". Weiter sei w : V —
A (R™), y — w, eine p-Form, p € Ny Der Riickzug f*w : U — AP’(R™)" wird durch

(f*w)e = (df2) Wiy

fiir x € U definiert. Ausfiihrlich geschrieben:

(ffw)z(vr, ... vp) = W@y (dfz(v1), ..., dfz(vp))

firx € U und vy, ...,v, € R™. Wir erhalten fiir glatte f so eine Abbildung
fr:DP(V)—DPU).
Beispiel 2.90 1. Im Fall p = 1 heifit das

(f'w)e(v) = Wi (dfa(v))

fir U - vV -2 (R™)". Das ist der aus der Analysis 2 bekannte Riickzug von
1-Formen.

2. Riickzug im Grad 0 = Komposition: Im Fall p = 0 (kein Vektor-Argument:
0-Formen sind Funktionen mit Werten in R) reduziert sich der Riickzug auf

f*w:wOfﬁirULVL)]R.
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3. Riickzug im héchsten Grad = Einsetzen und Multiplikation mit der Ja-
cobideterminante: Im Fall p = m = n erhalten wir

(frw)e = (dfs) Wiy = det(Df(2)) - wpa)-

Diese Formel erinnert natiirlich stark an die Transformationsformel, die uns zur
Motivation des Differentialformenkalkiils diente.

4. Riickzug vertauscht mit Ableitung: Ist w = dh fiir ein h € C*(V), so gilt fiir
relU,veR™

(f*w)a(v) = dhye) (dfe(v))
= d(ho f):(v)

wegen der Kettenregel. Das bedeutet:

frdh =d(ho f) = df*h

“Ubung 2.91 (Riickzug vertauscht mit Dachprodukt) Es sei f : U — V eine dif-
ferenzierbare Abbildung zwischen zwei offenen Mengen U C R™ und V' C R™ und w eine
p-Form und x eine qg-Form auf V', p,q € Ny. Zeigen Sie:

frwAx) = (fw) A x)

Beispiel 2.92 Wir berechnen f*(dy; A dys,) fiir die Abbildung f : R3 — R? (y;, 1) =
[(@1, 29, 23) = (w2x3, T172). Es gilt:

fr(dyy N dye) = (f*dyr) A (f*dy2) = df*yr A df*yo

= d(zx3) N d(z122)

= (vodrs + x3dzo) A (1 dTg + T2 d7)

= 2971 drs A dzs —i—acg drs A dry +x3x1 doe A dxg +x329 dXs A dxy
N’ > - =

=—dxzoAdxg =—dx1Adx3 =0 =—dx1A\dxs

= —xox3dry N dxg — :cg dxy A drs — x129 dxy N dxs.

Abstrahieren wir aus dem Beispiel: Wie aus der Analysis 2 schon im Spezialfall von 1-
Formen bekannt ist, wird also der Riickzug einer p-Form

wy= Y Gieiy W ya) dys A Ay,

1<i1<...<ip<n

unter einer differenzierbaren Abbildung

oz, zm) = W, yn) = (filzr, s zm)y oo fo(@, o Tm))

in praktischen Rechnungen durch Einsetzen von
i = filxy, ... xm), i=1,...,n
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und Vereinfachung mit den Rechenregeln fiir Ableitung und Dachprodukt gebildet:

(frwe = > Guea,(Flr . mm))dfs (1, zn) A A (2, ).

1<i1<..<ip<n

In diesem Sinne ist der Riickzug — wie schon in der Analysis 2 — identisch mit der Finsetz-
oder Substitutionsoperation.

Ubung 2.93 1. Essei g: R? = R?, (2,9) = g(r, ) = (rcos @, 7sin p) die Polarkoor-
dinatenabbildung. Zeigen Sie:

g*(dx Ndy) =rdr Nde.
Wir nennen rdr A dp das “Fldchenelement in Polarkoordinaten”.

2. Essei g : R® — R3, (x,9,2) = g(r,9,9) = (rsindcose,rsindsinp,rcosd) die
Kugelkoordinatenabbildung. Zeigen Sie:

g (dx Ady A dz) = r*sinddr AdY A dep.

Wir nennen dies das “Volumenelement in Kugelkoordinaten”.

Lemma 2.94 (Funktorialitit des Riickzugs) Es seien U v Sw differenzier-
bare Abbildungen zwischen offenen Mengen U C R, V. C R™ und W C R™. Weiter sei
w: W — ANP(R") eine p-Form diber W, p € Ny. Dann gilt

f(g'w)=(go f)w)|,

also

ffog"=(gof)

2 1%
X 7

w
ein kommutatives Diagramm glatter Abbildungen zwischen offenen Mengen, so kommutiert
auch folgendes Diagramm:

Insbesondere gilt: Ist
U
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Man beachte, dass die Pfeilrichtungen beim Riickzug umgedreht werden.
Beweis: Es seien z € U und vy, ..., v, € R". Dann folgt mit der Kettenregel:

(f(gw))e(vr, .-y vp)

= (9"wW) () (dfe(v1), - - -, dfu(vp))

= Wy(7() (A9 1) (dfe(v1))s - dgs ) (dfiu(vp)))

= Wyor@)(d(g 0 fa(v1), ..., d(go f)a(vp))

=((go f)w)a(vr,...,vp). -

Das Integral einer n-Form {iber R" wird einfach als das Integral ihres Koeffizienten bzgl.
der Standardvolumenform (= Determinante) definiert:

Definition 2.95 (Integral iiber Formen vom héchsten Grad) Es sei U C R" of-
fen, w : U — A"(R™)" messbar,

w= fdry AN... Ndz,,
und A € B(U). Dann definieren wir

[ o

/Af(:c)dxl/\.../\d:vn ::/Af(x))\n(dx)

wobei damit auch gemeint ist, dass die linke Seite genau dann definiert sein soll, wenn
die rechte Seite definiert ist (kein undefinierter Ausdruck “co — oo”). Wir nennen w
integrierbar, wenn f integrierbar ist.

also

In missbréuchlicher Notation (unter Ignorierung des Typproblems, dass Mafle und Formen
vollig verschiedene Typen haben) kann man sich das symbolisch so merken:

dry A ... Ndx,“=" A\, (dx)

integrierbare n-Formen == signierte Mafle mit Dichte

Mit dieser Definition des Integrals kénnen wir die Transformationsformel nun so schreiben:

Satz 2.96 (Transformationsformel in Differentialformnotation) Es sei g : U —
V ein C-Diffeomorphismus zwischen zwei offenen Mengen U,V C R™. Weiter sei w eine
messbare n-Form auf V und A € B(V). Wir nehmen an, dass die Jacobideterminante
det Dg ein einheitliches Vorzeichen auf A besitzt. Dann gilt

[ go==[v

g~ 1[A] A

mit den Vorzeichen “+7 fiir det Dg > 0 und “—7” fir det Dg < 0. Die Formel ist wieder so
gemeint, dass das linke Integral genau dann existiert, wenn das rechte Integral existiert.
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Beweis: Es sei
wy = fy)dyy A ... ANdyy

mit y = (y1,...,y,) € V. Dann gilt fiir alle z = (xy,...,2,) € U:

(g"w)e = f(g(@)) - (g"(dys A ... Adyn))e = (f o g)(x) - det Dg(x) day A ... A dy,

also nach der Transformationsformel

[ gw= [ rogla)det Dyla) hida)
g Al g 'A]
= sgn(det Dg) / fog(z)|det Dg(z)| A\ (dz)

974l

= sgn(det Dg) /A f(y) An(dy)

= sgn(det Dg)/w.
A

OJ

Definition 2.97 (Orientierungstreue) Ein Diffeomorphismus g : U — V heifit ori-
entierungstreu, wenn det Dg > 0 gilt, und orientierungsumkehrend, wenn det Dg < 0
gilt.

Fiir orientierungstreue Diffeomorphismen ¢ : U — V gilt also
[ o=
g [A] A

fiir messbare A C V.
Wir definieren nun eine p-dimensionale Verallgemeinerung des Kurvenintegrals:

Definition 2.98 (Integral iiber Formen) Es seien U C R? und V' C R"™ offen, w eine
messbare p-Form auf V und ¢ : U — V stetig differenzierbar. Wir definieren

f(p w:= [, p'w

falls das rechte Integral definiert ist.

Im Spezialfall p = 1 ist das das aus der Analysis 2 bekannte Kurvenintegral.l4

Das Integral &ndert sich nicht bei einer orientierungstreuen Umparametrisierung:

“Im Spezialfall p = 0, U = R = {()}, ¢ € Vi0} = V| der so trivial ist, dass er paradoxerweise
schwierig aussieht, ist es einfach die Auswertung w(yp).
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Lemma 2.99 (Invarianz des Integrals unter orientierungstreuer Umparametrisierung)
In der Situation von eben sei ein kommutatives Diagramm

T " ¢[U] CR"
?://f/

also p = pog mit einem orientierungstreuen Diffeomorphismus g zwischen offenen Men-

gen U, U C RP gegeben. Dann gilt
/ w= / w.
@ ®

Beweis: Nach der Transformationsformel gilt:
/wszowwszﬁwszwsz
@ U U U "

Beispiel 2.100 Es sei U = R* x| —m,7[, V. = R*\ (] = 00,0] x {0}), g : U = V,
g(r,p) = (r cos g, rsin ) die Polarkoordinatenabbildung und A € B(V'). Nach Ubung 2.93
gilt

O

g*(dx Ndy) =rdr \de.
Es folgt

)\Q(A):/dx/\dy:/ 1[A]rdr/\dn,o.
A g-

Dies rechtfertigt den Namen “Fléchenelement in Polarkoordinaten” fiir r dr A dep.

Ubung 2.101 (Volumen eines Kugelschalensektors) Berechnen Sie fiir 0 < a < b
und ¢ > 0 das Volumen A3(S) des Kugelschalensektors

Si={(z,y,2) eR*| 2> 0, a®> <a® +y* + 2° <V?, 2 <P +¢°)}

Versuchen Sie sich S anschaulich vorzustellen.
Hinweis: Transformieren Sie in Kugelkoordinaten.

“Ubung 2.102 (Fliche eines Hyperbelsektors) Berechnen Sie fiir a > 0 den Flicheninhalt
Ao(A) des Hyperbelsektors

A ={(rcoshs,rsinhs)|0<r<1,0<s<a}

und vergleichen Sie mit der (damals anschaulich-heuristischen) Rechnung aus der Analy-
sis 1.
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“Ubung 2.103 Uberzeugen Sie sich davon, dass das Volumenelement in beliebigen krumm-
linigen Koordinaten y = (y1,...,¥»), © = f(y) mit einem Diffeomorphismus f : U — V,

U,V C R" offen, durch
wy = \/det g(y)dys A ... ANdy,

gegeben wird, wobei ¢ = Df'Df : U — R™" die zugehorige “Riemannsche Metrik”
bezeichnet:

)\n(f[A]):/A\/detg(y)dyl/\.../\dyn, A e BU)

2.7 Riemannsche Metrik und Oberflichenmafle

Um Oberflichenmafle auf Untermannigfaltigkeiten einfithren zu koénnen, brauchen wir
einen Volumenbegriff in jedem Tangentialraum. Ein solcher wird durch die Wahl eines Ska-
larprodukts in jedem Tangentialraum festgelegt. Aus diesem Grund studieren wir zunéchst
ortsveranderliche Skalarprodukte und, etwas allgemeiner, Bilinearformfelder:

Ist V' ein R-Vektorraum, so bezeichne Bilin(V') den Vektorraum aller Bilinearformen g :
V xV — R. Hat V die Dimension n € N mit einer Basis by, ...,b,, so ist Bilin(V)
n?-dimensional, und jedes g € Bilin(V') wird durch die zugehorige Matrix

G= (.%u/)u,l/:l ..... n — (g(b,ua bl/>> e R™"
dargestellt. Anders gesagt: Bezeichnet b/, ...,/ die Dualbasis von V' zu by, ..., b, und
®: V' x V' = Bilin(V), w® x(v,w)=w)x(w)
(w,x € V', v,w € V) das Tensorprodukt von Linearformen, so gilt:
9=2.2 9wt ®Y,
p=1 rv=1

Mit Bilin®(V) C Bilin(V) bezeichnen wir die Teilmenge aller Skalarprodukte, also al-
ler positiv definiten symmetrischen Bilinearformen auf V. Ist f : W — V eine lineare
Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen, so wird der Riickzug von Bilinearformen durch

f* ¢ Bilin(V') — Bilin(WW)
frg(wi,wa) == g(f(w1), fwz))

fiir g € Bilin(V'), wy, wy € W definiert. Im Spezialfall, dass ¢ alternierend ist, kennen Sie
diesen Riickzug natiirlich schon.

“Ubung 2.104 Zeigen Sie: Ist f : W — V eine injektive lineare Abbildung und g €
Bilin* (V) ein Skalarprodukt, so ist auch f*g € Bilin™ (W) ein Skalarprodukt.
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“Ubung 2.105 (Riickzug von Bilinearformen in Matrixdarstellung) Fs sei f : R™ —
R"™, f(x) = Fz eine lineare Abbildung, dargestellt durch eine Matriz F € R™*™. Weiter

sei g € Bilin(R") eine Bilinearform, dargestellt beziiglich der Standardbasis von R™ durch
eine Matriz G € R™". Zeigen Sie, dass f*qg durch die Matrix FIGF € R™ ™ dargestellt
wird.

Ein ortsabhéngiges Skalarprodukt nennt man eine Riemannsche Metrik:

Definition 2.106 (Riemannsche Metrik) Es sei U C R" offen. Eine Riemannsche
Metrik auf U ist eine stetige Abbildung g : U — Bilin™ (R").

Ist allgemeiner U eine C'-Untermannigfaltigkeit von R™, so wird eine auf U definierte Abbildung g mit
g» € Bilin™ (T, U) fiir alle 2 € U eine Riemannsche Metrik auf U genannt, wenn alle Koeffizienten von g

in einer Koordinatendarstellung stetig sind. Hierbei bezeichnet T,U den Tangentialraum von U in x.

In Matrixdarstellung wird eine Riemannsche Metrik also durch eine Abbildung G =
(9)pp=1,.n » U — R™™ mit Werten im Raum der positiv definiten symmetrischen

Matrizen dargestellt:
g= ZZguudxM@)dx,,

pn=1 v=1
Fiir uns sind fast ausschliefSlich glatte Riemannsche Metriken interessant.
Ist f : V — U eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen zwei offenen Mengen
V CR™ U CR" und g eine Riemannsche Metrik auf U, so wird der Riickzug von g mit
f durch

fg:V = Bilin(R™), (f*9)e := (df2)" 95
definiert.

Der Riickzug einer Riemannschen Metrik unter einer stetig differenzierbaren Abbildung zwischen Unter-

mannigfaltigkeiten wird analog definiert.

“Ubung 2.107 Zeigen Sie: Es seien V. C R™, U C R” offen und f : V — U eine
Immersion, d.h. f sei stetig differenzierbar und df, besitze an jeder Stelle x € V' den Rang

m. Zeigen Sie: Der Riickzug f*¢ einer Riemannschen Metrik g auf U ist eine Riemannsche
Metrik auf V. Wird g durch G = (¢ ) pp=1....n : U — R™ ™ dargestellt, so wird f*g durch

V oz Df(x)-G(f(z)) - Df(z) € R™™
dargestellt.

Ubung 2.108 (Stereographische Projektion und hyperbolische Ebene) 1. Es
sei f:R? — §2 C R3,

21, 215 1— a2 — x%)

r1,22) = (Y1, Yo, Y3) = ; ;
Fz1,22) = (y1, Y2, ys) (g;%+x§+1 Pt ai+ 172+ a3+ 1
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die (inverse) stereographische Projektion. Uberzeugen Sie sich davon, dass f(x1,z»)
der zweite Schnittpunkt der Geraden durch (0,0,—1) € S% und (zy, x,0) mit der
Sphiire S? ist.

Berechnen Sie f*g fiir die euklidische Metrik
g = dy1 ® dy1 + dy> ® dys + dy3 ® dys.
Uberzeugen Sie sich davon, dass
ffg=a-(dry ® dry + dre @ dxs)
fiir ein o : R?2 — R* gilt. Man sagt hierzu: f ist konform oder auch winkeltreu.

. Hyperbolische Variante: Gegeben sei die indefinite symmetrische Bilinearform
h=dy @ dy; + dys @ dys — dys ® dys
und das zweischalige Hyperboloid
H={yeRny,y) = -1} = {(y1,42.93) €R’| yf + 45 — 5 = 1}

sowie die (inverse) hyperbolische stereographische Projektion f: D — H,

2I1 21‘2 1+$%+$3
l—a?—a23’1—a22 -2 1—23—2a2 )’

[, x2) = (y1, 92, y3) = <

wobei D = {(x1,15) € R?| 2} + 23 < 1} die Einheitskreisscheibe bezeichnet.
Uberzeugen Sie sich davon, dass f(zq,x2) der zweite Schnittpunkt der Geraden
durch (0,0,—1) € H und (z1, x3,0) mit dem Hyperboloid H ist.

Berechnen Sie g := f*h und {iberzeugen Sie sich davon, dass
g=a-(dry ® dry + dre ® dxy)
fiir ein o : D — R* gilt. Insbesondere ist g positiv definit, also eine Riemannsche

Metrik auf der Einheitskreisscheibe.

g wird die Poincaré-Metrik auf D genannt. Die Einheitskreisscheibe D, versehen
mit dieser Riemannschen Metrik, wird Poincaré-Modell der hyperbolischen FEbene
genannt.

Anschaulich gesagt legt eine Riemannsche Metrik einen “Lingenbegriff” fest. Dieser ist
notig, um Langen von Kurven, Flacheninhalte von (gekriimmten) Fldchen und allgemeiner
Oberflichenmafe zu definieren.

Motiviert durch die Ubung 2.54 definieren wir:
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Definition 2.109 (Riemannsche Volumenform) Es sei g : U — Bilin* (R"),

n

g = Z Guv dx,u ® dz,

p=1 v=1

eine stetig differenzierbare Riemannsche Metrik auf einer offenen Menge U C R”. Mit der
(leicht missbrauchlichen) Notation det g := det(gu)uv=1,..,n definieren wir die Riemann-
sche Volumenform zu g durch

wd = /detgdry N ... Ndx,.

Das zugehorige Mafl auf B(U) wird mit dem gleichen Symbol bezeichnet:

wI(dz) := /det g, \p(dx), € U.
In Verallgemeinerung der Ubung 2.103 erhalten wir:

Lemma 2.110 (Kovarianz der Riemannschen Volumenform) Es seien V.U C R"
offen, g eine Riemannsche Metrik auf U und f : V — U ein orientierungstreuer Diffeo-

morphismus. Dann gilt'd
ffw? = w!'9.

Fiir die zugehorigen Riemannschen Volumenmafe gilt also
flw™9] = w?.

Beweis: Die Riemannsche Metrik g bzw. f*g werde durch G : U — R™" baw. G : V —
R™*™ dargestellt. Wegen

G(r) = Df(z)" - G(f(x)) - Df(x), ze€V
folgt mit der Abkiirzung y = f(z):
det(f*g), = det G(z) = det(Df(z))*det G(y) = det(Df(z))*det g,
also wegen det Df > 0:

wfg = y/det(f*g). dry A ... ANdzy,
= /detg,det Df(z)dwy A ... Adx,
= \/det g, f*(dyy A ... Adyy)

= (f"w?)s.

Die Behauptung fiir die zugehorigen Riemannschen Volumenmafle folgt hieraus mit der
Transformationsformel.

I5Fiir orientierungsumkehrende Diffeomorphismen gilt eine analoge Formel mit umgekehrtem Vorzei-
chen. Bei den zugehorigen Riemannschen Volumenmafen ist dagegen auch fiir orientierungsumkehrende
Diffeomorphismen kein Minuszeichen notig.
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Korollar 2.111 (Oberflichenmaf3 auf Untermannigfaltigkeiten) FEs sei M eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und o das Standardskalarprodukt auf R™ (oder
auch eine beliebige Riemannsche Metrik auf M ).

1. Sind ¢; : U; — ¢;(U;] =V; C M, j=1,2, U; CR" offen, zwei Parametrisierungen
von in M offenen Mengen, dann stimmen die BildmafSe ¢, [w?59] der Riemannschen
Volumenmafe w?® dber Vi N Vs iiberein:

d1[w’i7)(A) = 2[w??)(A) fiir A € B(Vi N V3)

2. Es gibt genau ein Maf wM auf (M,B(M)), so dass fiir alle Parametrisierungen
¢:U—olUl=V CM (UCR" offen) und alle A € B(M) mit AC 'V gilt:

W (4) = oW 7](A).

Dieses Mafl w? heiit Oberflichenmafl (bzgl. o) auf M.
Beweis: Teil 1.: O.B.d.A. diirfen wir V; = V5 annehmen; sonst verkleinern wir U; und V;
wenn notig. Es sei f = ¢y oy : U — Uy der Kartenwechsel; insbesondere gilt ¢ = ¢y0 f
und daher
¢10 = ;0.

Es folgt fiir die zugehorigen Volumenmafe:

flw?i] = flw!"929] = W
nach Lemma 2.110. Die Behauptung ergibt sich daraus so:

$2[w?27] = Go[ flw?7]] = b1 [w?T7].

Teil 2. folgt unmittelbar aus Teil 1. und aus den folgenden beiden Ubungsaufgaben:
Abzéihlbar viele Parametrisierungen reichen zur Uberdeckung von M aus, denn jede offene
Uberdeckung von M enthélt eine abzéhlbare Teiliiberdeckung.

O

Ubung 2.112 (Zusammensetzen eines Mafles aus Stiicken) Essei (M, A) ein me8-
barer Raum, (V;);c; eine Familie von messbaren Mengen V; € A, die eine abzdhlbare
Uberdeckung (V;);e; von M umfaBt: J C I abzihlbar, Ui, Vi = M. Fiir jedes i € I sei
i ein MaB auf (V;, A;), wobei A; = {4 € A| A C V;}. Weiter gelte 1;,(A) = p;(A) fiir alle
i,7 € I und alle A € Amit A C V;NV,. Zeigen Sie, dass es genau ein Maf3 p auf A gibt,
so dass u(A) = u;(A) fir alle i € I und A € A; gilt.

“Ubung 2.113 Zeigen Sie: Jede offene Uberdeckung einer beliebigen Menge M C R”
enthélt eine abzédhlbare Teiliiberdeckung.

Hinweis: Verwenden Sie, dass es nur abzdhlbar viele Quader in R™ mit rationalen Fck-
punkten gibt.
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Bemerkung: Im wichtigen Spezialfall, dass schon eine einzige Parametrisierung ¢ : U —
V = M geniigt, die ganze Mannigfaltigkeit M zu parametrisieren, erhélt man also die
Oberflachenformel

wM(A) = / Vdet G(z) N\, (dz), A€ B(M),
= 1[A]

wobel

G(z) = Df(x)'1d Df(x) = Df(x)'Df(z), x€U

die darstellende Matrix des mit f zuriickgezogenen euklidischen Standardskalarprodukts
f*o bezeichnet. G(x) ist also Gramsche Matrix der Jacobimatrix D f(x) von f.

Definition 2.114 (Orientierbarkeit) Eine Untermannigfaltigkeit M von R™ heifit ori-
entierbar, wenn sie einen Atlas (= Uberdeckung mit Karten) besitzt, deren Kartenwechsel
alle positive Jacobideterminante besitzen. Eine Orientierung von M ist ein maximaler sol-
cher Atlas. Zeichnet man eine Orientierung von M aus, nennt man M und auch Karten
(und ihre Inverse) in dieser Orientierung orientiert.

Fiir orientierte glatte Untermannigfaltigkeiten von R"™ konnen wir eine Oberflichenform
wM auszeichnen, also Familie von Formen w™ e A™™(T, M), z € M mit (dpy)*w)! =
w?"? fiir jede orientierte Parametrisierung ¢ : U — M mit x € U, y = ¢(x). Fiir nicht ori-
entierbare Mannigfaltigkeiten ist das so nicht moglich wegen des Vorzeichenproblems beim
Kartenwechsel. Obwohl auch nicht orientierbare Mannigfaltigkeiten ein Oberflichenmaf}
besitzen, kommt das nicht von einer stetigen Volumenform.

Beispiel 2.115 Die Sphiren S™ = {x € R""!| ||z||, = 1} sind orientierbar, das Mébiusband
M = {(cos(2z),sin(2z),y cosz,ysinx)| z,y € R} jedoch nicht.

Ubung 2.116 (Oberfliichenform aus Volumenform durch Einsetzen von Nor-
malenvektoren) Es sei M eine Hyperfliche in R", also 1-codimensionale Untermannig-
faltigkeit. Weiter sei ¢ : U — M eine surjektive Parametrisierung von M, U C R"~! offen.
SchlieBlich sei N : M — R™ ein normiertes Normalenvektorfeld auf M, d.h. N(y) L T, M
(Orthogonalitit beziiglich des Standardskalarprodukts gemeint) und || N (y)|l2 = 1 fur alle
y € M. Es gelte det(N(¢(x)), Do(x)) > 0 fiir alle z € U. Zeigen Sie fiir alle A € B(M):

wM(A) = “(inAn),
W= o

wobei A, = dxqA. . .Adx, die Standardvolumenfom bezeichnet und ¢*(ixAn )z = ddk(in(o(z)An)
firz e U.

Beispiel 2.117 (Kugeloberfliche) Wir parametrisieren die Einheitssphére S? bis auf
eine w¥’-Nullmenge durch

frU=0,a[x] —m 7 = V= S\ {(2,y,2) € $*[ y = 0,2 < 0},
f(8,¢) = (sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos §).
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Wir berechnen

frowe = [(de@ dr+dy ® dy+dz © dz)
= d(sinf cos ¢) ® d(sin 0 cos ¢) + d(sin 0 sin ¢) ® d(sin @ sin ¢) + dcos @ dcos b
= df ® dfl + sin® 0 do ® do

und daher wegen 0 < 0 < T

det(f*0)9,¢) = |sinf| = sin6,

wlygy = sinfdo A do.

Integration liefert die Kugeloberfliche
wSQ(SQ) :wSQ(V):/wf*”:/ / sinf df d¢ = 4.
U —m JO

Definition 2.118 (Integral iiber Formen auf orientierten Untermannigfaltigkeiten)
Es sei M eine m-dimensionale orientierte C''-Untermannigfaltigkeit von R"™ und w eine
messbare m-Form tiber M. Wir nennen w nichtnegativ (manchmal etwas unprézise auch
positiv), wenn fiir jede orientierte Karte ¢ : U — M, U C R™ offen, einer in M offenen
Teilmenge V' = ¢[U] C M die Koeffizientenfunktion f, : U — R in der Koordinatendar-
stellung

O'w = fodry N ... Ndzy,

nichtnegativ ist: f, > 0. Ist nun (¢; 1. Vi — U))ier ein abzihlbarer Atlas von M, also

(¢i : Ui = ¢;[U;] = Vi)ier eine abzdhlbare Familie von Parametrisierungen mit  J,., Vi =
M und (A;);es eine Familie von paarweise disjunkten messbaren Mengen A; C V;, die M
iiberdeckt, so definieren wir fiir nichtnegative messbare m-Formen w iiber M:

W= o;w.
/M Z/%I[Ai]

Offensichtlich hiangt diese Definition weder von der Wahl der Parametrisierungen ¢; noch
von der Wahl der A; ab.

Ist w nur messbar, aber nicht notwendig positiv, so zerlegen wir w in “Positiv- und Nega-
tivteil” (beziiglich der vorgegebenen Orientierung von M ):

W=wy —w_,

wobei w4 nichtnegativ sein soll und (w4 ), = 0 oder (w_), = 0 fiir alle x € M, damit die
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Zerlegung eindeutig wird, und ist [}, wy oder [, w_ endlich, so setzen wir'e

fiom [ o

Sind sowohl [, w, als auch [,, w_ endlich, so nennen wir die Form w auf M integrierbar.
Wir setzen fir A € B(M) auch
/ w = / 1 AW,
A M

wann immer das Integral rechts wohldefiniert ist.

Ubung 2.119 (Flichen von Kreisscheiben in der hyperbolischen Ebene) Berechnen
Sie die Flichenform (= 2-dimensionale Volumenform) zur Poincaré-Metrik. Berechnen Sie
die Fliche A, der Kreisscheibe D, = {(z,y) € R?| 2> + y? < r} und die Linge R, ihres
Radius C, = {(z,0)] 0 < =z < r} fir 0 < r < 1 im Poincaré-Modell der hyperboli-
schen Ebene, also nicht im euklidischen Sinn. Berechnen Sie lim,_,o 7, und lim,_,; w, fiir

7, = A,./R%

Ubung 2.120 (Kartenwechsel zwischen Poincaré-Modell und Kleinschem Mo-
dell der hyperbolischen Ebene) Aus Teil 2. der Ubung 2.108 seien gegeben: das Hy-
perboloid H, seine positive Schale H. := {(y1,v2,y3) € H| y3 > 0}, die indefinite sym-
metrische Bilinearform h und die hyperbolische stereographische Projektion f: D — H,
auf der Einheitskreisscheibe D. Weiter sei

1

2 2

k:D— Hy, k(x,z5)=

(ZL‘h T, ].)

Berechnen Sie die Riemannsche Metrik k*h auf D und die zugehérige Flichenform w*™”,

dargestellt beziiglich der Standardbasis auf Bilin(R?) bzw. auf \*(R?)’. Berechnen Sie den
Kartenwechsel ¢ := f~'ok: D — D explizit. Bestitigen Sie die Aussagen ¢* f*h = k*h
und ¢*w! ™" = WF™" auf zwei Weisen:

a) Abstrakt mit den Eigenschaften des Riickzugs,
b) Rechnerisch mit der expliziten Darstellung von ¢.

Das Paar (D, k*h) wird Kleinsches Modell der hyperbolischen Ebene genannt.

w = o;w
/M Z /w[AA

iel
stets gilt, wenn die linke Seite definiert ist, aber es moglich ist, dass hier die rechte Seite zwar definiert
und endlich ist, die linke Seite jedoch undefiniert. In diesem Fall héngt die rechte Seite von der Wahl der
¢; und A; ab, so dass eine Definition von f @ dann nicht sinnvoll ist.

16Man beachte, dass die Darstellung
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Ubung 2.121  a) Essei f :]a,b[— R* eine glatte Abbildung. Der Graph von f werde
im Raum um die z-Achse rotiert:

M :={(x,y,2) e R*| > + 22 = f(2)?, a < = < b}.
Zeigen Sie, dass M den Fléacheninhalt

A= 277/ F@I+ Fl@) de

besitzt.

Hinweis: Verwenden Sie Parametrisierungen der Gestalt k(z,t) = (z, f(z) cost, f(z)sint).

b) Berechnen Sie den Oberflicheninhalt des Rotationsellipsoids
E={(z,y,2) R} a2+ b %> +b 22* =1}

fiir gegebene a,b > 0. Was erhilt man fiir festes b > 0 in den Limiten a — 0 bzw.
a—b?
Hinweis: Arbeiten Sie dabei entweder mit der Formel aus a) oder mit geeignet ska-
lierten Kugelkoordinaten oder mit einer geeignet skalierten stereographischen Pro-
jektion.

Ubung 2.122 (Integral iiber Blitterungen durch Hyperflichen) 1. EsseiU C
R"™ offen und f : U — R stetig differenzierbar mit df, # 0 fiir alle € U, so dass
die Niveaugebilde M, := f~'[{t}], t € R Hyperflichen in R™ (oder leer) sind. Zeigen
Sie fiir alle g € M (U, B(U)):

/Ugd/\n:/R/Mt%wMt(dx)dt.

2. Uberzeugen Sie sich davon, dass man im Spezialfall U = R" \ {0}, f(z) = ||z
hieraus wieder die Formel (62) aus Ubung 2.56 erhilt.

2.8 Die duflere Ableitung
Erinnern Sie sich an die Analysis 2: Die Ableitung f von Funktionen liefert eine Abbildung

d: C=(U)="D"U)— D' (U),
fdf = Z % d;,

(U C R" offen). Einer Idee von Cartan folgend, verallgemeinern wir nun die Ableitung
auf p-Formen. Hierbei verwenden wir die Abkiirzung

dry:=dx;, N\ ... Ndx;, (69)
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fir I = (iy,...,3,) € {1,...,n}?, p € Nyg, n € N. Weiter setzen wir
Jpm = {01, ..., ip) € {1,...,n}Pl iy < ... <y}, (70)
so dass (dz)ey,, eine Basis von A"(R")" bildet.

Definition 2.123 (Auﬁere Ableitung) Es seien U C R" offen p € Ny und w : U —
AP(R™) eine stetig differenzierbare p-Form mit der Basisdarstellung

W = Z f[d[E[.

Icdpn

Wir definieren die dufiere Ableitung:

dw:= Y dfi Ndzy= ) %d:ﬂj/\daﬁf

ox;
I€dpn Iedpn j=1 1

Damit erhalten wir eine Abbildung
d:DP(U) — DPH(U)

Man verwechsle diese dufsere Ableitung fiir p > 1 nicht mit der in der Analysis 2 definier-
ten Ableitung, trotz des gleichen Symbols!

Im Spezialfall p = 0 stimmt die &uBlere Ableitung zwar mit der in der Analysis 2 definierten
Ableitung dw iiberein (daher das gleiche Symbol), nicht jedoch fiir p > 1. Bezeichnen wir
voriibergehend die in der Analysis 2 definierte Ableitung mit

dw : U — Hom (R”,/\p(R”)’) .
Fiir p > 1 ist sie in ihren 1 4 p Argumenten i.a. nicht alternierend. Es gilt aber fiir z € U,
Vo, ..., Up € R™

p

dw,(vg, ..., v,) = Z(—l)kdwgc(vk)(vo, e BRS, Up),s (71)
k=0

wobei das gestrichene k-te Argument rechts weggelassen wird, so dass die duflere Ablei-
tung dw eine “alternierend gemachte Variante” der “alten” Ableitung dw ist. Wir wer-
den die “alte” Ableitung dw fiir p > 1 im Folgenden nicht verwenden, so dass keine
Missverstédndnisse zu befiichten sind.

Ubung 2.124 Beweisen Sie die Gleichung (71).
Hinweis: Laplace-Entwicklung von Determinanten

Beispiel 2.125 Es sei w = 21 dzy — x5 dzq auf R?. Dann gilt

dw = dxi A dre — dxg AN dxy = 2dxy A dzg.

162



Im Folgenden formulieren wir viele Aussagen iiber die duflere Ableitung nur fiir glatte
Formen, um die “Buchhaltung”, wie viele Ableitungsstufen wirklich notig sind, zu ver-
meiden. Das erlaubt uns oft eine einfachere Formulierung. Meist gelten die Aussagen
dennoch auch mit weniger starken Regularitdtsvoraussetzungen, ohne dass wir das hier
genauer thematisieren.

Lemma 2.126 (Grundlegende Eigenschaften der duflere Ableitung) Es sei U C
R"™ offen, p,q € Ny.

1. d:DP(U) — DPTYU) ist linear.
2. Die Komposition dod : DP(U) — DPT2(U) verschwindet: *'

3. Produktregel: Es gilt die folgende “antikommutative” Produktregel fiir w € DP(U),
x € DYU):

dw A x) = (dw) A x + (—1)Pw A dx

4. AuBlere Ableitung vertauscht mit Riickzug: Ist f : U — V eine glatte Abbil-
dung in eine weitere offene Menge V- C R™, so gilt fir alle w € DP(V):

df*w = frdw

Beweis: Teil 1. folgt unmittelbar aus der Definition, weil sowohl das “alte” d : C*°(U) —
DY(U) als auch das Dachprodukt - A dz; linear sind.
Zu Teil 2.: Es geniigt wegen der Linearitit von d,

dd(f[ dl’]) =0
fir f; € C*(U), I € J,, zu zeigen. Das folgt so:

—~ Ofr

d(frdzr) = 1.
J

j=1

dr; Ndzy,

also

n n

f]dili'[ Zza axj diCk/\dxj/\dl'[

=1 k=1

O f1
—_— ZZ o, 9 dx; A dxy, A dxy

j=1 k=1

= —dd(f] dSL’[)

1"Diese Aussage und Varianten davon spielen eine fundamentale Rolle fiir die algebraische Topologie,
insbesondere in verschiedenen Kohomologietheorien.
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wegen DD, fr = D;Dy fr und day A dv; = —dx; A dxy,. Wir schlieBen: dd( f; dz;) = 0.
Zu Teil 3.: Wegen der Linearitéit von d und der Bilinearitat von A geniigt es, die Behaup-
tung fiir den Spezialfall

w= frdr;, x=gsdzy
fir I € Jpp, J € Jpp und fr,95 € C°(U) zu zeigen. Hier gilt:

dlw A x) =d(frg;dxr Ndzy)
= d(f[gJ) A dl’[ AN dLL’J
= (frdgs + gsdfr) ANdxy A dxy (mit der “gewohnlichen” Produktregel)
= dg; N\ d Ad dfi Ndxy Nd
Jr dgs Ty ry+gsdff Ndxr Adwy

1-Form p—Form

= (=1)P(frdxr) A (dgs A dxy) + (dft Adzr) A (gsday)
= (—=1D)Pw Adx + (dw) A x.

Zu Teil 4.: Wegen der Linearitédt von d und von f* geniigt es, die Aussage im Spezialfall
w = gdry mit g € C°V), I = (i1,...,%) € Jpn zu zeigen. Es seien f; = z; o f,
7 =1,...,n, die Komponenten von f. Dann gilt

f*d.Tj = d(l'] 9] f) = df]’,
also
f*dl’[ = f*(dl'“ VANRIAN dl’z‘p) = dfll NN dfzp
und

d(f*dl’[> = d(df“ FANAN dfip)

=0

u PN
=3 (=), Ao ddfy, A Adf, =0
=1 ~~~

I-te Stelle

Ebenso gilt d(dz;) = 0. Es folgt:

df*w = df*(gdws) = d((go f) - [ dxy)
=d(go f) N frdxr+(go [f)-d(f dx)
=0

= (f*dg) A (f*dxr) = f*(dg N dx;) = frdw.
Man nennt die Folge von Abbildungen

DY) > DY (U) 4 DA(U) —- D3} (U) 2 - .

auch den de-Rham-Komplez, wobei das Wort “Komplex” dafiir steht, dass die Komposition
je zwei aufeinanderfolgender Abbildungen verschwindet: d o d = 0.
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Beispiel 2.127 Es sei w = z;dzy und f : R? — R?, f(uy,us) = (ug, ujus). Dann gilt
einerseits
[fw= f"(z1drs) = us d(ugug) = ug duy + ujug dus

und daher
df*w = d(u3) A duy + d(ujug) A dusg
= —2U2 du1 VAN dUQ “+ Uy dUQ VAN dUQ “+usg du1 VAN d’LLQ
=0
= —U2 du1 N dUg.
Andererseits:

dw = dx1 A dxo,

frdw = dug A d(uyusg)

= du2 VAN (u1 dUQ + Uo dul)

= uy dus A dug +us dus A\ duy = —ug duq N dus.
=0

Es gilt also df*w = f*dw, wie es nach dem Lemma sein muss.

“Ubung 2.128 Esseien w = ye *" dz+e %" dz und A = z dy+dz. Berechnen Sie zunéchst
w A A, dw und d\. Berechnen Sie daraus d(w A A) unter Verwendung der Produktregel
und auch ohne diese; versuchen Sie, auf beiden Wegen iibereinstimmende Ergebnisse zu
erreichen.

“Ubung 2.129 Berechnen Sie dw, f*w, f*(dw) und d(f*w) fiir die 1-Form w = x dy—y dx
auf R? und die Abbildung

f:R* = R?  f(r,¢) = (rcos¢,rsing).

2.9 Entsprechungen der dufleren Ableitung in der klassischen
Vektoranalysis: Gradient, Rotation und Divergenz

In der klassischen Vektoranalysis, insbesondere iiber R3, arbeitet man eher mit Vektor-
feldern statt mit p-Formen. In diesem Abschnitt iibersetzen wir die Formen-Sprechweise
in die traditionelle Sprache. Dabei verwenden wir den Isomorphismus zwischen Vektoren
und 1-Formen, der von einem Skalarprodukt kommt:

Erinnerung an die Lineare Algebra:

Ist g : V xV — R ein Skalarprodukt auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum V,
50 st

by : V= V', by(v) = g(v, ), also by(v)(w) = g(v,w)
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ein Isomorphismus.'8

Beispiel 2.130 Ist g = o das Standardskalarprodukt auf R”, also

n

o(v,w) = Zviwi = v'w,

i=1
SO ist

by (V) = ivi dx;.
i=1

In Komponentenschreibweise entspricht dem die Transposition:

t
U1 U1

— : = (V1,..., ).

Un Un,

In diesem Abschnitt beschréinken wir uns auf das Standardskalarprodukt g = o.
Erinnern Sie sich an die Analysis 2:

Definition 2.131 (Vektorfeld) Es sei U C R" offen. Ein Vektorfeld iiber U ist eine
Abbildung Y : U — R"™: Jedem Ortspunkt wird ein Vektor zugeordnet.

Anwendungsbeispiele fiir Vektorfelder:
e Geschwindigkeitsfeld, z.B. Windfeld auf Wetterkarten,
e clektrisches Feld,

e magnetisches Feld.

18 Zur Notation: Das Zeichen “b” soll an die Notenschrift in der Musik erinnern, in der es das “Her-
unterziehen” eines Tons um einen Halbton bedeutet. Dies hat folgenden Hintergrund: In der klassischen
Riemannschen Geometrie und in der Allgemeinen Relativitdtstheorie von Albert Einstein, die darauf
aufbaut, schreibt man Koeffizienten eines Vektors beziiglich einer Basis mit oberen Indizes, also z.B. x*,
wéhrend man Koeffizienten einer Linearform beziiglich der zugehorigen Dualbasis mit unteren Indizes,
also z.B. z,, schreibt. Dem Isomorphismus b, : V' — V' entspricht dann das “Herunterziehen” eines
Index, etwa

T, = ng,x” fir by(x)=g(z,-)
v=1

wobei g,,,, die Koeffizienten von g in der zugehorigen Basisdarstellung bezeichnet. Einer Konvention von
Einstein folgend, &8t man auch noch das Summenzeichen weg:

v
Ty = Guvl

Wir verwenden diese klassische Indexnotation und Einsteinsche Summenkonvention hier nicht.
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Mit Hilfe des Standardskalarprodukts (und allgemeiner mit jeder Riemannschen Metrik
g, also mit ortsabhingigen Skalarproduktfeldern) kénnen wir Vektorfelder in 1-Formen
umrechnen und umgekehrt:

Lemma 2.132 (Isomorphie zwischen Vektorfeldern und 1-Formen durch Ska-
larprodukt) Gegeben sei eine glatte Riemannsche Metrik g auf U. Die Abbildung

by : C(U,R™) — C>(U, (R™)),
by (V) () = g2(V (), )

st ein Isomorphismus.

Einen Spezialfall davon kennen Sie schon aus der Analysis 2, die Umrechnung zwischen
Gradient und Ableitung mit dem euklidischen Skalarprodukt o:

bo(V)(2) = o(V(),-) = Z Vi(z) dz;

fir V= (Vi,...,V,)t € C=(U,R"), x € U, insbesondere'®

vo(grad f) = b, (Vf) =df, o(Vf(z),-) = df(x)
fir f € C®(U), z € U.

Ahnlich kann man Vektorfelder in n — 1-Formen umrechnen, sobald eine Volumenform
ausgezeichnet ist:

“Ubung 2.133 (Isomorphie zwischen Vektoren und n — 1-Formen durch Volumenform)
Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum und w eine Basis von \" V', so ist

n—1
*W:V—>/\ V' ku(v) =iy (w) =w(v, o.oiyr)
n—1
Argumente

ein Isomorphismus.
Wir sind hier besonders am Fall der Standardvolumenform?°

Ay =dzi A ... ANdxy,

9Erinnerung an die Definition des Gradienten aus der Analysis 2: Der Gradient ist die Transponierte
der Jacobimatrix einer reellwertigen Abbildung: grad f = D f*.

20Wir bezeichnen die Standardvolumenform und das Lebesguemafl mit dem gleichen Symbol ),,, mo-
tiviert durch die natiirliche Isomorphie zwischen absolutstetigen signierten Maflen und integrierbaren
n-Formen.
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interessiert. Hier erhalten wir aus dem Laplace-Entwicklungssatz:

U1 n

), : :Z(—l)”lvidxl/\.../\M.../\dxn

v, i=1
Im “klassischen Fall” n = 3 bedeutet das:

U1
*a | V2 | =vidre Adrs + vadrs A dry + vsdry A dxs..
VU3

Fassen wir zusammen:

Lemma 2.134 (Umrechnung zwischen Vektorfeldern und n— 1-Formen mit der
Volumenform) Die Abbildung

%3, 1 C(U,R") — D" 1(U),
(o, V) () i= 5, (V(2))
15t ewn Isomorphismus.
Besonders wichtig ist der Fall n = 3:
*dey ndzandes - O™ (U, R3) - D2(U)

ist ein Isomorphismus.
Weil A, = dzy A ... Adzx, eine Basis von A\"(R") ist, gilt auch:

Lemma 2.135 (Isomorphie zwischen Funktionen und n-Formen durch Multi-
plikation mit der Volumenform) Die Multiplikationsabbildung

N C(U) = DMU), fr=f-\
15t ein Isomorphismus.

Definition 2.136 (Divergenz eines Vektorfelds) Es sei V = (Vi,...,V,)! : U — R"
ein Vektorfeld. Die Divergenz
divV:U =R

ist die Spur der Ableitung:?!

divV(z) = Spur DV (z) = Z g}: (x)
=1

21Tn der Physik und den Ingenieurwissenschaften schreibt man auch manchmal in Anlehnung an die
Skalarproduktnotation V - V statt div V, wobei man sich V dann als einen Spaltenvektor (Dy, Do, D3)*
aus Differentialoperatoren vorstellt. Wir verwenden diese Notation hier nicht.
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Thr entspricht mit den obigen Isomorphismen die &uflere Ableitung d : D"~ (U) — D™(U):

Lemma 2.137 (Beziehung zwischen Divergenz und duflerer Ableitung im héchsten
Grad) Es sei U C R"™ offen. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

DY(U) —L—D"(U)

*An T% T-)\n

C(U,R") 5= C¥(U)

1R

d.h. es gilt

d(*y,V) = (divV) - A\,
fir jedes glatte Vektorfeld Ve C*°(U,R™).

Beweis Es bezeichne e; den j-ten kanonischen Einheitsvektor in R™. Dann folgt:

d(*)\nV) = dlv(dl‘l VANPIRWAN dIn)

= d(Vyie,(dy A ... A day))

j=1

- Z(—l)j+1d(‘/j doy A g A dy)
j=1
j=1

j=1

= (divV) - A,
U

Anschaulische Interpretation der Divergenz: Anschaulich kann man sich die Di-
vergenz als die Quellstdirke eines Vektorfelds vorstellen: Stellen wir uns das Vektorfeld
als das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit vor, so ist die Divergenz
positiv in Gebieten, in denen Fliissigkeit neu entsteht, und negativ in Gebieten, in denen
sie vernichtet wird.

Analog in der Elektrodynamik: Die Divergenz des elektrischen Feldes ist positiv in Ge-
bieten mit positiven elektrischen Ladungen, und negativ in Gebieten mit negativen elek-
trischen Ladungen. Die Proportionalitéit der Divergenz des elektrischen Feldes zur Dichte
elektrischer Ladungen wird auch Gaufisches Gesetz genannt.

Wir betrachten nun den Spezialfall n = 3:

169



Definition 2.138 (Rotation) Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder V' : U — R3
U C R? offen, definieren wir die Rotation® (engl.: “curl”) rotV : U — R* durch

DyVs — DsVs
rotV = Dg‘/l - Dl‘/g,
DyVa — Dy V4

Der Rotation entspricht die &uflere Ableitung
d:D'(U) — D*(U)
im folgenden Sinn:

Lemma 2.139 (Beziehung zwischen Rotation und duflerer Ableitung) Fiir offe-
ne U C R? kommutiert das folgende Diagramm:

)

DY (U)—L—1D

(
S

C=(U,R3) — (U, R?)

rot

d.h. es gilt

db,V = sy, rot V
fiir jedes glatte Vektorfeld V € C°°(U, R3).

Beweis: Es gilt

dv,V
=d(Vi dxy + Vadxg + Vi das)
=dVy Adxy + dVy A\ dxe + dV3 A das

=0
:(Dlel) d T+ (DQ‘/?[) dl’g N dl’l +<D3‘/1) dill'g A dx1+
———

=—dx1N\dz2
=10
(Dl‘/g) d[L‘l VAN dIL‘Q + (DQ%)W_’_ (D3‘/2) dl’3 A dl’g +

=—dxoAdz3

=0
(D1V3) day A das +(DsV3) das A das + (DsVs) dusAdTs
——

=—dx3Ndxy
I(Dz‘/g — Dg‘fg) dQZQ VAN dﬂ?g + (Dg‘/l — Dl‘/g) d.ng VAN dﬂ?l + (Dl‘/g — D2‘/1> dl’l N dl’g
=(rot V)1 dxg A dxs + (rot V)s das A dxy + (rot V)s dxy A dxs
=dv, V.

22Tn der Physik und den Ingenieurwissenschaften schreibt man manchmal in Anlehnung an das Kreuz-
produkt x : R? x R? — R3, a x b = (agbz — azba, azby — a1bz,a1by — azby) auch V x V statt rot V. Wir
verwenden auch diese Notation hier nicht.
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Anschaulich kann man sich die Rotation als Wirbelstdrke eines Vektorfelds vorstellen, wo-
bei die Richtung des Rotationsvektors in Richtung der Achse eines Wirbels zeigt.

Fassen wir im Fall des Anschauungsraums R? zusammen:

Lemma 2.140 (de-Rham-Komplex iiber R? in der klassischen Vektoranalysis)
Es sei U C R® offen. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

D(U) (U) D(U) ——D*(U)
| b A
O (U) 24 e (UR) 1ot Coo (U, R?) Y oo (1))

Die Regel d o d = 0 {ibersetzt sich in die Formeln

’rotgradf = O‘ fir f € C*™(U),
[divrot V = 0] fiir V € C=(U,R%).

Anwendung: Der Laplaceoperator in krummlinigen Koordinaten. FErinnerung
an die Analysis 2: Der Laplaceoperator einer Funktion f € C°(U), U C R" offen, ist die
Spur der Hessematrix

n 82f '
Af = Zw = divgrad f.
j=1 7

Aus dem kommutativen Diagramm

DY(U) DY (U) —4—D(U)

S

—— (U, R") s ¢ (1))

\—/

A

folgt nun:
Af=(N\) " odoxy, ob tod(f)=60d
mit der “Coableitung’

§:= (M) todoxy, ob !t : DHU) = D(U).

Diese Darstellung des Laplaceoperators hat den Vorteil, dass sie sich leicht in krummlinige
Koordinaten umrechnen 1a3t:
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Es sei h : V. — U ein orientierungstreuer Diffeomorphismus (U, V' C R" offen). Wir
definieren die zuriickgezogene Riemannsche Metrik

g:=ho.

Vektorfelder auf V' werden mit dem “Vorwértstransport”, “push-forward” mit der Ablei-
tung wie folgt umgerechnet:

h. : C(V,R") = C=(U,R"),
hA(z) := dhp-1(4)(A(h(x)))

(wobei A € C*°(V,R"), z € U.) Durch Einsetzen sieht man, dass das folgende Diagramm
kommutiert:

C(U,R") 22— DY(U)

h*] lh*

C>(V,R") —= D (V)

bh* o

Das folgende kommutative Diagramm fasst die Umrechnung des Laplaceoperators in
krummlinige Koordinaten zusammen:

*

C(U) =2 DN (U) = C(U, R") 22 D" (U) — D" (U) <= C(U)

glh* glh* %Th* %Lh* glh* %Lh*

O (V) —Ln DY (V) w2 OV, RY) 2 D (V) —m D (V) <22 0(V)

Der durch die folgende Komposition definierte Operator A, : C*°(V) — C*°(V) beziiglich
einer beliebigen Riemannschen Metrik g auf V' wird Laplace-Beltrami-Operator genannt:

C(V) == DNV) =—=- C=(V,R") —Z— D" (V) ———=D"(V) <2— C>(V)
A - A - A A -
: ) : ) B : )
an S, e, CRTIT  STN  1

In Koordinaten geschrieben bedeutet das:

1 "9 - 0
VT ; o <\/detg(y) > (9(y) )ija_yj(f ° h)(y))

(Af)oh(y)

J=1
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Beispiel 2.141 Es sei h :]0, 00[x]0, 27[— R?\ ([0, 00[x{0}), h(r,¢) = (rcos¢,rsin ¢)
die Umrechnung in Polarkoordinaten. Wir erhalten

Dh(r, ¢) — ( cpsgb —rsin ¢ > 7

sing rcoso

G(r,¢) = Dh(r,¢)'Dh(r,¢) = ((1) 7?2), also
g(r,¢) =dr @ dr +r*do ® do,

det g(r,¢) =1,
_ ( Lo, )
Damit erhalten wir fiir f € C*(R?\ ([0, 00[x{0})):

g hre)) |

Aftnre) =1 | (rgefhro) + ot (- 2

10 (aﬁ F(hr ¢>>) + o (),

Ubung 2.142 Sei f: R?\ {0} — R glatt,

h:]0,27r[><]—g,g[x]O,oo[%R‘g\{O},

h(¢,0,r) = (rcosf cos ¢, r cos 0 sin ¢, rsin §)
die Umrechnung in Kugelkoordinaten, und F' = f o h.

(a) Zeigen Sie:

10 (,0F 1 0 oF 1 0*F
A h = _ 0— _
(Af)e 2 or ( or ) * r2cos 6 00 (COS 00 ) * r2 cos? 0 0¢?
Der Kiirze halber sind hier die Argumente (¢, 0, r) weggelassen.

(b) Wenden Sie diese Formel fiir f(z) = xse” 112, 2 = (21, x5, 23) an. Berechnen Sie zur
Kontrolle auch (Af) o h direkt und versuchen Sie, iibereinstimmende Ergebnisse zu
erhalten.

2.10 Der Satz von Stokes

Der Satz von Stokes stellt ein Integral iiber eine Untermannigfaltigkeit in Beziehung zu
einem Integral iiber deren Rand. Wir beweisen mehrere Versionen dieses Satzes, mit zu-
nehmender Allgemeinheit.

Die einfachste Version bezieht sich auf offene Mengen im R™ und auf “Eckgebiete”, die
wie folgt definiert sind:
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Firn € Nund k£ € Ny mit £ < n sei
H, k= {(z1,...,2,) € R"| ; > 0 fiir 1 <i <k}
und
OH, 1, = {(z1,...,2,) €R"| z; >0 fiir 1 <j <k, x; =0 fiir mindestens ein 1 <7 <k}
deren Rand. Zum Beispiel:
e H,( = R" mit leerem Rand 9H,, o = 0;
e M, ; ist ein Halbraum mit der Hyperebene 0H,,; = {z € R"| z; = 0} als Rand;

o H, ist der erste Quadrant in der Ebene, mit der positiven z-Achse und der positiven
y-Achse als Rand, etc.

Der Rand OH,, ; setzt sich aus den Teilen
aan’k = {(l’l,...,xn) GR”| I’lEOfUI' 1 SZSIQ’, I’j:O}, jzl,,k

zusammen, die sich wiederum in mindestens 2-kodimensionalen Gebilden (“Ecken und
Kanten”) schneiden:

PH, g ={(z1,...,2,) ER" z; >0 fiir 1 <i <k,

x; = 0 fiir mindestens zwei verschiedene j € {1,...,k}}
Wir versehen 0;H,, ;, j = 1,...,k, mit der Orientierung, die die Parametrisierung
Tnjk - Hn—l,k—l — aan,lm

Wn’j’k(xh...,%,...,l'n):(ﬂfl,..., 0 ,...,SEn)
j-te Stelle

orientiert fiir gerade j und orientierungsumkehrend fiir ungerade 7 macht. Entfernen wir
die 2-kodimensionalen “Ecken und Kanten” O;H, ; N O;H, 1, ¢ # j, aus OH,, x, wird der
verbleibende Rest von OHL, j so zu einer orientierten 1-kodimensionalen Untermannigfal-
tigkeit von R". Integration iiber OH,, ; meint im Folgenden eigentlich Integration iiber
diesen Rest.

Fiir ein Gebiet U (offen oder berandet mit stiickweise glattem Rand, z.B. U = H,, ;. oder
ein diffeomorphes Bild davon), bezeichnen wir mit C}(U, A"(R")), p € Ny , den Raum
aller stetig differenzierbaren p-Formen w auf U mit “kompaktem Triger”, (engl.: “compact
support”). Dabei wird der Trager definiert als der topologische Abschluss

suppw = {z € U| w, # 0}

des Komplements des Nullstellengebildes von w. Hierbei ist der topologische Abschlufl in
U beziiglich der Teilraumtopologie gemeint, und die stetige Differenzierbarkeit von w am
Rand im Sinne einseitiger stetiger Differenzierbarkeit gemeint.

Hier ist eine mehrdimensionale Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung:
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Satz 2.143 (Satz von Stokes — Version fiir R”, Halbriume und Eckgebiete) Fs
seien n € N und k € Ng mit k <n und w € CH(H, ., \""(R™)). Dann gilt:

/ dw = / w
Hn,k’ 6Hn,kz

Im Fall k£ = 0 bedeutet das insbesondere

/ dw =20
Rn

denn OR™ = ().

Man kann sich das so merken: Die duflere Ableitung d und der “Randoperator” O sind
beziiglich der durch das Integral gegebenen “Klammer” adjungiert zueinander.

Im Spezialfall n = 1 besteht der Satz einfach aus folgenden beiden Fiéllen des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung;:

o Version fir Hy g = R: Ist f : R — R stetig differenzierbar mit kompaktem Trager,

so gilt
/Rdf:/Rf(x)d:L’:O (72)

Dies folgt aus dem Hauptsatz so:

/ f(@)de = lim f( )dr = Tim (f(a) — f(~a)) =0,

a—0o0 a—0o0

denn f(a) und f(—a) verschwinden fiir alle geniigend grofien a.

o Version fir Hy; = R : Ist f : Ry — R stetig differenzierbar mit kompaktem Triger,

so gilt®
/R = /0 f(x) da = —£(0). (73)

Dies folgt aus dem Hauptsatz so:

/f Ydo = lim [ f(@)de = tim (f(a) — £(0)) = —£(0),

a— 00 0 a—0o0

denn f(a) verschwindet fiir alle geniigend groen a.

ZDas Minuszeichen passt zur negativ gewithlten Orientierung von 9;H; ; = {0}.
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Beweis des Satzes im allgemeinen Fall: Wir betrachten die Basisdarstellung von w:

w=Y_fide A NBEN . N day,
=1

Wir erhalten fiir j =1,...,k und (@1,..., % ..., 2n) € Hpq 5

n
(7 54 @) = D (@10 O ma) mh(doy AL ABEA L A day)
i=1 j-te Stelle
:fj(Ila"'v ~O,77xn>dxl/\/\%/\/\d(l?n
j-te Stelle

Man beachte, dass hier alle Summanden mit Index ¢ # j verschwinden, da fiir den Faktor
dx;, der dann in dxy A ... /\M/\ ... Ndx, vorkommt, 0 eingesetzt wird. Wir erhalten

/ W;’j’kw:/ fiey,ooy 0 oo xn) Apmr(d(n, .o 03, 2)
anl,kfl anl,kfl

j-te Stelle

und daher

k

8Hn’k aan,k

Jj=1

(—1y / T
n—1,k—1

<_1>j/H i O s m) Mg ), (T4)

j-te Stelle

k

1

<.
Il

E

1

<.
Il

wobei das Vorzeichen (—1)7 aufgrund der Wahl der Orientierung von 9;H, ;. steht.
Andererseits folgt

dw=">>_"dfj Ndzry A... NN ... Ndzy,

j=1
j=1 i=1

= Djfidrj Ndzy A NGRGA LA da,
j=1

= Z(—l)j_lefj dl’1 VANPIRVAN dﬂ?n,
j=1
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denn die Summanden mit Indizes ¢ # j verschwinden, da dann ein Faktor dz; doppelt
im Dachprodukt vorkommt. Das Vorzeichen (—1)7~! ist nun entstanden, weil der Faktor
dx; im Dachprodukt von der ersten Stelle an die j-te Stelle getauscht wird, also mit j —1
Faktoren vertauscht wird. Wir erhalten

n

/ dw="> (-1) j—l/ D,fjdzy A ... Adz,, (75)
Hn,k

j*l

/ D; £5() An(da), (76)

Betrachten wir den j-ten Summanden in der letzten Summe. Wir unterscheiden zwei Félle:
j>kund j <k.

1. Im Fall 7 > k haben wir
Hn,k = {(xh . ,J,’n) I~ Rn| (]71, . ,%, l’n) c Hn—l,k; Z; c R},

also nach Fubini
/ D;f(z / /D fil@, . 2) dog Ay (d(21, . . 3 Tn)
nk n 1,k

Das innere Integral verschwindet hier:

/ Djfj(xb PN ,l’n) dﬁl’fj =0
R

fiir alle (21,...,%...,2n) € Hy_1x wegen der Konsequenz (72) des Hauptsatzes,
da f; kompakten Tréger hat. Es folgt

/Hk D fi(w) Aa(d) =

2. Im Fall 5 < k haben wir analog
Hye = {(21,...,2,) €ER"|[ (21,... %5 ..., 7n) € Hy1 1, 75 € RS},

also wieder nach Fubini

/ Djf](l') )\n(dJT) = / / Djfj(l‘l,...,l'n) d$j )\n_l(d(lﬁl,...,}{,...,l‘n))
Hy 5 Hyo1x-1 JRE

:/Hn y 1—fj($1,..., U s T) Aot (d(@r, B T)

j-te Stelle
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wobei wir das innere Integral wir mit der Variante (73) des Hauptsatzes ausgerechnet

haben:
 Difin,an) doy = = fi(wn, o (0o 2a)
Ro j-te Stelle

fir alle (1’1, e ,%, e ,xn) S Hn—l,k—l‘
Beide Fille in (75) eingesetzt:

k

/H dw:Z(—l)j/ filxe, ..., O v ) A1 (w1, - 08 x)) (TT)

j=1 Hp—1,6—1 j-te Stelle

Vergleichen wir die Ergebnisse (74) und (77) miteinander, folgt die Behauptung:

/ dw = / w.
Hn,k aHn,k

Wir betrachten nun stiickweise glatt berandete orientierbare Untermannigfaltigkeiten®
von R™. Diese sind so definiert:

O

Definition 2.144 (stiickweise glatt berandete Untermannigfaltigkeiten) Eine Teil-
menge M C R™ heiit n-dimensionale stickweise glatt>> berandete Untermannigfaltigkeit
wenn es fiir jeden Punkt x € M folgende Objekte gibt: Eine in M offene Umgebung
V' C M von z, eine Zahl k € {0,1,...,n}, eine in H,, ; offene Umgebung U von 0 € H,,
und eine glatte Parametrisierung ¢ : U — V (d.h. einen glatten Homdomorphismus,
dessen Ableitung an jeder Stelle, auch am Rand, vollen Rang hat). Braucht zur Parame-
trisierung man keine Eckgebiete, also nur £ = 0,1, so nennt man M eine glatt berande-
te Untermannigfaltigkeit (ohne den Zusatz “stiickweise”). Die Vereinigung aller Rander
@|U N OH,, x| iiber alle Parametrisierungen ¢ : U — V C M wird Rand*® von M genannt
und mit OM bezeichnet. Punkte in der Vereinigung §?M aller ¢[U N 9*H,, ;] werden Eck-
punkte oder singuldre Randpunkte genannt.

Nach Entfernung der singuliren Randpunkte 9°M wird auch OM wieder zu einer Un-
termannigfaltigkeit, wobei jede Parametrisierung ¢ von M wie oben Parametrisierungen
pomnik, J=1,...,k eines Stiicks von OM induziert.

Eine Orientierung von M wird durch eine Orientierung des Inneren M \ OM gegeben.
Eine Orientierung von M induziert auch eine Orientierung von M wie folgt: Fiir jede
Parametrisierung ¢ von M wie oben mit Orientierungsvorzeichen o € {#1} sollen die
Parametrisierungen ¢ o7, j, j = 1,...,k, von M das Orientierungsvorzeichen o - (—1)7
tragen.

24Die gesamte Theorie dieses Abschnitts funktioniert ebenso fiir die Regularitiitsklasse C”, r € N, statt
Glattheit. Um die Sprechweise moglichst einfach zu halten, verzichten wir auf die Formulierung, obwohl
man praktisch iiberall nur “glatt” durch “C"” ersetzen muss.

25Stiickweise C” berandete Untermannigfaltigkeiten werden analog definiert, indem man “glatt” durch
“C"” ersetzt.

26Man beachte, dass dieser Randbegriff nicht ganz mit dem topologischen Randbegriff iibereistimmt.
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Neu gegeniiber der fritheren Definition von Untermannigfaltigkeiten ist also das Auftreten
von Randpunkten, Eckpunkten und “Randkarten”.

Beispiel 2.145 1. Veranschaulichen wir uns die Randorientierung bei einer kompak-
ten, einfach zusammenhiingenden Fliche M in R? mit einer glatten Randkurve OM:
Eine Parametrisierung der Randkurve mit Durchlaufrichtung gegen den Uhrzeiger-
sinn ist beziiglich der Randorientierung positiv orientiert, bei Durchlaufrichtung im
Uhrzeigersinn negativ orientiert.

2. Der abgeschlossene Wiirfel W = [0, 1]* im R? ist eine stiickweise glatt berandete Un-
termannigfaltigkeit. Die Seitenflichen bilden den Rand OW des Wiirfels, die Ecken
und Kanten den singuliren Teil 0?1V des Randes.

3. Die Halbkugel
H=/{(z,y,2) eR*| 2 + > + 2 <1, 2 >0}

ist eine stiickweise glatt berandete Untermannigfaltigkeit von R? der Dimension 3.
Ihr Rand 0H = S% U E besteht aus der oberen Halbsphére
52 ={(z,y,2) ER*| 2> +y* +2° =1, z > 0}
und der Aquatorialscheibe
B = {(2,,0) € R 2 + 4 < 1}.
Der Aquator
OH=FENS2 ={(r,y,0) € R*| 2* +y* =1}

bildet die singuldren Randpunkte. Die obere Halbsphére S? bildet selbst eine glatt
berandete Untermannigfaltigkeit von R* der Dimension 2 mit dem Aquator 952 =
0*H als Rand. Wir versehen S? und E mit der von H vererbten Randorientierung.
Dann gilt symbolisch

“08% = —OE”,

wobei das Minuszeichen hier bedeuten soll, dass 957 und JE zwar als Mengen
iibereinstimmen, aber umgekehrte Randorientierungen vererbt bekommen haben.
In diesem Sinn gilt symbolisch:27

“00H = 0S2 +0E = (07

Aufgrund der guten Vertréiglichkeit des Integrals und der duleren Ableitung mit Diffeo-
morphismen erhalten wir:

2"Die Gleichung 0 0 9 = 0, die wir hier an einem Beispiel sehen, kann man als duale Gleichung zu
d o d = 0 auffassen. Wir verzichten hier darauf, den Randoperator 0 auf formalen Linearkombinationen
berandeter Untermannigfaltigkeiten genau einzufithren. Genaueres dazu kénnen Sie in Vorlesungen iiber
algebraische Topologie lernen.
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Korollar 2.146 (Satz von Stokes — lokale Version) FEs seien n € N, k € Ny mit
E<n,U CH,y eine relativ zu H,, ;, offene Teilmenge mit 0 € U und ¢ : U — V C M
eine Parametrisierung eiwner stiickweise glatt berandeten Untermannigfaltigkeit M von
R™. Weiter sei®® OU := U N OH,,x, versehen mit der von OH, . geerbten Orientierung,
und OV = ¢[U N OH,, x]. Wir versehen V und OV entweder mit der Orientierung, die
¢:U — V und ¢loy : OU — OV orientierungstreu macht, oder beide mit der Orientie-
rung, die diese beiden Abbildung orientierungsumkehrend macht. Dann gilt fiir alle stetig
differenzierbaren (n — 1)-Formen w auf V' mit kompaktem Trager in V :

/dw:/w
1 v

Beweis: Es gilt ¢*w € CH(U, A" ' (R")"). Setzen wir ¢*w (und dw) durch 0 auf ganz H,, ;]
fort und bezeichnen die Fortsetzung (in leicht missbréuchlicher Notation) wieder mit ¢*w,
so folgt auch ¢*w € CM(H,x, A" (R")); analog fiir ¢*dw. Aus der ersten Version des
Satzes von Stokes erhalten wir

/dw:i/ qb*dw:j:/dgb*w:i/ dp*w =
|4 ¢71[V] U Hn,k
::I:/ O'w ==+ (b*wzzl:/ P'w =
OHL,, 1 oU o-1[0V]

et / CL),
ov

wobei das obere Vorzeichen im orientierungstreuen Fall und das untere Vorzeichen im
orientierungsumkehrenden Fall gilt.

OJ

Um aus der lokalen Version des Satzes von Stokes eine “globale” Version herzuleiten,
verwenden wir eine Verfeinerung einer Technik, die wir schon beim “Zusammenkleben”
von kartenweise definierten Oberflichenmafien zu einem Maf3 auf der ganzen Mannigfal-
tigkeit gebraucht haben: “Zerlegung der Eins”, englisch “partition of unity”. Es ist eine
Standardtechnik, von lokalen zu globalen Aussagen zu kommen. Wir besprechen hier nur
einen Spezialfall.

Definition 2.147 (endliche Zerlegungen der Eins) Es sei M eine stiickweise glatt
berandete orientierbare Untermannigfaltigkeit, X' C M kompakt, und U = (U;);cs eine
endliche® in M offene Uberdeckung von K. Eine der Uberdeckung U untergeordnete
Zerlegung der Eins iiber K ist eine Familie (y; : M — [0, 1]);c; von stetigen Abbildungen
mit folgenden Eigenschaften:

28Man beachte, dass die hier definierten Rénder nicht ganz das Gleiche wie die topologischen Rénder
in R™ sind.
29Varianten der Technik verwenden lokal endliche Uberdeckungen. Wir brauchen diese hier nicht.
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1. Fir alle 7z € I ist

supp x; := {x € M|x;(z) # 0} C U,.

2. Es gibt eine in M offene Menge V mit K C V' C M, so dass Zie 1 X auf V' konstant
gleich 1 ist. Eine Zerlegung der Eins (x;)icr nennen wir glatt, wenn alle y; glatt
sind.

Obwohl wir fiir unsere Anwendung eigentlich nur stetig differenzierbare Zerlegungen der
Eins brauchten, konstruieren wir im Hinblick auf andere Anwendungen sogar glatte Zer-
legungen der Eins. Hierzu einige Vorbereitungen:

Lemma 2.148 (glatte Abschneidefunktionen) 1. Die Abbildung

1z g
proa f@={5 ezl

ist glatt und nimmt auf R positive Werte an.

2. Gegeben zwei reelle Zahlen a < b, ist die Abbildung

flz—a)
r—a)+ f(b—x)

glatt mit g,p(x) = 0 fir v < a und gop(z) =1 fir x > b.

Gab - R — [07 1]7 ga,b<x> - f(

3. Gegeben seien n € N und zwei Radien R > r > 0. Dann ist die Funktion
frr R" = [0,1], frr(@) =1 = g r(|]3)
glatt mit f, g(z) =0 fir ||z|l2 > R und f, g(z) =1 fir ||z|2 <.

4. Es sei M eine n-dimensionale stiickweise glatt berandete Untermannigfaltigkeit in
R™, x € M ein Punkt und ¢ : U — V C M eine Parametrisierung von einer offenen
Umgebung U von 0 in H,, . (k € {0,...,n} geeignet) auf eine in M offene Menge
V C M mit ¢(0) = z. Es seien R > 1 > 0 so klein, dass Br C U NH,,j, gilt, wobei
Br :={y € H, x| |lyll2 < R}. Dann ist die Funktion

fir z eV,

f:M—1[0,1, f(z)= { gr’R(gb_l(Z)) fiir z € M\ ¢[Bg|

wohldefiniert und glatt mit kompaktem Triger supp f = ¢[Bgr| C V und konstant
gleich 1 auf der Umgebung ¢[B,| von z in M.

Beweis:

1. Induktiv sieht man, dass f eingeschrinkt auf Rt glatt ist mit der k-ten Ableitung
D¥f(z) = pk(x_l)e_‘fl, x>0, (78)

mit einem Polynom p; vom Grad 2k, wobei k € N,.
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“Ubung 2.149 Beweisen Sie die Formel (78).

Wir zeigen nun induktiv: Fiir alle & € Ny existiert D* f iiberall, und es gilt D* f(z) =
0 fir x < 0. Der Induktionsanfang k£ = 0 ist klar. Induktionsvoraussetzung: Gelte
die Behauptung nun fiir ein gegebenes k € Ny. Wegen e~/ = o(z™) fiir x | 0 fiir
alle m € N folgt fir z > 0:

Dkf<x) - Dkf(()) -1 (1’71)67‘%_1 ¢B_~LO>

X

Trivialerweise gilt auch fiir x < 0:

D*f(x) — D*£(0)

X

=0,

also zusammen D*1£(0) = 0. Zusammen mit der trivialen Aussage D*™'f(z) = 0
fiir x < 0 folgt die Behauptung.

. Man beachte, dass der Nenner f(x — a) + f(b — x) fiir kein x € R verschwindet,
denn f(x —a) > 0 genau fiir x > a und f(b— ) > 0 genau fiir x < b. Also ist g4
glatt, da f glatt ist. Die Behauptungen fiir die Werte 0 und 1 von ¢ sind klar.

. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der vorhergehenden Behauptung 2., da g,2 g2
und die Norm-Quadrat-Abbildung glatt sind.

. Die Menge ¢[Bg] ist als Bild der kompakten Menge B unter der stetigen Abbildung
Bpr abgeschlossen; also ist M \ ¢[Bg| offen in M. Obwohl die Funktion f auf V' N
(M \ ¢[Bgr|) = ¢[U \ Bg] “doppelt definiert” ist, ist sie auch dort wohldefiniert, da
fr.r auf U\ Bg verschwindet. Zudem bilden V und M \ ¢|Bg] zusammen eine offene
Uberdeckung von M. Weil sowohl ¢ als auch fr.r glatt sind, ist auch f glatt auf V.
Ebenso ist f glatt auf M\ ¢[Bg|. Also ist f iiberall glatt. Die iibrigen Behauptungen
iiber f folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften von f; g.

O

Mit Hilfe der glatten Abschneidefunktionen konstruieren wir nun glatte Zerlegungen der

Lemma 2.150 (glatte Zerlegungen der Eins) FEs sei M eine stickweise glatt beran-
dete n-dimensionale Untermannigfaltigheit von R™, K C M kompakt und (¢;* : V; —
Ui)ics ein Atlas von M. Dann gibt es eine endliche Teiliberdeckung (V;)ier, I C J von K
der Uberdeckung (V;)ics und eine dieser Teiliiberdeckung untergeordnete glatte Zerlegung
(Xi : M —[0,1])ies der Fins tber K.

Beweis: Wir wihlen nach Teil 4. des vorhergehenden Lemmas fiir jedes z € K eini(x) € J
mit x € Vj) und eine glatte Funktion f, : M — [0, 1] mit kompaktem Tréger in V;(,) aus,
die in einer offenen Umgebung W, C Vj(,) von x konstant gleich 1 ist. Dann ist (W) eek
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eine offene Uberdeckung von K, besitzt also wegen der Kompaktheit von K eine endliche
Teiliiberdeckung (W,.).cp von K. Es sei [ := {i(z)| z € E} und

n; = Z Lii@)=iy Jo

zelE

fiir alle ¢ € I. Dann ist (1;);e; noch nicht ganz die gewiinschte Zerlegung der Eins, denn
zwar ist der Tager von jedem n; in V; enthalten, doch

S = Zm

ist nicht konstant gleich 1 in einer offenen Menge, die K umfafit, sondern dort grifer
oder gleich 1. Daher modifizieren wir die 7; noch etwas: Wir nehmen noch einen weiteren

(A3

Index, nennen wir ihn “x”, zu I hinzu und setzen

Ne:=1—go10S: M —10,1], S*:= Z ni =S+ N«

1€TU{*}

mit der Funktion go; aus Teil 2. des vorhergehenden Lemmas. Dann ist S* > 0 iiberall,
Xx = 0 in einer Umgebung von K, also

i = =, elu
Xii= g {*}
wohldefiniert, glatt, und
DR
1€TU{x}

Die x;, ¢ € I bilden also die gewiinschte Zerlegung der Eins iiber K.

Wir kommen nun zu einem Héhepunkt der Vorlesung:

Satz 2.151 (Satz von Stokes fiir stiickweise glatt berandete orientierte Unter-
mannigfaltigkeiten) Fs sei M eine n-dimensionale stiickweise stetig differenzierbar
berandete orientierte Untermannigfaltigkeit von R™. Dann gilt fiir alle stetig differenzier-
baren (n — 1)-Formen w auf M mit kompaktem Tréiger in M :

/dw:/ w
M oM

Beweis: Wir fithren diese Version des Satzes von Stokes mit Hilfe einer Zerlegung der
Eins auf die lokale Version des Satzes zuriick:

Nach Lemma 2.150 sei (¢; : U; — V;);es eine endliche Familie von Parametrisierungen
(orientierungstreu oder orientierungsumkehrend) von M, so dass die V; die kompakte
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Menge K := suppw iiberdecken, sowie (y; : M — [0,1]);c; eine dieser Uberdeckung
untergeordnete glatte Zerlegung der Eins {iber K. Insbesondere gilt

w= inw, dw = Zd(xiw).
icl icl
Wir erhalten mit der lokalen Version des Satzes von Stokes:

[ao=3 [ o)=Y [ v

icl iel
=> / Xiw = / Xiwz/ w.
iel Y OVi iel Y OM oM

O

“Ubung 2.152 Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die Behauptung des Satzes von Stokes
falsch werden kann, wenn man auf die Voraussetzung verzichtet, dass w kompakten Trdger
haben soll.

Beispiel 2.153 1. Im einfachsten Fall M = [a, b] mit a < b und glattem f : [a,b] — R
reduziert sich der Satz von Stokes auf den Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung:

b
/ f(x) de = / o= f=10)- .
a [a,b] Ola,b)

2. Es sei A C R? eine glatt berandete kompakte Fiche in der Ebene mit einer glatten
Randkurve 0A, im positiven Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Dann gilt

1
—/ rdy —ydr = A (A),
2 Joa

denn aus dem Satz von Stokes folgt
/ xdy —ydr = / dlxdy —ydx) = 2/ dx A dy = 2X(A).
oA A A

Diese Formel fiir die Fldche von A kennen Sie schon aus der Analysis 1, damals mit
einer heuristisch-intuitiven Herleitung:

1

b
> / [2(1)y' (1) = y()a'(8)] dt = Aa(A),

wobei (z,y) : [a,b] — 0A eine Parametrisierung von 0A im Gegenuhrzeigersinn ist.

Ubung 2.154 Gegeben sei die 2-Form w = xdy A dz +ydz A dx + zdx A dy. Berechnen
Sie das Integral fSQ w dber die Sphdre (so orientiert, dass w darauf positiv wird) auf zwei
verschiedene Weisen:
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1. direkt als zweidimensionales Integral;

2. mit dem Satz von Stokes.

Korollar 2.155 (Satz von Stokes fiir geschlossene orientierte Untermannigfaltigkeiten)
Es sei M eine geschlossene n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, also eine kompakte Un-
termannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt fiir jede glatte n-Form w tber M :

/dw:().
M

Dies folgt einfach aus dem allgemeinen Satz von Stokes wegen OM = ().

Beispiel 2.156 (Wirtingerkalkiil und Cauchy-Integralsatz) Essei U C C ein kom-
paktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand OU, f : U — C stetig differenzierbar (im
reellen Sinne, also im Sinn der Analysis 2.) Es bezeichne x : U — R die Realteilbil-
dung, v : U — R die Imaginirteilbildung, » = = + iy : U — C die Identitit3® und
zZ =z —1y: U — C die Komplexkonjugation. Man beachte, dass alle diese Abbildungen
R-linear sind, aber nur z ist auch C-linear. Man beachte, dass sowohl dx, dy als auch dz, dz
eine C-Basis des C-Vektorraums aller R-linearen Abbildungen L : C — C bilden. Wir ver-
wenden folgende Notation, Wirtingerkalkiil genannt, fiir die Koeffizienten der Ableitung
von f beziiglich dieser beiden Basen:

af of f .. 3f

de + = dy =

af = oz Jy 82 % dz

wobei die folgenden Umrechnungsformeln gelten:

o _1(0r_ 01y
0z ox 83/
of _1(of  of
0z oz 8y
wegen
dz = dz + 1 dy,
dz = dx — i dy.

Wir erweitern die dulere Ableitung auch auf komplexwertige Formen komponentenwei-
se fiir Real- und Imaginérteil; analog wird auch das Integral und das Dachprodukt auf
komplexwertige Formen erweitert. Dann gilt folgender Cauchy-Integralsatz:

6—{20 = fdz=20
aZ au

30genauer gesagt: die Inklusionsabbildung
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Die Voraussetzung

8—f—O also of ;o1
0z or Oy

wird Cauchy-Riemann-Gleichung genannt; erfiillt f diese Vorausetzung, nennt man f
holomorph. Holomorphe Funktionen sind der Gegenstand der Funktionentheorie.

Beweis des Cauchy-Integralsatzes: Die Rechnung sieht im Wirtingerkalkiil mit der
Basis dz, dz besonders einfach aus:

/ fdz:/d(fdz) (mit Stokes)
ouU U

of [
:/df/\dz:/(azd +$d)/\dz

of _
i dzANdz=0 (wegen 0f/0z =0)

Weil der Wirtingerkalkiil vielleicht zunéchst etwas gewohnungsbediirftig ist, wird die glei-
che Rechnung hier noch einmal in der “reellen Basis” dx, dy dargestellt:

fdz= fdx+ifdy:/d(fdx+ifdy) (mit Stokes)
ou oU U

0 0
_/ (aid +a—£d)Adx+i(afdx+a—fdy)Ady

:/—dy/\dx—kigdx/\dy (wegen dx A dx =0 = dy A dy)

=—dxNdy

0
—z/ (8—£+18—f) dx N\ dy = 0.
—_—

=0

O

Der Spezialfall des Satzes von Stokes fiir offene Teilmengen von R™ mit (stiickweise)
glattem Rand ist historisch dlter und stammt von Gauf. Formulieren wir ihn auch in der
Sprache der klassischen Vektoranalysis:

Satz 2.157 (Satz von GauBl) Es sei M = U der Abschluss einer offenen Menge U in
R™ mit stickweise glattem Rand OM. M wird so orientiert, dass \, = dxy N ... A dx,
positiv ist. OM wird mit der zugehdorigen Randorientierung versehen, d.h. fir jeden glatten

Randpunkt x und den zugehirigen nach auflen zeigenden (normierten) Normalenvektor
N, L T,O0M sei die Oberflichenform

Wy = iN@)Anl(TL0nr)n-1
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positiv. Dann gilt fiir jedes C'-Vektorfeld V : M — R™ mit kompaktem Triger:

/ divV A, — / i A (79)
M oM

und, mit dem euklidischen Skalarprodukt {.,.) anders geschrieben: WICHTIG!

/M divV A\, = /8 ; (V,N) w?M, (80)

Natiirlich kann man hier auch die Notation iy A, = *,, V verwenden.
Beweis des Satzes: Die erste Darstellung (80) folgt aus dem Satz von Stokes wegen

divV A, =diy A,

M M oM

Um die zweite Darstellung (80) daraus herzuleiten, beobachten wir fiir alle glatten Rand-
punkte x € OM:

SO:

Ve — (Vi No) N, € T,OM,
also fiir alle wq, ..., w,_1 € T,0M:
)\n(‘/x)wlv cee awn—l) = <Vx7 N:c> /\n(Nxa Wy, - awn—1> = <V;cy Na:> ng(wla s 7wn—1)

d.h.
d*iy A, = ©*((V, N) woM)

fiir jede Parametrisierung ® von 0M. Es folgt die Behauptung:
/ divV A, :/ ivAn :/ (V,N) M.
M oM oM

Anschauliche Interpretation: Stellen wir uns div V" als die Quellstéirke eines Fliissigkeitsstroms
vor, so wird [, divV A, als die (pro Zeiteinheit) in M neu erzeugte Fliissigkeitsvolumen
interpretiert. Andererseits bedeutet

/ iv)\n:/ (V,N) M
oM oM

die (pro Zeiteinheit) durch den Rand OM von innen nach auffen hindurchtretende Fliissigkeitsvolumen.
Man nennt dies den Fluss von V' durch M. Der Satz von GauB ist also eine Bilanzglei-
chung fiir das Fliissigkeitsvolumen:

O

in M erzeugte Fliissigkeitsmenge = durch M austretende Fliissigkeitsmenge

Etwas allgemeiner definieren wir:
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Definition 2.158 (Fluss) Es sei A eine orientierte Hyperflache in R® und V' : A — R”
ein messbares Vektorfeld. Es sei V das normierte Normalenvektorfeld auf A, so orientiert,
dass iy, die positive Oberflichenform w? auf A beschreibt. Man nennt

d(V, A) ::/Aimn:/A*Mvz/A(v,NmA

(falls das Integral existiert) den Fluss von V' durch A.

Beispiel 2.159 Wir betrachten die Sphire S" ! = dB,, als Rand der Einheitskugel B,,.
Das Vektorfeld V' = id : R” = R™, V(x) = x besitzt die Divergenz divV = n (Spur der
Einheitsmatrix). Es sei w®" " das Oberﬂachenmaﬁ auf S"~!. Fiir das radial nach auflen
zeigende normierte Normalenvektorfeld N = V|gn-1 folgt daher fiir die Oberfliche der
Sphére:

wS”*(snfl) = / wsn_l = / <V, N> wsn_l = / divV A, = n/\n(Bn)
5"71 Sn—l Bn

In drei Dimensionen bedeutet das: Die Oberfliche 47 der Einheitskugel ist dreimal so
grof} wie ihr Volumen 4 /3.

Korollar 2.160 (Integralformeln von Green) Es seien M C R", N wie im Satz von
Gaup. Weiter seien f : M — R eine C*-Funktion und g : M — R ein C?-Funktion, so
dass fVg kompakten Trager besitzt. Dann gilt:

/M (FAGH (VA= [ Figh= | FN.Vg)w™ (81)

oM oM

Ist auch f eine C?-Funktion und besitzt auch gV f kompakten Triger, so gilt

/M (J Ag— g Af) A, = /8 (fisyhn = gishn) = /a (PN T) g (N, 1)
(82)

Beweis: Die erste Greensche Formel (81) ist der Satz von Gauf}, angewandt auf V' = fVg:

/ le(f Vg) )\n = / ingAn = fngAna
M oM oM

denn es gilt

n

div(fVg) = D;(f Djg) = Z fD3g+ D;f Djg) = f Ag + (V,Vg)
j=1 =

Die zweite Greensche Formel (82) folgt unmittelbar aus der ersten Greenschen Formel,
indem wir f und g vertauschen und die Differenz bilden.
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O

Beispiel 2.161 (Laplaceoperator des Newtonpotentials) Es sei f : R® — R eine
glatte Funktion mit kompaktem Trager. Dann gilt

|4 L) \y(dz) = 4 £(0)

s |l

Beweis: Es sei R > 0 so grof}, dass der Trager von f ganz in der R-Umgebung von 0
enthalten ist. Gegeben 0 < r < R, betrachten wir die Kugelschale

M = M, p:={x € R*|r < |z, < R}.
Sie besitzt den Rand (in symbolischer Notation)
“8M7',R — RS2 o 7,5«2”

mit der Notation tS? = {tx| x € S?}, t > 0, wobei das Minuszeichen die Umkehrung der
Orientierung symbolisieren soll und ¢S? so orientiert wird, dass fiir das radial nach aufien
gerichtete Einheitsvektorfeld N(z) = z/||z||o die 2-Form iy, auf tS? positiv ist.

Mit der zweiten Greenschen Formel folgt mit der Abkiirzung g(z) = 1/||x||2, x # 0:

/ A|rﬁ\$> Yalde)

= — /M [fAg — gAf(x)] A3 (wegen Ag(x) =0, z #0)
__/ Lf*&vg—g*)\?,vf]
OM,. g

= /SQ[f *23 vg_g*)\s vf]a

weil f auf RS? verschwindet; der letzte Vorzeichenwechsel entsteht durch die Orientierung
von —rS?. Betrachten wir die Skalierungsabbildung s, : R*\ {0} — R3\ {0}, s,(y) = rv.
Fiir sie gilt (s*f)(y) = f(ry), stA3 = r3)\3. Berechnen wir

*)\SVf(.CC) = le(l') dil?g A\ dil?g + DQf(I) dl’g A dﬂfl + Dgf(l') d£C1 N dxg,
also

(sr#xs V()
= D1 f(ry) d(ryz) A d(rys) + Daf (ry) d(rys) Ad(rys) + Dsf(ry) d(ry.) A d(rya)
=r? *X3 Vf(ry),

analog fiir g. Wir verwenden auch

Vg(z) = —llzl| Pz = =N(z)/l|=]*, = #0,
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mit dem radial nach auflen gerichteten Einheitsvektorfeld N. Wir erhalten
/ [f *)\3vg g*Asvf]:[g2S:[f *Asvg_g*)%vf]
/ (ry) 1?5, Va(ry) — g(ry) x, 1V f(ry)]

~ [ - )

g2 Tl
_£(0) * N(y)

52 Syl

wobei wir die Oberfliche 47 der Einheitskugel und |y|| = 1 fiir y € S? verwendet ha-
Af(x)

llll2

rl,O

f()*Ag N(y)

—4m f(0),

und dem Satz von der

ben. Fassen wir zusammen: Mit der Integrierbarkeit von
dominierten Konvergenz folgt fiir alle R > 0 grof genug;:

/ BI) ) ) = lim / B (o) = —amf(0).

[E41P 0 e Nl

O

Ubung 2.162 (Losung der Poissongleichung) Es sei f : R® — R eine glatte Funkti-
on mit kompaktem Triger und h : R® — R durch folgende Faltung mit dem Newtonpo-
tential definiert:

flz—y)

47T ylls
Zeigen Sie, dass auch h glatt ist und die “Pmssongleichung”

Ah=f

h(z) = — A3(dy)

erfiillt.
Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass Ableitungen nach Komponenten von z und das Integral
hier vertauscht werden konnen.

Ubung 2.163 (Greensfunktion zu A in R", n > 3) Zeigen Sie fiir n € N mit n > 3
und f € CX(R"):

n [l

wobei B,, die n-dimensionale Einheitskugel bezeichnet.
Hinweis: Der Fall n = 3 ist in Beispiel 2.161 behandelt. Lassen Sie sich durch diesen
Spezialfall inspirieren.

Ubung 2.164 (Greensfunktion zu A in R?) Zeigen Sie fiir f € C®(R?):

/ log [|z][2 A f(x) A (dx) = 27 f(0)
R2
Hinweis: Imitieren Sie die Idee von Beispiel 2.161.
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Ubung 2.165 (Cauchy-Integralformel fiir reell differenzierbare Funktionen) Es
sei U C C ein kompaktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und f : U — C stetig dif-
ferenzierbar. Es sei x : U — R die Realteilbildung, y : U — R die Imaginérteilbildung,
z =z +iy und Z = x — iy. Weiter sei a ein Punkt im Inneren U° = U \ OU von U. Zeigen

Sie:
‘1. dzNdz = 2idx Ndy = 2i g

2.
0 1

0Zz—a

=0 aufU\{a}

3. Ist 7 > 0 so klein, dass die abgeschlossene Kreisscheibe U, (a) um a mit Radius r
ganz in U° enthalten ist, so gilt

Mdz:/ MdH/ L 9 yaznd:  (s3)
p) U\Ur(a)

U Z— Up(a) 2 — @ z—a 0z

4. Folgern Sie im Limes r | 0 die folgende verallgemeinerte Cauchy-Integralformel:

ﬁdz:27m'f(a)+/ ! a—Ji(z)di/\dz
U 2 — @ U\fa} Z — @ 0Z

Insbesondere gilt die Cauchy-Integralformel

) dz = 2mif(a)
U Z— @
fiir holomorphe Funktionen f.
Hinweis: Parametrisieren Sie die Kreislinie U,.(a) durch z(t) := a+re®, t € [0, 27],
und wenden Sie den Satz von der dominierten Konvergenz an, um den Limes r | 0
in den Integralen in (83) auszufithren. Achten Sie dabei sorgfiltig auf die Existenz
integrierbarer Majoranten.

Zum Abschluss dieses Abschnitts iibersetzen wir noch den Satz von Stokes fiir Flachen
im R? in die Sprache der klassischen Vektoranalysis:

Korollar 2.166 (Klassischer Satz von Stokes fiir Flichen) FEs sei A eine kompak-
te, orientierte, stiickweise glatt berandete Fliche im R® und V ein in einer Umgebung von
A definiertes C1-Vektorfeld. Es bezeichne w? die positive Standard-Oberflichenform auf
A und N das normierte Normalenvektorfeld auf A mit der durch ixn\s = w? (zu lesen
eingeschrinkt auf A) festgelegten Richtung. Dann gilt

d(rot V, A) = bV
0A
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Beweis: Das ist in der Tat nur eine andere Notation des Satzes von Stokes im vorliegenden
Spezialfall: Sei w := b, V. Dann folgt *,, rot V = dw, also

rot V,N) w = [ s, rotV = [ dw= w=®(rotV, A) = b V.
3
A A A 9A 0A

Wird 0A durch eine glatte Kurve ¢ : [a, b] — 0A orientierungstreu parametrisiert, so kann
man die rechte Seite auch so schreiben:

O

b
V= [ Vol 0 .

0A a

Interpretation des Satzes in Worten: Das Linenintegral iiber ein Vektorfeld V' {iber
den Rand einer kompakten, glatten Fléche ist also gleich dem Integral iiber die Norma-
lenkomponente der “Wirbelstirke” rot V' {iber die Fléche.

2.11 Die Lie-Ableitung von Formen und de-Rham-Kohomologie

Wir fiigen zur d&uleren Ableitung von Differentialformen nun einen weiteren Ableitungs-
begriff hinzu: Die Lie-Ableitung einer Form nach einem Vektorfeld.

Um den Grad p = 0 im Folgenden nicht gesondert betrachten zu miissen, definieren wir
noch formal D~Y(U) := {0}, und 4y : D°(U) — D~ Y(U) und d : D} (U) — D°(U) seien
die Nullabbildung.

Definition 2.167 (Lie-Ableitung) Es sei U C R" offen, p € Ny und X : U — R" ein
glattes Vektorfeld. Wir definieren die Lie-Ableitung:

Ly : D(U) — D°(U),

’EXw = ide + dixw‘

Das folgende (nicht kommutative) Diagramm veranschaulicht die auftretenden Abbildun-
gen:

Dr(U) —% DrH(U)

DrL(U) ~L DI}

Anders als die dulere Ableitung veréndert die Lie-Ableitung den Grad einer Form nicht.
Ebenfalls anders als die &uflere Ableitung erfiillt die Lie-Ableitung die gewdhnliche, nicht
antikommutative Produktregel:

Ubung 2.168 (Produktregel fiir die Lie-Ableitung) Zeigen Sie in der Situation von
Definition 2.167 fiir p,q € Ny fiir w € DP(U), x € DI(U):

Lx(wAx)=(Lxw)Ax+wA (Lxx)
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Ubung 2.169 Zeigen Sie in der Situation von Definition 2.167 fiir glatte a : U — R:
Loxw =alxw+daNixw.
In diesem Sinne ist die Lie-Ableitung nicht C*°(U)-linear im Vektorfeldargument.

Das folgende Lemma zeigt die Vertréaglichkeit der Lie-Ableitung mit glatten Abbildungen:

Lemma 2.170 (Vertriglichkeit der Lie-Ableitung mit dem Riickzug) FEs seien U C
R"™ und V C R™ offen, f : U — V glatt und X bzw. Y glatte Vektorfelder auf U bzw. V
mit df,(X(z)) = Y (f(z)) fir alle z € U. Dann gilt fir alle w € DP(V), p € Ny:

ffLyw=Lxfw.
Beweis: Es gilt
f*iyw = ixf*w.

Dies ist trivial fiir p = 0, und fiir p > 0 folgt es so: Fiir z € U und u; ..., u,—; € R" gilt:
(.f ZY(JJ)Z(Ula ey Up— 1) = (iYw)f(z)(dfz(ul)a s >dfx(up—1))
= wix(Y(f(2 )) dfo(ur), ..., dfa(up-1))
= Wr( )( ( ( ))7dfz<u1)7"'7dfz(up*1))

= (f"w):(X(2),u1, ..., up—)
= (ixf'w).(u1, ..., up_1).
Ersetzen wir w durch dw, folgt auch
f*iydw = in*dw = ide*w,

wobei wir im letzten Schritt die Vertraglichkeit von d mit dem Riickzug angewandt haben.
Wir erhalten:

f*ﬁyw = f*iydu} + f*diyw = in*dw + df*iyw
= ’ixdf*w -+ dixf*w = Exf*w

Das folgende Lemma gibt der Lie-Ableitung eine geometrische Interpretation:

Lemma 2.171 (Lie-Ableitung als Ableitung der mitschwimmenden Form) FEs sei-
en U CR" und V C R™ offen, I C R ein Intervall, und f: I x U — V glatt, aufgefasst
als eine glatte Familie (fy : U — V)ier fi(x) = f(t,x) von Abbildungen. Es bezeich-
ne v : U — I xU, ulx) = (t,x) firt € I die Inklusionsabbildung; insbesondere gilt
fi = fou. Weiter sei X das konstante Vektorfeld auf I x U mit Wert (1,0) € R x R™.
Dann gilt fir alle w € DP(V):

a * * k
afthétﬁxf w. (84)
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Diese Formel ist punktweise gemeint:

0
E(ft*w)m(vl, coy ) = (G Lx frw) (v, ..., vp)

fir alle x € U und vy, ...,v, € R".
Alternative Darstellung in einem Spezialfall: Es sei Y : V. — R™ ein Vektorfeld auf V' das
(ft)ter 1m folgenden Sinn treibt:

0
aft(x) =Y(fi(z)) (85)

firte I, x € U. Dann gilt fir jedes w € DP(V), p € Ny und t € I:

8 * *
Sl = fi Ly (56)

Den Spezialfall U = V', f; = idy kann man sich so vorstellen: Ein Fliissigkeitsstrom im
Ortsraum U soll zur Zeit t € I das Geschwindigkeitsfeld Y; besitzen. f;(x) beschreibt dann
den Ort zur Zeit ¢t des Fliissigkeitsteilchens, das sich zur Zeit 0 noch am Ort x befand.
Die Lie-Ableitung bekommt dann folgende Interpretation:

*
. ffw—w
Lyw = lim =
t—0 t

also als Zeitableitung der mit dem Fliissigkeitsstrom “mitschwimmenden” Form.
Beweis des Lemmas: Wir verwenden die Basisdarstellung mit der Notation (70) und
(69):

o= ffw= Z Brdxy +dt A Z ~vrdxy

Ier,n Ier—l,n
N——— —_———
= =0

mit 5,y € C°(U,R). Es folgt fiir jedes fixierte s € [ und = € U:

(fiw)e = (f'w)a =Y Bi(s,x)dy,

I€Jp.m

wobei der Term ~ weggefallen ist, weil die Ableitung ds der Konstanten s verschwindet.
Wir erhalten, indem wir wieder ¢ statt s schreiben und danach ableiten:

0 0
&(ft*w)m = Z aﬁ[(tv‘x) dxr,

Iedpn

Weiter:
ixo =1y,

wobei nun der Term [ wegfallt, da er keinen Faktor dt enthélt, und daher

dion = d’)/
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Andererseits:
df*w =dp +d(dt Nvy) =dp —dt \Ndy

also
ixdf*w = Zxdﬁ — (Zxdt) d*)/ + dt A Zxd’y = lxdﬂ — d’}/ + dt A Zxd*y
=1

Zusammen folgt:

,fo*w = ,CXa = ideé + dixOé
:ZXdﬁ—th/\Zxd’}/

0 .
= Z gdedet/\sz’y,

I€Jpn

wobei beim Einsetzen von X in df nur die Terme mit einem Faktor dt eine Rolle spielen.
Fiir fiziertes s € I und x € U erhalten wir t4(dt A ixdy) = 0 wegen ds = 0, und daher,
indem wir wieder ein ¢ statt s schreiben:

0 0
(Lxfwh= 3 Tt w)der = o (1)

1€

Damit ist die Behauptung (84) bewiesen. Die Behauptung (86) folgt hieraus mit Lem-
ma 2.170 wegen
filyw =1 f"Lyw=1;Lxfw,

weil die Voraussetzung (85) impliziert:

firtel, xeU.
O

Damit erhalten wir folgende Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung:

Korollar 2.172 (Cartansche Formel: Homotopien im de-Rham-Komplex) Unter
den Voraussetzungen von Lemma 2.171, I = |a,b], sei

b
hy DYV = D), hyw = / (ix f'w) dt

(punktweise zu lesen). Dann gilt fir w € DP(V):

dhjw + hpdw = fyw — fiw
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Beweis: Setzen wir die Definition von Ay ein und vertauschen®' wir das Integral iiber ¢
mit der Ableitung (punktweise zu lesen):

b b
dhfw+hfdw:/(dL:in*w—I—LZin*dw)dt:/ v (dix ffw +ixdf*w) dt

b b
:/ Lfﬁxf*wdt:/ %ft*wdt:fg‘w—f;w

Das folgende Diagramm veranschaulicht die Situation in den de-Rham-Komplexen:

oo — LDV L pr(V) L DR (V) L

L4 DrY(U) _d DP(U) _d_ DPHL(U) a4 ...

Die folgende Sprechweise kennen Sie im Spezialfall p = 1 (in etwas anderer Notation)
schon aus der Analysis 2:

Definition 2.173 (exakte und geschlossene Formen) Es seien U C R" offen und
p € Npy. Eine p-Form w € DP(U) wird geschlossen oder ein p-Kozykel genannt, wenn
dw = 0 gilt. Sie wird ezakt oder ein p-Korand genannt, wenn es ein n € DP~1(U) mit
dn = w gibt. Der Raum aller geschlossenen p-Formen wird mit

ZP(U) := Ker(d : D*(U) — Dt (U)) = {w € D*(U)| dw = 0}
bezeichnet; der Raum aller exakten p-Formen mit
BP(U) := Bild(d : DY (U) — DP(U)) = {dn| n € D"~ (U)}.

Die Namen “Kozykel” und “Korand” werden durch den Satz von Stokes motiviert: Be-
zeichnet man als einen Zykel eine geschlossene Untermannigfaltigkeit M (oder eine for-
male Linearkombination von solchen): M = 0, so sind die Zykeln also der “Kern des
Randoperators”. Rénder sind nach Definition formale Linearkombinationen von Unter-
mannigfaltigkeiten der Gestalt 0N, also “das Bild des Randoperators”.

Als Spezialfall der Cartanschen Formel erhalten wir:

Lemma 2.174 (Lemma von Poincaré) Sei f : IxU — V, f(t,x) = fi(z), eine glatte
Abbildung mit zwei offenen Mengen U C R", V. C R™ wund einem Intervall I = |a,b],

31Die Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung wird hier mit dem Satz von Lebesgue begriindet:
Die dazu nétige Existenz einer integrierbaren Majorante fiir die Ableitungen D; nach einem Parameter x;
folgt, da die Ableitungen der glatten Integranden auf den kompakten Gebieten [a, b] x {y € R"||ly—z]||2 <
€} beschrinkt sind, wobei € U und e > 0 klein genug.
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hy : DP(V) — DPY(U) wie in der Cartanschen Formel definiert. Dann gilt fir alle
geschlossenen Formen w € ZP(V):

fiw— fow=dhsw

Insbesondere sind fyw und f;w kohomolog:
[faw] = [fyw]. (87)
Man beachte, dass fjfw fiir t € [a, b] wegen
dffw = fidw =10

geschlossen ist.
Beweis des Lemmas von Poincaré:

fiw— fow=dhsjw+ hy dw, = dhjw.
=0

0

Die Gleichung d o d = 0 bedeutet in der neuen Notation: Jede exakte glatte Form ist
geschlossen:

BP(U) € 2°(U)

Der Unterschied zwischen geschlossenen und exakten Formen wird durch die de-Rham-
Kohomologierdume gemessen:

Definition 2.175 (de-Rham-Kohomologie) Fiir offenes U C R" und p € Ny wird
Faktorraum
HY(U) = 2°(U)/B(U)

der p-te de-Rham-Kohomologieraum genannt. Die Aquivalenzklasse
W] = Wlmr@) :==w+ B(U) := {w+dn| n e D' (U)}

einer geschlossenen Form w € ZP(U) heifit die Kohomologieklasse von w. Zwei geschlossene
Formen w, y € ZP(U) mit [w] = [x] werden kohomolog genannt.

Beispiel 2.176 Die p-te Kohomologie glatt zusammenziehbarer Mengen ver-
schwindet fiir p € N: Ist U C R" eine glatt zusammenziehbare Menge, d.h. existiert
eine glatte Homotopie f : [0,1] x U — U, (t,x) +— fi(z) von einer konstanten Abbildung
fo zur Identitat f; = idy, so ist jede geschlossene p-Form w, p > 1, auf U exakt:

ZP(U) = BP(U), also H?(U) = 0.

In der Tat:
w= fiw=flw— fiw=dhuw.
~~

=0
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Die Riickzugsoperation vererbt sich auf die Kohomologie:

Lemma 2.177 (Riickzug in der Kohomologie) Ist f : U C V eine glatte Abbildung
mit zwei offenen Mengen U C R™ und V C R™ und p € Ny, so ist die Abbildung

froHP(V) = HP(U), [ ([wlaew)) = [f wlarw)
wohldefiniert.
Beweis: Sind w,w’ € ZP(V') kohomolog, etwa w — ' = dn mit n € DP~1(V), so gilt
ffw— f*w' = f*dn = df*n € B?(U).

Das bedeutet:
[frw] = [fw].

Wir erhalten folgende Korollar des Poincaré-Lemmas:

Lemma 2.178 (Homotopieinvarianz der de-Rham-Kohomologie) Es seil = [a,b],
f:IxUCV, (t,x) — fi(z) eine glatte Abbildung mit zwei offenen Mengen U C R™ und
V CR™ und p € Ng. Dann gilt: Die beiden Riickzugsabbildungen in der Kohomologie

[ fo - HY(V) — HP(U)
stimmen tberein.

Beweis: Dies ist nur die Aussage (87) mit anderen Worten gesagt.
[

Beispiel 2.179 Formulieren wir das Beispiel 2.176 im Spezialfall U = R? noch einmal in
der Sprache der klassischen Vektoranalysis:

1. Fall p=1: Ist V : R® — R3 ein glattes wirbelfreies Vektorfeld, d.h. rot V' = 0, so ist
V' ein Gradientenfeld:
V=Vf

fiir ein glattes f : R® — R. Diesen Spezialfall kennen Sie schon (in etwas anderer
Schreibweise) aus der Analysis 2.

2. Fall p=2: Ist V : R® — R3 ein glattes divergenzfreies Vektorfeld mit divV = 0, so
ist V die Rotation eines glatten Vektorfelds W : R? — R3:

V =rot W.

Ubung 2.180 (Lie-Ableitung der Flichenform unter dem Skalierungsfluss) Berechnen
Sie die Lie-Ableitung £,w der Standardflichenform w = dz A dy, (x,y) € R? nach dem
Vektorfeld v : R? — R? v(z,y) = (z,y).
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Ubung 2.181 (Volumeninvarianz Hamiltonischer Vektorfelder) Es seien n = 2m
gerade, H : U — R glatt mit offenem U C R".

W= Z dz; Ndxjim,

j=1
und
v=(Dps1H,...,DopH,—D1H,...,—D,,H),
also v; = Dy, ;H und vy, ; = —D;H fiir j = 1,...,m. Zeigen Sie:
1. i,w =dH,
2. L,w=0,

3. W' = wA ... A\w ist ein konstantes Vielfaches der Standardvolumenform )\, =

m Faktoren

dxy N ... Ndz,,
4. L\, =0.
Ist nun in der Situation dieser Ubung f : Rx U — U, (t,z) — f,(z) der Fluss®® zu v, d.h.
fO(x) =,
9 ) = o))
ot t\T) = U J¢e X

fiir alle t € R und = € U, so folgt die Volumeninvarianz des Lebesguemafles A, (natiirlich
auf B(U) eingeschriankt) unter dem Fluss:

d.h

An(A) = Aa(fHA])
fur alle A € B(U). Wir sehen das so: Mit Formel (86) aus Lemma 2.171 erhalten wir fir
die Standardvolumenform \, = dxq A ... Adx,:

0 * *
ot A = fiLodn =0

also ist f\, konstant in ¢:
ft*)\n == fék)\n = /\7L7

was nur eine andere Notation fiir die Behauptung
it ) = A, also auch  fi[A,] = A,

fiir alle ¢t € R ist. Diese Aussage wird auch Satz von Liouville genannt.

32Wir nehmen hier zur Vereinfachung an, dass der Fluss global existiert, um die Sprechweise moglichst
einfach zu halten.
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2.12 Die Raume 7P

Im folgenden sei stets K = R oder K = C.
Aus der Analysis 2 kennen Sie die Raume ¢ (I, K) fiir abzéhlbare Mengen I. Im Folgenden
verallgemeinern wir die Theorie dieser Rdume im mafitheoretischen Kontext.

Definition 2.182 (p-Halbnorm) Es sei (2, A, ) ein Mafsraum und
M(Q,AK) :={f:Q—K]| f ist A-B(K)-mefbar}.

Firl1<p<oound f € M(Q,AK)UM(Q,A) definieren wir

1= ( | |f|”du)

mit der Konvention oo™? := oo. Wir setzen

L7, A, K) = {f € M(QAK)| || ]}, < oo}

Falls klar ist, welcher Grundkorper K gemeint ist, schreiben wir auch kurz L£P(, A, )
dafiir.

Bemerkung 2.183 FEinige Spezialfille kennen Sie schon lange:

1. Im Spezialfall p = 1ist f € M(Q, A; K)UM (£, A) genau dann p-integrierbar, wenn
Il Il < oo gilt, und in diesem Fall haben wir

‘/fdu‘ < [191du= 1111

2. Im Fall, dass Q = I abzéhlbar ist, versehen mit der Potenzmenge A = P(Q2) und dem
ZéhlmaB p, stimmt |||, : M(Q, A;K) — [0, oo] mit der gleichnamigen Abbildung

Il : K = [0,00], I £, = <Z!f )

J€el

vgl. Ubung 1.119.

aus der Analysis 2 iiberein, und es gilt

£P(1,P(I), ZihlmaB) = ¢*(I).

Der Fall p = oo wird etwas anders behandelt:
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Definition 2.184 (Wesentliches Supremum und £>) Es sei v ein Maf iiber (R, B(R))
und A € B(R). Wir definieren das wesentliche Supremum (engl. essential supremum) zu
v durch

esssup(v) := inf{a € R|v(]a, 00]) = 0}. (88)

Ist (€2, A, u) ein MaBraum mit® p(Q) > 0, und f € M(Q,.A), so definieren wir das
wesentliche Supremum von f beziiglich p durch

esssup,, f := esssup(f[u]) = inf{a € R| p({w € Q] f(w) > a}) = 0}.
Weiter definieren wir fiir f € M(Q, A;K) U M(Q, A):

I1flloo == esssup, |f].

Wir setzen

L2 A, 1K) o= {f € M(Q, A K)| [ flleo < 00}
“Ubung 2.185 Es sei (Q, A, n) = (N, P(N), Zihlmaf)) und f : N — R. Zeigen Sie:
esssup, [ =sup f.

“Ubung 2.186 Es sei (2, A) = (R,B(R)), A das Lebesquemafy darauf und &y das Dirac-
maf in O darauf. Berechnen Sie esssup, 1oy und esssups, 1o}-

6ﬂ'burﬁ 2.187 Es sei (2,4, ) ein Mairaum und 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass fiir alle
f,g€ M(Q,A) mit f = g p-fast tiberall gilt: || ]|, = ||g]l,-

“Ubung 2.188 Es seien p, v zwei MaBe iiber (R, B(R)) mit y < v. Zeigen Sie:
esssup(p) < esssup(v).

“Ubung 2.189 Zeigen Sie, dass das Infimum inf{a € R|v(Ja,c0]) = 0} in der Definiti-
on (88) des wesentlichen Supremums esssup, (R) sogar ein Minimum ist, falls die Menge
{a € R| v(]a, oc]) = 0} nichtleer und nach unten beschrankt ist.

“Ubung 2.190 Finden Sie eine sinnvolle Definition fiir das wesentliche Infimum.

“Ubung 2.191 Es sei (Q, A, 1) ein Mafraum, f € M(Q, A) und a > 0. Uberlegen Sie
sich, dass die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

Ll fllee < a,

2. |f] < a p-fast sicher.

33Formal setzt man noch || f||« := 0, falls u(Q) = 0.
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Ubung 2.192 (Wie die co-Halbnorm zu ihrem Namen kommt) FEs sei (0, A, 1) ein
Mafsraum mit 0 < u(Q) < oo. Zeigen Sie fir alle f € M(Q,A):

£l = Tim 1} (89)

Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, dass die Gleichung (89) im Fall () = oo falsch
werden kann.

Ubung 2.193 Es seien n € N, a € R, 1 < p < 00, B = {2 € R |z|, < 1}
und f : R — R, f(z) = ||z||§ fir x # 0, f(0) beliebig. Entscheiden Sie fiir jede der
drei Funktionen flg, flge und f, unter welchen Voraussetzungen an o, n und p sie in
LP(R™ B(R™), \,,) liegt.

Die folgende Definition kennen Sie aus der Analysis 2:

Definition 2.194 (Konjugierte Exponenten) Wir nennen p, ¢ € [1, o] konjugiert zu-
einander, wenn einer der drei folgenden Félle vorliegt:

1,1 _ P
1. p,q G]l,oo[undp+q—1, also ¢ = 7%
2. p=1und g = oc.
3. p=ocound q=1.

Satz 2.195 (Holdersche Ungleichung) Es seien p,q € [1,00] konjugiert zueinander
und f,g € M (Q, A). Dann gilt:

/ fod < I flllglla (90)

FEs folgt, dass fiir alle f € LP(Q, A, ; K) und g € LY, A, 11; K) gilt: fg € L1(Q, A, u; K)

und

\ / fgdu‘ < fols < 151 llgll (1)

Beweis: Wir beweisen hier nur den Fall 1 < p < oo; die anderen Félle sollen Sie in
Ubung 2.196 untersuchen. Der nun vorgestellte Beweis ist eine direkte Verallgemeinerung
des Beweises der Holder-Ungleichung in 7 aus der Analysis 2.

Wir beweisen zuerst (90). Falls || f||, = 0 oder ||g||; = 0, folgt | f|? = 0 p-fast tiberall oder
|g|? = 0 p-fast tiberall, also fg = 0 p-fast iiberall und damit

/ fgdi=0=|fll,llgla
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Wir diirfen also || f]|, > 0 und ||g||, > 0 annehmen. Falls ||f||, = oo oder ||g||, = oo ist
Il f1lpllgllg = oo; in diesem Fall ist nichts zu zeigen. Es bleibt noch der Fall 0 < || ]|, < o0
und 0 < ||g||; < oo zu untersuchen. In diesem Fall setzen wir

i
T =1

Insbesondere gilt |||, = 1 und |||, = 1. Mit der aus der Analysis 2 bekannten Unglei-
chung

9

und g 1= ——.
lgllq

p d
Va,b>0: abga——i—b—
P
folgt
fgdﬂ e 1 ~ 1 _ 1 - 1, 1 1
I—Z/fgduﬁ—/!flpdu+—/lg|qdu=—||f||p+—||9||q=—+—=1,
1£1lpllgllq p q p ¢~~ P ¢

=1 1

also die Behauptung (90).
Fir f € £P(Q, A, u; K) und g € £9(Q, A, 1; K) folgt aus dem schon Bewiesenen:

I fglly = / [Fllgldp < [l f1llllgllle = [1f1lpllglly < o0

also fg € LY(Q, A, 1; K) und hieraus mit der Integralvariante der Dreiecksungleichung fiir
den Absolutbetrag aus Ubung 1.119 die Behauptung

\/mwk/ﬁwmﬂwmsmwm.

Ubung 2.196 Beweisen Sie die Holder-Ungleichung fir p=1, q¢ = 0o.

“Ubung 2.197 Es seien py,. .., pm € [1,00] mit

>p =1
j=1

(Konvention: oo™t :=0). Weiter seien fi,..., fm € M (Q, A, ). Zeigen Sie:

m

Hfj

g=1

m

< Tl
1 J

i1

Wie in der Analysis 2 folgt aus der Holder-Ungleichung die Dreiecksungleichung:
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Lemma 2.198 (Minkowskische Ungleichung = Dreiecks-Ungleichung fiir ||-||,)
Fiir alle f,g € M(Q, A, 11; K) und 1 < p < oo gilt

1F +glle < [1fllp + llglls

Beweis: Wir beschrinken uns hier auf den Fall 1 < p < oo; die Flle p € {1, 00} sind die
Ubungsaufgabe 2.199.

Fiir || f]|, = oo oder ||g||, = oo ist nichts zu zeigen; ebenso ist im Fall || f + ¢/, = 0 nichts
zu zeigen; wir diirfen also || f||,, [|g]|, < co und || f + ¢||, > 0 annehmen.

Wir schitzen zunéchst nur grob ab, um || f + g||, < oo zu zeigen: |f + g| < 2(|f] V |g]),
also

£4gP < 20P v lo) <201+ loP)
und daher
£+ 9l = [ 17+ 9P du < 2(UFl5+ lglp) < oc.

Nun schétzen wir feiner ab: Es sei ¢ = p/(p — 1) konjugiert zu p. Wir setzen h :=
|f +glP~t >0, also
W =|f+gl

und damit
Ile = 117 + gl
Wir erhalten
Hf+gH§=/\f+g!hdu§ /\f\hdu+/|g|hdu (wegen |f +g| < |f] + l9])
< 111l + NgllAll = (Ll + gl 1 + g2/ = (171l + Igl)If + gl

wobei wir p/q = p—1 verwendet haben. Dividieren wir durch || f 4 g|[?~" €]0, oo, erhalten
wir

1+ glly < [[f1lp + llgllp,
also die Behauptung.

Ubung 2.199 Beweisen Sie die Dreiecksungleichungen

1f+glle < flle+ gl und [[f+ glloe < [[flloc + [l9]lo
fir g€ M(Q, A, 1; K).
Damit erhalten wir:

Lemma 2.200 (||-||, ist eine Halbnorm) Fiir alle p € [1, co] ist der Raum LP(Q2, A, 11; K)
ein K-Untervektorraum von M (2, A, i), und die Abbildung ||-||, : £P(2, A, 11; K) — R st
eine Halbnorm darauf.

Fir f e LP(Q, A, 11;K) gilt || f||, = 0 genau dann, wenn f =0 p-fast dberall gilt.
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Beweis: Der Fall p = oo ist eine Ubungsaufgabe; wir nehmen p < oo an. Die Aussage
0 e LP(, A, 1;K) ist klar. Aus f,g € LP(Q, A, ;1; K) und o € K erhalten wir ||f|, > 0

sowie A
lafl, = (|a|p / |f|pu<dp>)” — |/l 1l

insbesondere af € LP(Q, A, 11;K), und ||f + gl[, < ||fll, + llgllp, insbesondere f + g €
£r(92, A, 11; K). SchlieBlich gelten nach dem Lemma 1.137 (Integrale sehen Nullmengen
nicht) die folgenden Aquivalenzen:

Hpr:O(:)/]f]pdu:O(:)|f|p:0u-f.ﬁ.<:>f:0u-f.ii.

O

Ubung 2.201 Beweisen Sie, dass (L°(Q, A, 11;K), ||-|ls) ein halbnormierter Raum mit
dem folgenden Nullraum ist:

{f e LA K| [flle=0}={fe M AK)| f=0 p-fastiberall}.

Erinnern Sie sich aus der Analysis 2 daran, dass man aus einem halbnormierten Raum
(Vo |I-Il) durch Verkleben von Vektoren mit dem Abstand 0, also durch Bilden des Quo-
tientenraums V/N mit dem Nulltaum N = {z € V| ||z|]] = 0}, einen normierten
Raum bekommt, wobei die Norm ||[z]|| auf Aquivalenzklassen [x] = z + N € V/N re-
prasentatenweise durch ||[z]|| := ||z|| definiert wird. Wir fithren diese Konstruktion nun

im Spezialfall (V, ||-|) = (£P(£2, A, u; K), ||-]|,) durch:

Definition 2.202 (LP-R&ume) Es sei (Q, A, u) ein Mafraum und p € [1,00]. Wir de-
finieren

LP(S, A, 1 K) = LP(Q, A, 1, K) /N,
mit dem Nullraum
N={feLl(Q A 1;K)| f=0 p-fast iberall}.
Wir versehen LP(Q), A, u; K) mit der Norm
-l = L7(2, A, s K) = R, ([f 4 Ny o= [l

Falls klar ist, welcher Grundkérper K, gemeint ist schreiben wir auch kurz LP(Q, A, p);
im Fall 0 € B(R") sogar kurz LP(Q) := LP(Q2, B(Q2), A\ |p@))-

Die folgende unscharfe Sprechweise fiir f € L£P(Q, A, u;K) ist allgemein iiblich: Statt
[f] = f+ N € LP(Q, A, n) schreibt man auch f € LP(Q, A, u), schreibt also f, obwohl die
Aquivalenzklasse [f] gemeint ist. Aus dem Kontext muss dann klar werden, dass eigentlich
nicht wirklich f, sondern die Aquivalenzklasse [f] = f 4+ N von f modulo Abinderung
auf einer Nullmenge gemeint ist. Man beachte, dass zum Beispiel fiir f € LP(R™) die
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Auswertung f(0) an der fixierten Stelle 0 keinen Sinn mehr ergibt, weil {0} eine Lebesgue-
Nullmenge ist. Punktweise Auswertung ist nur mehr in manchen Situationen sinnvoll, zum
Beispiel unter dem Integral, oder auch, wenn man einen “kanonischen Rerpésentanten”
f von [f] hat, zum Beispiel fiir stetige f € LP(R™). Diese Komplikation ist vielleicht am
Anfang sehr gewohnungsbediirftig.

Konvergenz beziiglich |||, und Konvergenz u-fast iiberall ist nicht das Gleiche. Dies illu-
strieren die folgenden Gegenbeispiele:

Beispiel 2.203 (Konvergenz in L? ¢ Konvergenz f.ii.) 1. Die Folge €"1jg1/y :
R — R, n € N konvergiert \-f.i. (sogar punktweise; keine Ausnahme-Nullmenge)
gegen 0. Sie liegt zwar in allen Riumen LP(R), 1 < p < oo, ist jedoch beziiglich
keiner Norm ||-||, eine Cauchyfolge und damit auch nicht bzgl. ||-||, konvergent.

2. Betrachten wir die Folge (f,)nen von Funktionen ]0,1] — R mit f,, = Ljgo-m (k1)2-m)
fiir 2m < m = 2™+ k < 2™ wobei m, k € Ny mit k < 2™. Sie konvergiert zwar
gegen 0 beziiglich ||-||, in LP([0, 1], B([0,1]), 4 = X|(oa))) fir 1 < p < co. Fliir alle
w €]0,1] konvergiert f,(w) jedoch nicht fir n — oo, so dass f, erst recht nicht
p-fast tberall konvergiert.

Ubung 2.204 Zeigen Sie: Jede Cauchyfolge in (LX(Q, A, 1), ||-|loc) konvergiert p-fast
tiberall.

Als Hilfsmittel fiir das Folgende brauchen wir:

Lemma 2.205 (Erstes Borel-Cantelli-Lemma) Es sei (Q, A, 1) ein Mafraum. Ist
(Ag)ken eine Folge in A mit

Z (Ay) < oo,

so gilt

p(limsup Ag) = 0.
k

In der Sprechweise der Stochastik kénnen wir das auch so formulieren, falls p ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 ist:

Fiir jede Folge (Ag)ren von Ereignissen, deren Wahrscheinlichkeiten eine summierbare
Folge bilden, tritt Ay, fast sicher schliefSlich fiir k — oo nicht auf.

(Es gibt auch ein zweites Borel-Cantelli-Lemma, das wir hier nicht besprechen.)

Beweis des 1. Borel-Cantelli-Lemmas: Es gilt fiir alle m € N:

limksup A = ﬂ U A C kgl A

neN k=n

und daher mit der o-Subadditivitdat von u:

0 < p(limsup A;) < A | < A;) =37 0.
< u( sup k:)_,U<U k)_g;nﬂ( k)

k=m

Es folgt die Behauptung: p(lim sup, Ag) = 0.
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Ubung 2.206 Es sei (X,)nen eine Folge von Rf-wertigen Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (§2, A, 1) mit den Verteilungen

L,(X,)(dx)=e"dr, x>0,n€eN.

Zeigen Sie, dass die Reihe ) n—2X, p-fast sicher konvergiert.
Hinweis: Verwenden Sie das erste Borel-Cantelli-Lemma.

Wir zeigen nun die folgende Beziehung zwischen Cauchyfolgen in LP und Konvergenz f.ii.:

Lemma 2.207 (Cauchyfolgen in £? besitzen f.ii. konvergente Teilfolgen.) Es sei-
en (2, A, 1) ein Mafraum und 1 < p < oo. Dann besitzt jede Cauchyfolge (fn)nen in
(LP(Q2, A, ), [||l,) eine p-fast iberall konvergente Teilfolge ( fn, )ren. Insbesondere gilt dies
auch fir beziglich ||-||, konvergente Folgen.

Beweis: Fiir p = oo folgt dies aus Ubung 2.204. Wir betrachten daher nur den Fall
1 < p < oo. Weil (f,), eine Cauchyfolge in L? ist, gilt

sup || fn — fllp 0.

m:m>

Damit konnen wir eine Teilfolge (f,, Jken von (f,), mit

VEeN: sup |[[fu, — fullp < 4=k/p

m:m>nyg

wihlen. Insbesondere gilt also || fo, — fue,,llp < 47F/7 fiir alle k € N. Setzen wir

A = {|far = fanial = 2757} ={w € Q| | fa, (@) = fars ()| > 2777} € A,

so folgt
1Ak < 2k|fnk - fnk+1|p

und daher
p(Ag) = / La, dp < 2 / e = Frsa [P die = 28| fro, = frn |12 < 2F(47H/P)P = 27F

fiir alle k£ € N. Insbesondere folgt

D> oA <> 2F =1 <o,
keN keN
und damit

p(limsup Ag) =0
k
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nach dem Borel-Cantelli-Lemma. Fiir p-fast alle w € €, genauer gesagt fiir alle w €
(lim sup,, Ag)¢, gilt w € A$ fiir k — oo schliefllich, d.h.

Im e NVE>m: |fu, (W) = fp,, ()] < 2772,

Wihlen wir solch ein m € N, so folgt fiir alle [ > k > m:

-1

o) = )] < 311, ) - ()l S Y290

i=k
und daher
SUD | fo (w) = fo (@ |<22 e

I: 1>k

so dass (fn, (w))ken dann eine Cauchyfolge ist, also konvergent in R. Fassen wir zusammen:
Fiir p-fast alle w € Q konvergiert (f,, (w))ken in R.

0

Satz 2.208 (Vollstidndigkeit von L?) Es sei (Q, A, u) ein Mafraum, K € {R,C} und
1 <p < oo. Dann ist (LP(Q, A, ; K), ||-||,) ein vollstindiger normierter Raum, also ein
Banachraum.

Beweis: Wir beschranken uns auf den Fall K = R; der Fall K = C folgt hieraus, in-

dem man Realteil und Imaginérteil getrennt untersucht. Da (LP(Q, A, 1; K), ||-||,) aus

(LP(2, A, 1K), ||-||,) durch Verkleben von fast iiberall gleichen Funktionen entsteht, gentigt
es, die Vollsténdigkeit von (LP(£2, A, u; K), [|]|,) zu zeigen.

Es sei (fn)nen eine Cauchyfolge in (LP(2, A, 1;K), [|-]|,). Sie besitzt nach Lemma 2.207

eine p-fast iberall konvergente Teilfolge (gx = fn, )ken. Wir setzen punktweise

f = 1{—oo<liminf,Cﬁoo gr=limsup;_, . gr<oco} h]?_l)golf k-
Insbesondere gilt f € M(Q2,.A) wegen |f| < oo, und
f=lim g, p-fi.
k—o0
Wir betrachten nundchst den Fall p < oco. Aus dem Lemma von Fatou folgt
191 = [ 15 dn = [ timint ot e < timint [ oul? di = i ;< oc,
k—o0 k—o0 k—o00
also f € LP(Q, A, n). Weiter gilt fiir alle m € N, nochmal mit dem Lemma von Fatou:

1 = gull = / 1 = gl i = /hminf 0 — gonl? di

m—>oo
p 07

< hmmf/ |95 = gml” dp = liminf || g — g7 < S ||gk — gmlly
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da (gk)ken eine [|-||,-Cauchyfolge ist. Damit ist gezeigt:

also g, =% f in (LP(2, A, 1;K), [|||p)- In diesem Raum gilt also: Die Cauchyfolge (f,)x
besitzt die gegen f konvergente Teilfolge (gx)r und konvergiert daher selbst gegen f.
Der Fall p = oo wird sogar etwas einfacher behandelt: Es gilt

s :=sup || gk||oo < 00,
keN

denn (||gx||so )k ist eine Cauchyfolge. (Erinnerung: Bilder von Cauchyfolgen unter gleichméBig
stetigen Abbildungen sind Cauchyfolgen.) Insbesondere gilt |g| < s p-f.i. fiir alle k € N

und daher auch |gx| < s p-f.i. Es folgt auch |f| < s p-f.ii. wegen gi iy f p-fii; hier
verwenden wir, dass jede abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge ist.
Damit ist f € £L2(Q, A, u) gezeigt. Gegeben € > 0, gilt fiir m — oo schliefflich

sup Hgk - gm”oo < €,
k: k>m

also |gr — gm| < € p-f.ii. fur alle k, m grof§ genug. Es folgt fiir alle m € N grof} genug
|f = gm| < limsup gy — gm| <€ p-fid,
k—o0

also
m—0o0

||f_.gm||oo — 0.
Genau wie oben folgt hieraus f, — f in (£2(Q, A, 1), ||]lo0)-
0

EU’bungu2.209 (Klammer zwischen L” und L%) Esseien p,q € [1, 00| zueinander kon-
jugiert. Uberzeugen Sie sich davon, dass durch

(1) I A K) x LYQ, A, K) S K, ([f], [g)) = / Fodi

eine stetige Sesquilinearform definiert wird, wobei das kartesische Produkt mit der Pro-
duktmetrik zu [|-||, und |||, versehen wird. Hierbei bezeichnet f das komplex Konjugierte
zu f. Uberzeugen Sie auch davon, dass man im Fall p = ¢ = 2 hiermit einen K-Hilbertraum

(L*(Q, A, ), {-,-)) mit der Norm || f|l2 = \/(f, f) erhilt.

Die Komplexkonjugation in der Definition der Klammer (-,-) wird durch den Fall p =
g = 2 motiviert, in dem man so die wiinschenswerte positive Definitheit der Klammer
garantiert, also ein Skalarprodukt auf L*(€, A, i) erhilt. Sie spielt ohnehin nur im Fall
K = C eine Rolle und ist im Fall p # ¢ weit weniger wichtig als im Fall p = 2. Lafit man die
Komplexkonjugation weg, so bekommt man unten lineare statt antilineare Abbildungen;
sonst unterscheidet sich diese Alternative kaum von dem unten Behandelten.
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Definition 2.210 (topologischer Dualraum) Ist (V,||-||) ein normierter Raum tber
K, so wird der topologische Dualraum von V  durch

V*i={L: (V,||-]) = (K, |-|)| L ist stetig und linear}
definiert. V* wird mit der Operatornorm
[-llvox = R, [[Lllvok = sup{[|L(z)|[| z € V [[z]| < 1}
versehen.

Vom algebraischen Dualraum unterscheidet sich der topologische Dualraum dadurch, dass
man nur stetige Linearformen betrachtet.

Die folgende Dualitétsrelation zwischen p- und ¢-Norm ist oft sehr hilfreich. Sie kennen
sie aus der Analysis 2 (in etwas anderer Notation) schon im Spezialfall von ¢¥ und ¢4:

Lemma 2.211 (Dualitéit von p-Norm und ¢-Norm) Es seien (2, A, i) ein MafSraum
und p,q € [1,00] zueinander konjugiert.

1. Essei f € M(Q2,A), und es gebe eine Folge E, 1 {f # 0} in A mit p(E,) < oo fir
alle n € N. (Dies ist z.B. der Fall, wenn p o-endlich ist.) Dann gilt

11, =su{ [ 15l du] s € €0 A . ol < 1} 92)

2. Es seil < p < oo oder (p= o0 und pu o-endlich). Dann wird durch

v (L2 A ), [llp) = (L9 A )" [ pasx), o()(g) = (f,9) = /?gdu

(mit f € LP(Q, A u), g € LUQ, A, n)) eine wohldefinierte antilineare Isometrie
gegeben. Insbesondere gilt fir f € LP(Q, A, p):

[fllp = [le(P)zamx = sup{[ (f, 9) [ | g € LU A, 1), llgllg < 13-

“Ubung 2.212 Uberlegen Sie sich am Beispiel Q = {0}, A = {0, Q}, u = 00-d, f = lq,
dass die Approximierbarkeitsbedingung durch eine Folge E,, 1 {f # 0} in Vorausset-
zung 1. des Lemmas 2.211 nicht iiberfliissig ist.

Das gleiche Beispiel zeigt auch, dass im Fall p = oo im Teil 2. des Lemmas die Vor-
aussetzung der o-Endlichkeit von p gebraucht wird. Man kann mit Hilfe des Satzes von
Radon-Nikodym zeigen, dass unter den Voraussetzungen des Teils 2. des Lemmas die Ab-
bildung ¢ im Fall p > 1 surjektiv ist; fiir p = 1 gilt dies jedoch i.a. nicht. Wir beweisen
das hier nicht.
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Wir betrachten hier nur den Fall 1 < p < oo des Lemmas; die Fille p € {1, 00} sind
Ubungsaufgaben.

Beweis des Lemmas 2.211 fiir 1 < p < oo:

Wir beweisen zundchst die Behauptung 1. fir f € LP(Q, A, u).

Im Fall f =0 p-f.i. ist die Behauptung trivial; wir diirfen also 0 < || f||, < co annehmen.
Wir betrachten die Funktion h := f|f[P"*1{s.0}, die (in etwas anderer Notation) schon
im Beweis der Dreiecksungleichung auftrat.

Es gilt wegen q(p—1) =p

Az = / 10D gy = / P du= 2

und wegen fh = |fh| = |f[?
(fo ) =115

und wir erhalten fiir g := h/||hl|, = h/Hpr/q h/|| fl[E~*: die Normierung [|g|l; = 1 und

_ Wl _
11 = s = (f.0) = S = [ 170l d

[Fia
Damit ist
111 < s { [ Vrsla]g € 12 A, ol <1} %)
und
1fllp < sup{[(f,9) [ |9 € LY A, ), gl < 1} (94)
fir f € LP(Q, A, n) gezeigt. Die umgekehrten Ungleichungen
111, = s { [ Vsla]g € 12 A ol <1} %)
und
1fllp = sup{[(f,9) [ |9 € LY A, ), [lgll < 1} (96)

folgen fiir f € L£P(Q, A, ) unmittelbar aus der Holderschen Ungleichung,.

Nun beweisen wir die Behauptung 2. Nach der Holderschen Ungleichung ist fiir f €
L1, A, p) die Abbildung ¢(f) = (f,-) : LY, A, u) — K wohldefiniert, und offensicht-
lich ist ¢(f) linear und wegen (96) auch stetig. Also ist ¢ : LP(2, A, u) — LI(Q, A, pn)*
wohldefiniert, und aufgrund der Linearitéit des Integrals und des Antilinearitéit der Kom-
plexkonjugation auch antilinear. Nach Definition der Operatornorm erhalten wir

[e(P[zamx = sup{[ (f, 9) [ | g € LY A, ), llgllg <1} = [[f]]p-

WEeil ¢ antilinear ist, folgt hieraus: ¢ ist eine Isometrie:
V€ L2 A 1) = L = fllp = e(f = F)llzosk = 1e(f) = o(f)l| Lo
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Nun beweisen wir die Behauptung (92) unter der Approximierbarkeitsvoraussetzung A >

Ey 1 {f # 0}, w(Ey) < oo
Wir setzen f, := (|f| An)lg, fir n € N. Dann gilt || f,||, < oo fiir alle n € N, und

/Ifngldu Tnﬁoo/lfg!du

fir alle g € £(€2, A, i) sowie
[ fallp Taosoo 1 £115

nach dem Satz von der monotonen Konvergenz wegen f,, 1 |f|.
Mit dem schon Gezeigten folgt:

[ fllp = sup [[ fullp
neN
= sup {/ | fngl du‘ g€ LA ), llglly <1ne N}

_ sup{ / \fg!du‘g e £, A, 1), lgll, < 1}-

Ubung 2.213 Beweisen Sie das Lemma 2.211 in den Féllen p =1 und p = 0o.
Als eine Anwendung beweisen wir:
Lemma 2.214 (Integralvariante der Minkowski-Ungleichung) Es seien (21,4, 111)

und (Qy, Az, j12) o-endliche Mafrdume und 1 < p < co. Dann gilt fiir alle f € M (Q x
0o, A1 X Ag) die folgende Integralversion der Dreiecksungleichung:

o f (e, wa) pa(dwy)

< [ Gl ma(n) (o7)
P Q2

wobei f(-,wz) + Q1 — K, wy = f(wi,wa) und [o f(-,wa) pa(dws) + Q1 — [0,00], wy =
fQQ (w1, ws) pa(dws). Hier ist die p-Norm iber (1, A1, 1) gemeint.

Fir alle f € M(Q1 x Q, A x Ay K) mit [o, [[f(-,wo)llp pa(dws) < oo ist das Integral
fQ (w1, we) po(dws) fiir py-fast alle wy € €y definiert und endlich, und es gilt die Un-
glezchung (97) auch hier.

Die Dreiecksungleichung fiir die p-Norm im o-endlichen Fall ist der Spezialfall (s, Ay, p2) =
({1,2},P({1,2}), 61 + 02) dieser Integralvariante der Minkowski-Ungleichung.
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Beweis von Lemma 2.214: Es sei ¢ € [1,00] konjugiert zu p und g € L£4(Q4, Ay, 1)
mit ||g||, < 1. Dann gilt

| Vel maldas) lg(n)] ()

o Ja,

= / | f (w1, w2)g(wr)] g1 (dwy) po(dws)  (mit dem Satz von Fubini)
0 Jou

< / |G w)llpllgllg pra(dwe)  (mit der Holder-Ungleichung)
Qo

G w2l aden) - (wegen Jlglle < 1)

Bilden wir das Supremum {iiber alle solchen g und verwenden die Dualitétsrelation (92)
aus Lemma 2.211, folgt

| f (-, wa)| pa(dws)
Q2

/ £ (-, wa)llp p2(dws)
Insbesondere ist
| £ (-, wo)| pa(dws) < 0o puy-fii.,
Qo

also existiert fiir ui-fast alle w; € 2 das Integral

fwi, wa) pa(duwy)
Q2

und ist pq-fast iiberall endlich. Wir erhalten die Behauptung:

o f (s w2) pa(dws)

g | f (-, wa)| p2(dws)

£ (- w2)[lp p2(dws).
Qo

p p

O

Korollar 2.215 (Minkowski-Ungleichung fiir die Faltung) Es seien 1 < p <
und f € LP(R™, B(R"), \,,) und g € L}(R™, B(R"), \,,). Dann gilt fxg € LP(R", B(R"), \,,)
(Abénderung auf einer Nullmenge moglich!) und

1F* gllp < [1Fllpllglh-

Ftwas allgemeiner: Fiir f wie eben und ein beliebiges signiertes Mafl p auf (R", B(R™))
gilt

g

1 pllp < A1l
mit der Norm
el = 1 (€2) + - (2)
aus Ubung 1.180. Das bedeutet: Die Faltungsabbildung
«: (LP(R", BR™), An), [I-llp) x MR™, BR™)), [|-[) = (L7 (R", B(R"), An), [I-Il)

ist eine stetige bilineare Abbildung.
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Beweis: Die erste Variante ist der Spezialfall dyu = g d\, der zweiten Variante. Wir neh-
men zunéchst an, dass p ein endliches (nichtnegatives) Maf ist. Nach der Integralversion
der Minkowski-Ungleichung ist [, f(-—x)u(dz) \,-fast iiberall definiert und endlich, und
es gilt

(- = ) pldx)

< [ WG =)l plde)

P Rn

1S+ pllp =
R

= /R £l e(dz) = || Fllppe(R™) = [ Fllpll ]l

Ist ;¢ nun ein signiertes Maf}, so erhalten wir hieraus

1f o pllp = [1f % (e — )l = 1f * pge = o plp <A * pgllp + 1F * pellp
< [ fllppes (R™) + (| Fllpp— (R™) = | fllpll ]
O

Beispiel 2.216 (Die Wirmeleitungshalbgruppe in LP) Ist K; : R" — R, ¢ > 0, der
Wiérmeleitungskern aus Beispiel 2.68, so gilt || K;||; = 1. Fiir “Anfangsdaten” g € £P(R"),
1 < p < o0, der Wirmeleitungsgleichung und die zugehorige Losung f(-,t) = g * K, gilt
also

lg * Killp < lgllpll Kellx < llgllp-

Damit erhalten wir eine stetige “Zeit-t Wéarmeleitungsevolution”
Sk K (LPR), [lp) = (LP(R), I-[lp), g = g+ K.
Ubung 2.217 Es sei 1 < p < co. Es sei

FR=R, f(z)= |z 2 (Loy () — 110(2))

1
g:R—=R, g(x)= ml[q,ﬂ\{o}(l’)

Zeigen Sie:
1. fe LP(R), g € LY(R), also f* g € LP(R)
2. f x g ist nur \i-fast iberall, jedoch nicht iberall definiert. (Wo nicht?)
3. Berechnen Sie

1 1
c:=limz2"% T fx g(2)
zl0

Driicken Sie ¢ mit Hilfe von Werten der Betafunktion aus.
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Lemma 2.218 (Young-Ungleichung — 1. Version) Es seien py,pa, p3 € [1, 00| mit
1 1 1
b1 D2 P3
wobei 1/00 := 0. Dann gilt fiir alle fi, f2, f3 € M (R, B(R")) und alle z € R™:

frx fax f3(2) < A fillpall Fallpa |l Fllps -

Beweis: Wir behandeln zunéchst zwei einfache Spezialfélle:
1. Fall: 1 € {p1,p2,ps}, 0.B.d.A. p; = 1. Hier folgt die Behauptung aus der Holder-
Ungleichung;:

=2

fuxfox f3(2) <\ fallallf2 + falloo < WAl f2llpo ] follps

da ps und ps hier konjugiert zueinander sind.
2. Fall: 0o € {p1,p2,p3}, 0.B.d.A. p; = co. Hier gilt p = p3 = 1, und die Behauptung
folgt aus der Minkowski-Ungleichung fiir die Faltung:

Jux fax fs(2) < fillsollfo * fslln < Il fllooll f2ll 2l f5]1-

3. Fall: p; €]1,00[ fiir j = 1,2,3. Es sei ¢; €]1,00] konjugiert zu p; fir j = 1,2,3.
Insbesondere gilt

- — =3 - = - = — —=3-2=1. (98)
q1 q2 q3 b1 P2 P3

Es sei
S, == {(w1, 19, 73) € (R")?| 21 + 29 + 23 = 2}

und v, : B(S,) — [0, 0] das Bildmafl von A\, ® A, unter der Abbildung
(R™)? — S.,  (w1,22) = (21,29, 2 — 71 — To).

Wir setzen

fiefae f3:8. = (0,00, (1,29, 23) > fi(w1)fa(22) f3(23).
Insbesondere gilt
Ji* fa* f3(2) = / fie fae fydv..
Sz

Wir beobachten
p p _ _
St =p (g =ppit=1 (99)
q3 q2

und analog mit zyklisch vertauschten Indizes

B B BBy (100)
@ 93 G2 41



Wir betrachten nun die Produktzerlegung

p3

frofoofi= (Lo fit o fI)(f o Lo fI)(f o [ o 1),

Aus der Version der Holder-Ungleichung aus Ubung 2.197, die wegen (98) anwendbar ist,
erhalten wir

P2

/fl'fz'f:adeSHl °f3q1||q1||f ole f3”||q2||f ° f5* o 1lgs

wobei die Normen iiber (S,, B(S,),v.) gemeint sind. Nun gilt

1o £ o5 = [ PP ) i) (o) = LI A

also

[1e °ﬁWm—HM%WMI

und analog mit zyklisch vertauschten Indizes

Pl P3
|U?2°1°ﬁ?H@——HﬁH£Hme7

p1 P2

11 o f5" o 1lgs, = TAEARS
Oben eingesetzt folgt die Behauptung so:

/qﬁ o foo Fadv < Aol 1Al AT A28 1A 1220 = 0l ol il

wobei wir im letzten Schritt (99) und (100) verwendet haben.
U

Durch Ubersetzen der 1. Version der Young-Ungleichung mittels Dualitéit erhalten wir
folgende Verallgemeinerung der Minkowski-Ungleichung fiir die Faltung:

Lemma 2.219 (Young-Ungleichung — 2. Version) Es seien p,q,r € [1,00] mit
1 1 1

o =1+-,
poq r

wobei 1/00 := 0. Dann ist fir alle f € LP(R™, B(R"), \,) und g € L4(R™, B(R™), \,) die
Faltung f x g \,-fast tiberall definiert und endlich, und es gilt

1 * gll- < 1 flpllglle-
Insbesondere st die Faltungsabbildung

0 (LPRY, B(R™), A, [[-llp) < (L4(R™, B(R™), An), [[-lq) = (L7(R™, BR"), An), [|-[|-)

eine stetige bilineare Abbildung.
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Beweis: Wir betrachten zuniichst den Fall f,g > 0. Es sei s konjugiert zu r, d.h. s7 +

g~' = 1. Dann gilt die Voraussetzung p~' + ¢! + 57! = 1 der 1. Version der Young-

Ungleichung. Fiir alle h € L*(R™, B(R"), A,,) mit h > 0 folgt dann

(h, fxg) = fxgxh™(0) < [fllpllgllgllPlls,

wobei wir h~(z) := h(—=z) gesetzt haben. Mit der Dualitétsrelation (92) aus Lemma 2.211
folgt hieraus die Behauptung:

L+ gl < I flpllglle-

Fiir Funktionen f, g beliebigen Vorzeichens erhalten wir die Behauptung hieraus mit
folgender Uberlegung:

f * g(x) ist mindestens fiir alle € R™ definiert und endlich, fiir die |f| * |g|(x) endlich
ist, und es gilt dort

| g(x)| < |f]*|gl(x)
und daher

L+ glle < AP Agllle < AN gllle = 1A 1o llglly
O

Ubung 2.220 (Hyperkontraktivitit der Wirmeleitungshalbgruppe) FEs sei K, der
Wirmeleitungskern zur Zeitt > 0 und f € LP(R™), p € [1,00]. Zeigen Sie fx K, € L(R")
fiir alle ¢ > p.

Ubung 2.221 (Young-Ungleichung in (?(Z")) Fiir f,g : Z" — C und = € Z" defi-
nieren wir die Faltung

frglx) = fl@)gly — =),

yeL™

falls die Summe wohldefiniert ist. Zeigen Sie: Fiir p,q,r € [1,00] mit p~* +¢ ' =1+ 77!
und f € (P(Z"), g € (1(Z") ist f x g auf ganz Z" definiert, und es gilt

Lf = glle < (£ 11194

Hinweis: Sie kénnen diese P-Version der Young-Ungleichung mit der gleichen Methode
wie die LP-Version der Young-Ungleichung beweisen.

Ubung 2.222 Fiir a € R sei fo : R* = R, fo(2) = [|2]|*Ljo<jefo<1y und go : R — R,

9o () = [l2]*Lgzo>13
Fiir welche o, 5 € R und r € [1, 00| ist

1. fak fs€ L'(RM)?
2. ga*xgp € L"(R™)?

In welchen Fillen folgt dies schon aus dem Ergebnis von Ubung 2.193 und der Young-
Ungleichung?
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Wir zeigen nun folgende Approximationseigenschaft von Funktionen in L?:

Lemma 2.223 (Approximation in L? durch Faltung mit §-Approximationen) Es
sei n € N. Gegeben ein integrierbares f : R™ — R mut fRn fd\, =1, setzen wir

fe:R" =R, fx)=€¢"f(z/e).

Weiter sei 1 < p < oo gegeben. Dann gilt fir alle g € LP(R™, B(R"), A\,):
el0
lg* fe—gllp — 0. (101)

Beweis: Wir beweisen das zuerst unter der Zusatzvoraussetzung, dass g beschrankt und
Ap-fast iiberall stetig ist und kompakten Téger besitzt. Hier gilt fiir alle x € R™, € > 0:

gedila) =" [ gle = o) f/e) Mldy
— [ gt — ef) i),
also

gf0)=ala) = [ ga=ef)Mld)=g(a) [ 1GEIM() = [ Tola—ea)=g(@) () M)

Mit der Integralvariante der Minkowski-Ungleichung aus Lemma 2.214 erhalten wir :

o [ lole = ) - gla)l ) i)

< / |2 = g(z —ez) — g(x) |l £ (2)] An(d2)
p n
Um den Limes des letzten Integrals fiir € | 0 zu berechnen, wenden wir den Satz von der
dominierten Konvergenz an. Wir iiberpriifen seine Voraussetzungen:

1. Integrierbare Majorante:

= gz —ez) —g(a)ll, < llz = g(z—e2)|p + llgll, = 2l

also
|z = g(z —€z) — g(z)l,| f(2)] < 2lglls|f(2)],

was integrierbar in z ist.

2. Punktweise Konvergenz: Fixieren wir z € R™. Wir miissen zeigen:

|z = gz — e2) — g(2)]|, > 0. (102)

Hierzu verwenden wir nochmal den Satz von der dominierten Konvergenz mit fol-
genden Zutaten:
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(a) Konvergenz fast iiberall: Aus der Stetigkeit von g fast iiberall folgt fiir A,-fast

alle x € R™:
€l0

lg(z —ez) — g(x)[P =0

(b) Integrierbare Majorante: Fiir unser festes z € R" gilt:

U supplz — g(z — €z) — g(x)] C B, +supp g =: K(z)

0<e<1

ist beschrankt (wobei B, := {x € R"| ||z||s < r} die Kugel um 0 mit Radius r
bezeichnet), also ist

sup [g(z —€z) — g(@)[" < (2 sup |g(y)]) 1) (2)
0<e<1 yER™

eine in x integrierbare Majorante.
Damit ist die Behauptung (102) gezeigt.

Insgesamt folgt:

g fe = gllp < /R |z gz = €2) = g(@)[o|F(2) An(dz) = 0.

fiir beschrénkte, fast iiberall stetige ¢ € L” mit kompaktem Tréger.

Insbesondere gilt dies, wenn g = 1¢ die Indikatorfunktion eines beschrankten Quaders
Q C R™ ist.

Sei G der Raum aller Funktionen g € LP(R", B(R"), \,), fiir die die Behauptung (101)
gilt. Wir beobachten zuerst, dass G ein Untervektorraum von LP(R™, B(R"), \,) ist, denn
0 € G und fiir alle g, h € G und «, 8 € R folgt:

el0
[(ag + Bh) * fe = (ag + Bh), < |alllg = fe = gllp + Bl fe — gll, = 0,

also ag+ph € G. Zudem ist G abgeschlossen beziiglich der p-Norm in LP(R", B(R"), A,,). In
der Tat: Konvergiert eine Folge (g, )men in G beziiglich der p-Norm gegen g € LP(R™, B(R™), \,),
so folgt:

Hg * j;'_'ng’f; ”g * j; — Om * j%”p %_||gnl*‘j;'_'gnlnp %_||gﬂ1'_ ng-

Nun gilt nach der Minkowski-Ungleichung fiir die Faltung:

g * fe = gm * fellp = 19 = gm) * fellp < Mlg = gmlloll fells = 1lg = gmlloll F1l2

und daher eingesetzt:

lg * fe = gllp < lg = gmllp (Il + 1) + [lgm * fe = gmllp
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Gegeben 7 > 0, fixieren wir nun m € N so gross, dass ||g — gm|[,(]| f]1 +1) < 7 gilt. Dann
folgt
lim sup lg* fe—gll, <n+ fim sup lgm * fe = gmllp = n,

also g € G.

Insbesondere gilt die Voraussetzung ||gm — gll, —s 0 fiir Folgen (g )men in G, falls
0<gmTgeLP(R"BR"),\,) oder 0 < g,, | g gilt.

Mit dem Satz von den monotonen Klassen folgt, dass fiir jeden beschréankten Quader )
in R™ und fiir jede beschrénkte messbare Funktion vom Typ glg gilt: glg € G. Wihlen
wir nun eine Folge (@ )men von beschriankten Quadern mit @, T R", so folgt fiir alle
g € LP(R™, B(R™), \,,) einerseits

Vm e N: 1g, Ljg<myg €9

und andererseits
1 Lgi<mg = gll, ™= 0
nach dem Satz von der dominierten Konvergenz. Wegen der Abgeschlossenheit von G folgt
die Behauptung: g € G.
O

Wir nennen jede Familie (fe).~o wie im Lemma eine 0-Approzimation, denn sie approxi-
miert das Diracmaf} §y im folgenden Sinn:

el0
grfe——9%0=yg
beziiglich der p-Norm fiir alle g € LP(R").

Beispiel 2.224 (Anfangswerte der Wirmeleitungshalbgruppe) Der Wirmeleitungskern

dvy Id,

ll113
Ky(z) = (2mt) e 2" = Dn

(), ze€R" t>0

erfiillt die Skalierungseigenschaft
Kga(x) =e¢ "Ki(z/e)

und die Normierungsbedingung
Kid\, = 1.
R
Die Familie (K2)c~o bildet also eine d-Approximation. Es folgt fiir alle f € LP(R"),
1<p<oo,neN:
£10
If * K = flly = 0.

In diesem LP-Sinne ist f der Anfangswert der Losung RT x R™ 5 (¢,x) — f % K (z) der
Wiérmeleitungsgleichung

o¢ 1

E — §A¢.
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Korollar 2.225 (C*° ist dicht in L?) Fir allen € N und 1 < p < oo ist der Raum
C°(R™) aller glatten Funktionen f : R™ — R mit kompaktem Trager dicht in (LP(R™, B(R™), An), [|-|l,)

Beweis: Es sei K, T.00 R” eine zu R™ aufsteigende Folge kompakter Mengen, z.B. eine
aufsteigende Folge von Quadern. Dann bildet (1, ¢)men fiir beliebiges g € LP(R™, B(R™), A,)
eine Folge von Funktionen mit kompaktem Triager. Mit dem Satz von der dominierten
Konvergenz sieht man, dass sie beziiglich der p-Norm gegen g konvergiert. Es sei m € N.
Fiir g konjugiert zu p folgt nach der Holderschen Ungleichung:

M, 9l11 < s, llgllgll, < oo

Nun fixieren wir eine Funktion f € C°(R™) mit [, fd\, = 1; die Existenz solcher f
folgt aus Lemma 2.148 und bilden die zugehorige §-Approximation (fe).~o. Dann ist fiir
jedes € > 0 f. x (1g,,g) glatt, denn wegen der Integrierbarkeit von 1x, g folgt fiir jeden
Multiindex 8 € Njj

DA(f.+ (1x,,9)) = (D*£.) % (Lic, )

mit dem Satz von Lebesgue von der Vertauschbarkeit von Integral und Ableitung; insbe-
sondere sind alle Funktionen f, x (1, g) glatt. Sie besitzen auch alle kompakten Tréger,
denn sowohl f, als auch 1k, g besitzt kompakten Trager. Es gilt also

Ve>0Vm e N: fox(1g,g) € C°(R").

Mit Lemma 2.223 folgt beziiglich |[|-|,:

m—o0

el0
fex (1k,9) — 1k,,9 — g.

Es folgt die behauptete Dichtheit von C°(R™) in LP.

Ubung 2.226 Fs set U CR" offen und
CEU) = A{flv| f € CZ(R"), supp f € U}
der Raum aller glatten Funktionen mit kompaktem Trager in U. Zeigen Sie fir 1 < p < oo:
Ce(U) ist dicht in (LP(U,B(U), M\lsw))s |-|lp)-
2.13 L2-Theorie von Fourierintegralen

Wir arbeiten im Folgenden mit komplexwertigen Funktionen (K = C); z.B. steht LP(R")
nun fiir LP(R", B(R"), \,;; C) und C(R") fiir C*°(R™, C).

In diesem Abschnitt iiber die Fouriertransformation ist es zweckméfig, eine etwas andere
Vorzeichen- und Skalierungskonvention als frither zu verwenden:
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Definition 2.227 (Fouriertransformierte — Variante) Fiir f € L!(R"), n € N, nen-
nen wir

Ff:R*"—=C, Ff(k):= (27r)_"/2/ e 1B £ (1) N\ (da),

n

die Fouriertransformierte von f.

Das neue Vorzeichen im Exponenten wird durch die Komplexkonjugation motiviert; die
folgende Ubung soll die Niitzlichkeit des neuen Vorfaktors (27)~™/? illustrieren:

Ubung 2.228 Fiir n € N, eine positiv definite Matrix A € R"*" und b € C" setzen wir
1 t t n
f(x) = fap(x) :==exp —57 Az +b'x ), zeR",

wobei Elemente von C" als Spaltenvektoren aufgefafit werden. Zeigen Sie, ohne die Theorie
dieses Abschnitts vorab zu verwenden:

1. Fiir £ € R™ gilt:

Fik) = \/diﬂ exp (—%(k i) ALk + z'b))

(Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von Ubungsaufgabe 2.43.

2. Folgern Sie:
Ffap fary dX, = FlapFfary dy,

R" R"

wobei auch & € C" sei und A" € R™*" eine weitere positiv definite Matrix bezeichnet.

Aus der Ubung 1.147 wissen wir, dass Ff fiir f € L'(R™) eine stetige Funktion ist. Zudem
ist F f beschriankt, d.h. f € C,(R"), da fir alle k € R™ gilt:

(FfR) < @m) 2 [ e ™ f(2)| Ny(dz) = (2m) "/ . [f (@) Aa(dz) = (2m) 2| f]1.

Rn
Wegen der Linearitéit von F konnen wir das auch so schreiben:
Lemma 2.229 (Fouriertransformation auf L') Die Fouriertransformation
F o (LMR), [ll1) — (Co(R™), [[]]0)
st eine wohldefinierte stetige lineare Abbildung. Ihre Operatornorm ist durch
1F |22 gy sy ey < (2) 72

beschrankt.
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Fourier

Ubung 2.230 (Ableitung D; %" Multiplikation mit ik;) Es sei f: R" — C ste-
tig differenzierbar mit kompaktem Tréiger. Zeigen Sie fiir alle k = (ky,...,k,) € R™ und
jg=1...,n:

F(D;f)(k) = ik;F f(k)

Hinweis: Fubini + partielle Integration.
Insbesondere gilt fiir alle f € C°(R"), k € R™
F(Af)(k) = =57 f (k)

und daher fiir ||k||z # 0:

IFANE] o Cm) " IAL (1 k20

Ff(k)| =
FIRI= e = T

0,
Es gilt also Ff € Co(R") fiir f € C°(R™), wobei

Co(R™) = {g € Cy(R™)| (k)| "5 0y,

Lemma 2.231 Der Raum Cy(R™) ist abgeschlossen in (Cp(R™), |||loo)-

Beweis: Es sei g € Cy(R"), wobei der topologische Abschluss in (C,(R"), ||||o) gemeint
ist. Gegeben € > 0, wihlen wir h € Cy(R™) mit

€
— Dl < =,
lg—hloe < 5

und hierzu R > 0, so dass fiir alle & € R™ mit ||k||y > R gilt:
€
h(k =.
)] < &

Wir erhalten fiir diese k:
€

lg(k)| < |g(k) — h(E)| + |h(k)| < % =

= €.

Damit ist |g(k)]| Iella 3o 0, also g € Cp(R™) gezeigt.

Wir erhalten hieraus:

Lemma 2.232 (Riemann-Lebesgue-Lemma) Fiir alle f € L*(R") ist Ff € Co(R").

FIL'(R™)] € Go(R")
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Beweis: Weil C>°(R") dicht in (L*(R™), [|-||1) ist und F : (LYR™), ||-]l1) — (Co(R™), ||||o0)
stetig ist, folgt

FILYR™)] = F[C=(R")] € F[C(R™)] € Co(R") = Co(R™).

In der letzten Formel ist natiirlich der erste topologische Abschlufl beziiglich [|-||; gemeint,
die beiden iibrigen Abschliisse jedoch beziiglich ||||

O

Erinnern Sie sich an Lemma 2.66. Wir schreiben es noch einmal spezialisiert fiir signierte
Mafle mit Dichte u = fd\,, v = gd\, auf:

Lemma 2.233 (Spezialfall von Lemma 2.66) Fiir alle f,g € L'(R") gilt:3*

F(fxg)=@n)"*(Ff)- (Fg)

Satz 2.234 (Fourier-Umkehrformel) Es sei f € L'(R") mit f == Ff e LY(R").
Dann gilt X
f(z) = Ff(—x) fir \,-fast alle x € R™.

Anders geschrieben: WICHTIG!

A

fli = @ny [ e e = f@) = @0 [ f (b fi

n

Die Fouriertransformationen vorwéarts und riickwéarts unterscheiden sich also nur um ein
Vorzeichen im Exponenten. Wir kiirzen die Riickwirtstransformation fiir g € L'(R"),
x € R™ wie folgt ab:®®

n

Filx) = Fiol—x) = (2m) "2 / ¢i040) () A, (k).

Beweis der Fourier-Umkehrformel: Es bezeichne fiir ¢ > 0, x € R”

2
llzll3

P(z) = Py(—x) = 2"2a " AK (z) == n A e

den mit 2"/277/4¢"/* skalierten Wirmeleitungskern.? Aus Ubungsaufgabe 2.43, speziali-
siert auf den vorliegenden Fall, wissen wir fiir alle k£ € R™:

tll%13

FP(k) = a4 e="2" = Py (k).

34Der listige Faktor (27)™/2 in dieser Faltungsformel ist der Preis fiir unsere neue Normierungskonven-
tion.

35Wir schreiben noch nicht F~!, sondern F~, weil die Fourier-Umkehrformel nicht auf dem gesamten
Definitionsbereich L!(R") von F gilt.

36Die Skalierung ist so gewihlt, dass ||P;||s = 1 gilt. Die Normierungskonstanten 2"/27
nicht wichtig; man koénnte sie ebenso gut weglassen.

n/4 gind hier
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also
]:Pt:Pl/t

und daher auch
Fffpt:ffpl/tzpt

also die Fourier-Umkehrformel im Spezialfall von P;. Wir fithren den allgemeinen Fall mit
einer Faltungstechnik darauf zuriick: Fiir alle x € R™, t > 0 folgt

[*Pyz) = . FW) Pz —y) An(dy) = . FW)F Pz —y) Aa(dy)
=) [ ) [ R0 (k) M)

(mit Fubini, anwendbar wg. f, Py € L")
= (2m) 2 [ Pk ) [, T Aa) At

-

=(2m)"/2 f(k)

- / PR (k) = [ D FREF) b
(2m) ”/Q/H ’“/ “EI P (y) An(dy) f (k) An(dE)

(nochmal Fubini, anwendbar wg. f, P, € L')

(22 / n / ) () () Puly) Au(dy)

= | F flx—yPy) M(dy) = (F f) = P(y).

Rn

Wieder mit [27/277/4"/4]~1 zuriickskaliert schreiben wir das in der Form
frK, = (F f)* K.

Nun gilt f * K; 0, f bzgl. || - ||1 wegen Beispiel 2.224, also gibt es wegen Lemma 2.207

eine Nullfolge ¢, | 0, so dass f * K, O, f An-fast iiberall gilt. Andererseits ist g := F~ f
stetig und beschrankt, also gilt fiir alle x € R™:

[ Ky(x) = g* Ki(2)
= (2nt) ™ [ gla-y)e

- (2#)_”/2/ g(x —Viz)e I An(dz) (mit dem Satz v.d. dom. Konv.)

7||yu2

An(dy)  (mit der Skalierung y = v/12)

tw /2 E ||§
— (2m)” g(@)e” 2" An(dz) = g(x)
Damit ist gezeigt: f = g A\,-fast iiberall, also die Behauptung.
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O

Beispiel 2.235 (Faltungseigenschaft der Cauchyverteilung — Variante der Herleitung)
Fiir a > 0 sei

fa:R—= R, folx)=ea
Dann gilt f, € L*(R), und fiir fo:=Ff, und k € R folgt:

~

fa(k)

e—zkxe—a\ﬂ dr

1
B V2T /
> / —(a+ik)x d$+ / (a—ik)x
\ 4T

1 e —(a+ik)z e(a ik)x
- V2r | —(a+ik) a—ik |,_

1 1 1
T Vo <a+ik a—zk:) V7 +k:2'
Inshesondere gilt auch f, € L'(R), da f,(k) = O(k~2) fiir [k| = oo, so dass die Fourier-
Umkehrformel anwendbar ist: ) R
Fla=F fa= fa,
wobei wir bei der ersten Gleichheit die Symmetrie f,(—z) = f,(z) verwenden.
Das Gleiche ausfiihrlich geschrieben:

1 ikx —alz
VzeR: ;/Re a2+k2dk:_e =, (103)

Nun seien a,b > 0 gegeben. Wegen

fafb = fa+b
folgt mit der Faltungsformel:

]:_(fa * fb) = \/%f_fa ']:_fb = \/%fafb - fa+b - \/%]:_fa—kb

und daher
fa * fb V fa+b>

also die Faltungsformel fiir die Dichte der Cauchyverteilung; siche auch Ubung 2.71.

Ubung 2.236 (Fouriertransformierte der Cauchyverteilung — Variante der Herleitung)
Leiten Sie Gleichung (103) noch einmal anders mit Hilfe des Cauchy-Integralsatzes und
der Cauchy-Integralformel her. Betrachten Sie dazu fiir R > 0 die beiden Halbkreisschei-
ben
Hi(R)={z€C||2| <1, £Imz >0}

und den Limes

. : a

lim et dz

mit Hy(R) fir > 0 und H_(R) fiir x < 0.
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Lemma 2.237 (F~ ist adjungiert zu F auf L') Fir alle f,§ € L'(R") gilt:

f_fgdAn:/ FF gd,. (104)

R

Ist speziell g von der Gestalt § = Fg fiir ein g € L*(R"), so konnen wir das auch in der
folgenden Form schreiben:

FfFgdry= | fgdh,. (105)

R Rn

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Satz von Fubini; dieser ist wegen f,§ € L'(R")
anwendbar:

Ffgdh, = (2n) ”/2/ / Wk2) £ () Ap(d) §(k) An(d)
=y [ F@) [ g0 0 (k) M (da)

Die Variante (105) unter der Zusatzvoraussetzung g = Fg, g € L', folgt hieraus unmit-
telbar durch Einsetzen der Fourierumkehrformel: 7~ Fg = g.

O
Wir erhalten:
Satz 2.238 (Satz von Plancherel) Die Fouriertransformation WICHTIG!
F: L'R") N L*(R") — Co(R™)

besitzt eine eindeutige Fortsetzung zu einer (mit dem gleichen Symbol bezeichneten) unitdiren
Abbildung
F (LARY), () = (LX(R™), {.,.)).

Das bedeutet: F : L?*(R") — L?(R") ist bijektiv, und es gilt fiir alle f,g € L*(R") die
folgende Plancherel-Gleichung (auch: Parseval-Gleichung®®):

Ff.Fa) =9, NFfll2= 1l

Die Plancherel-Gleichung fiir die Norm ist natiirlich der Spezialfall f = g der Gleichung
fiir das Skalarprodukt.

3TVon M.A. Parseval (*1755,11835) stammt eigentlich nur die Variante fiir Fourierreihen (s. Analy-
sis 2), wihrend die hier dargestellte Gleichung auf M. Plancherel (*1885,711967) zuriickgeht. Trotzdem
wird die Plancherel-Gleichung und weitere Verallgemeinerungen davon in der harmonischen Analysis
auf lokalkompakten Gruppen (historisch gesehen fiilschlicherweise) manchmal auch “Parseval-Gleichung”
genannt.

227



Beweis des Satzes: Es bezeichne wieder K; den Warmeleitungskern. Seine Fouriertrans-
formierte lautet

2
tllkll2

FEi(k) = (2m) e 2 =t"?K,,(k), kecR™

Nun sei f € LY(R™) N L*(R") gegeben. Wir setzen fiir ¢ > 0:

gy ‘= f * Kt S L1<Rn),

t]1k)13

g =Fgq :k—e 2z Ff(k).

Dann gilt auch g € L'(R™), denn K. (k) € L*(R") und Ff ist beschrinkt. Also ist
Lemma 2.237 anwendbar und liefert

(o d 2 K = (fo) = (Fha) = [ e S FHOP M)
= | B dalda) = 1711, (106)

wobei wir zuletzt den Satz von der monotonen Konvergenz und

kI3
e 2 Tuo

verwendet haben. Andererseits gilt nach Lemma 2.223 wegen f € L*(R"):
£40
1f* K — fll2 0

also wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung (Stetigkeit des Skalarprodukts):

an
[(Fo f* K) = LFI31 = 1 f o+ Ko = ) [ < A fllollf + Ko = flla = 0.
Zusammen mit (106) schlieBen wir fiir unser f € L'(R™) N L*(R™):
1£12 = 117113, (107)
insbesondere Ff € L*(R™). Weil F linear ist, bedeutet das:
Flov@mnz@e  (L'R™) N LARY), [|-l2) = (L*(R™), [|]|2)
ist (gleichmé#Big) stetig. Nun ist L'(R™) N L*(R™) dicht in (L*(R™), ||-||2); zum Beispiel ist

ja schon der Teilraum C°(R™) C L'(R"™) N L?*(R™) dicht. Daher besitzt F|p1gn)nr2@n)
eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung zu einer Abbildung

F o (L2R), [l2) = (LAR™), [[-]12), (108)

die wir wieder mit dem gleichen Symbol F bezeichnen. Mit der Stetigkeit der Norm und
der Dichtheit von L'(R™) N L3*(R™) in (L*(R™), ||-||2) folgt nun die Plancherel-Gleichung
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(107) fiir die Norm auch fiir alle f € L?(R"). Die Plancherel-Gleichung fiir das Skalar-
produkt folgt hieraus, weil sich das Skalarprodukt mit der “Polarisationsgleichung” durch
die Norm audriicken 1483t:

Vf,ge L*(R"): (f.g) = % (Lf+ 9> = 1If = gl + il f —igll® — il f +igll?) -

Die Fouriertransformation (108) in L? ist injektiv, weil sie isometrisch ist. Weil L*(R")
vollsténdig ist, folgt aus der Isometrie in (108) auch, dass ihr Bild F[L*(R™)] C L*(R")
vollstéindig und daher abgeschlossen ist. Es geniigt also zu zeigen, dass F[L?(R")] eine
dichte Teilmenge von L%(R") enthilt. Dies sehen wir so: Gegeben f € L'(R™) N L*(R")
wissen wir sowohl f K, € L*(R™) N L%(R") als auch Fgf « ;) = 20)2(Ff) - (FK,) =
2r/t)2(Ff) - Ky € LY(R™) N L2(R"), also auch F~(f * K;) € L'(R*) N L*(R™). In der
folgenden Rechnungen sind Limiten und Abschlul beziiglich der 2-Norm gemeint. Wir
erhalten:

f= %gf x K, = hm FF~(f* K,) € FIL2(R")] = F[L*(R")],

also
LY(R™) N L*(R") C F[L*(R"™)]

und daher also

L*(R™) = L1(R") N L2(R") C F[L2(R")] = F[L*(R™)].

Also ist F : L*(R") — L*(R") surjektiv.
UJ

Beispiel 2.239 (Plancherel-Gleichung fiir die Funktion #2%) Betrachten wir die ste-
tige Funktion

_ e fira £ 0
JiR=R, f(x)_{l firz=0 -

Sie ist zwar nicht integrierbar, f ¢ L'(R), jedoch quadratintegrierbar, d.h. f € L*(R)
wegen f(x) = O(|x|™2), |z| — oo. Wir schreiben sie als Fourierriicktransformierte:

f= \/gfll[—l,l}a
denn fiir z # 0 gilt
L[y - [ o {} L Loer | [T
Var il Var iv |y Vor ia o
Aus der Plancherel-Gleichung folgt

. 2
sin x ™
/ ( ) dv=IIfll: = 31yl =
R\{0} \ T
© feing)?
/ ( ) dﬂfzﬂ
o x
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