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1. Satz von Glivenko-Cantelli in 2d. Beweisen Sie die folgende zweidimensionale Version des
Satzes von Glivenko-Cantelli:
Es sei (Zn)n∈N eine i.i.d. Folge von Zufallsvektoren mit Werten in R2 mit Komponenten Zn =
(Xn, Yn) und F : R2 → [0, 1], F (x, y) = P [Xn ≤ x, Yn ≤ y] (mit n ∈ N beliebig und P dem
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmaß) die zugehörige Verteilungsfunktion. Es bezeichne

F̂n : R2 → [0, 1], Fn(x, y) =
1

n

n∑
k=1

1{Xk≤x, Yk≤y}

die empirische Verteilungsfunktion. Dann gilt P -fast sicher:

sup
(x,y)∈R2

|F̂n(x, y)− F (x, y)| n→∞−→ 0.

2. Beweisen Sie in der Situation der vorhergehenden Aufgabe, dass die endlichdimensionalen Randver-
teilungen von

√
n(F̂n − F ) (also die Verteilungen von (

√
n(F̂n(zj)− F (zj)))j=1,...,k mit gegebenen

z1, . . . , zk ∈ R2 für n → ∞ schwach gegen die entsprechenden endlichdimensionalen Randvertei-
lungen eines zentrierten Gaußschen Prozesses konvergieren. Bestimmen Sie die Kovarianz dieses
Gaußschen Prozesses in Abhängigkeit von der Verteilung Q := LP (Zk) der Zufallsvektoren Zk.
Welche Kovarianz erhält man im Spezialfall, dass die Zk uniform auf dem Einheitsquadrat [0, 1]2

verteilt sind?

3. Nichtexistenz supereffizienter Schätzer in 2d.

(a) Für a > 1 sei die stetige, mit Ausnahme der 1 differenzierbare Funktion

fa(r) =

(
log

max(r, 1)

a

)2

, r ≥ 0

gegeben. Für R > 0 bezeichne BR = {θ ∈ R2| ‖θ‖ < R} die offene Kreisscheibe um 0 mit Ra-
dius R. Weiter sei ca > 0 diejenige Konstante, für die Pa(dθ) = ρa(θ) dθ := cafa(‖θ‖)1Ba(θ) dθ
ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf Ba ist; dx bedeutet das 2-dimensionale Lebeguemaß. Zeigen
Sie, dass für die Spur der “a priori Informationsmatrix” gilt:

Spur IP = EP[‖∇ log ρa‖2] = const ·ca log a,

z.B. unter Verwendung von Polarkoordinaten. Die Nullmenge, auf der log ρa nicht differenzier-
bar ist, sollen Sie dabei ignorieren.

(b) Überzeugen Sie sich, dass Pa bedingt auf B1 die Gleichverteilung auf B1 ist, unabhängig vom
Wert von a > 1, und dass Pa(B1) = πca(log a)2 gilt.

(c) Nun sei X ein Zufallsvektor mit Werten in R2 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, Pθ),
so dass X − θ zweidimensional standardnormalverteilt ist, mit einem unbekannten Parameter
θ ∈ R2 . Angenommen, θ̂(X) wäre ein supereffizienter Schätzer dafür. Zeigen Sie, dass dann
eine Konstante C > 0 existiert, so dass für alle a > 1 gilt:∫

Ba

EPθ [‖θ̂(X)− θ‖2]Pa(dθ) ≤ 2− Cca(log a)2.

Teilaufgabe (b) kann Ihnen dabei helfen.

(d) Überzeugen Sie sich davon, dass die van Trees Ungleichung auch hier anwendbar ist, trotz der
Nichtdifferenzierbarkeit von ρa auf einer Nullmenge. (Alternativ können Sie auch die Dichte
ρa nahe an den Nichtdifferenzierbarkeitsstellen etwas glätten.)

(e) Folgern Sie, dass es keinen supereffizienten Schätzer für θ gibt, indem Sie große a betrachten.

Keine Abgabe. Studierende sollen ihre Lösungen in der Übungsstunde 8 präsentieren.


