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1. Sei f > 0 eine glatte Wahrscheinlichkeitsdichte auf R mit endlicher Varianz, so dass L(θ, x) =
f(x−θ) alle Regularitätsvoraussetzungen erfüllt, die für die Anwedung des Satzes von Cramér-Rao
benötigt werden. Gegeben sei eine i.i.d. Stichprobe X1, . . . , Xn, deren Komponenten die Verteilung
Pθ(dx) = f(x − θ) dx mit einem unbekanntem θ ∈ R besitzen. Wann gibt es einen effizienten
Schätzer für θ, also einen erwartungstreuen Schätzer, für den die Cramér-Rao-Schranke scharf ist?

2. Es seien X1, . . . , Xn i.i.d. normalverteilte reellwertige Datenpunkte mit unbekanntem Erwartungs-
wert θ und bekannter Varianz σ2 = 1. Zeigen Sie, dass es keinen supereffizienten Schätzer θ̂ für θ
gibt, also keinen Schätzer, der die Cramér-Rao-Schranke für alle θ unterschreitet.
Hinweis: Verwenden Sie die van Trees Ungleichung für a-priori Verteilungen P`(dθ) = `−1ρ(θ/`) dθ
mit einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsdichte ρ für ` genügend groß. Die genaue Wahl von ρ ist
nicht wichtig; Sie können z.B. die Dichte der Standardnormalverteilung nehmen.

3. Für einen beliebigen Schätzer π̂ : Rn → R sei der Bruchpunkt Bp(π̂) wie folgt definiert:

Bp(π̂) := sup

α ≥ 0

∣∣∣∣∣∣∣ ∀ω ∈ Rn : sup
ω̃∈R2:

|{i: ωi 6=ω̃i}|≤dαne

|π̂(ω1, . . . , ωn)− π̂(ω̃1, . . . , ω̃n)| <∞

 .

Das bedeutet: Der Bruchpunkt ist die Grenze des Anteils der Datenpunkte, die beliebig verfälscht
werden können, ohne den Wert des Schätzers unbeschränkt zu verfälschen. Er ist eine Maßzahl für
die Robustheit eines Schätzers unter Fehlern in den Datenpunkten.
Ein Lageschätzer ist ein Schätzer π̂ mit

π̂(ω1 + β, . . . , ωn + β) = π̂(ω1, . . . , ωn) + β

für alle ω ∈ Rn und β ∈ R. Ein Breiteschätzer vom Grad ν > 0 ist ein Schätzer π̂ mit

π̂(γω1 + β, . . . , γωn + β) = γν π̂(ω1, . . . , ωn)

für alle ω ∈ Rn, β ∈ R und γ > 0. Wir nehmen n ≥ 3 an.

(a) Berechnen Sie den Bruchpunkt für das Mittel ω = 1
n

∑n
i=1 ωi und die empirische Varianz

s2ω = 1
n−1

∑n
i=1(ωi − ω)2,

(b) Überlegen Sie sich je einen Lage- und Breiteschätzer mit positivem Bruchpunkt.

(c) Zeigen Sie, dass der Bruchpunkt eines Lageschätzers nicht größer als 1
2 sein kann.

Keine Abgabe. Studierende sollen ihre Lösungen in der Übungsstunde 7 präsentieren.


