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1. Sei f > 0 eine glatte Wahrscheinlichkeitsdichte auf R mit endlicher Varianz, so dass L(#,z) =
f(x—0) alle Regularitiitsvoraussetzungen erfiillt, die fiir die Anwedung des Satzes von Cramér-Rao
benotigt werden. Gegeben sei eine i.i.d. Stichprobe X, ..., X,,, deren Komponenten die Verteilung
Py(dz) = f(x — 0)dz mit einem unbekanntem 6 € R besitzen. Wann gibt es einen effizienten
Schétzer fiir 6, also einen erwartungstreuen Schétzer, fiir den die Cramér-Rao-Schranke scharf ist?

2. Es seien Xq,...,X,, i.i.d. normalverteilte reellwertige Datenpunkte mit unbekanntem Erwartungs-
wert # und bekannter Varianz o2 = 1. Zeigen Sie, dass es keinen supereffizienten Schitzer 0 fiir 0
gibt, also keinen Schétzer, der die Cramér-Rao-Schranke fiir alle § unterschreitet.

Hinweis: Verwenden Sie die van Trees Ungleichung fiir a-priori Verteilungen P,(df) = ¢~1p(6/¢) do
mit einer geeigneten Wahrscheinlichkeitsdichte p fiir £ geniigend grofl. Die genaue Wahl von p ist
nicht wichtig; Sie konnen z.B. die Dichte der Standardnormalverteilung nehmen.

3. Fiir einen beliebigen Schitzer 7 : R™ — R sei der Bruchpunkt Bp(7) wie folgt definiert:

Bp(#) :=supq a > 0| Yw € R™: sup [7r(wiy e ywn) — (@1, ..., On)| < 00
HER?:
i i} < Feen]

Das bedeutet: Der Bruchpunkt ist die Grenze des Anteils der Datenpunkte, die beliebig verféilscht
werden konnen, ohne den Wert des Schétzers unbeschrinkt zu verfilschen. Er ist eine Maflzahl fiir
die Robustheit eines Schitzers unter Fehlern in den Datenpunkten.

Ein Lageschdtzer ist ein Schitzer T mit

flwi+ B, .. wn +B) =7(wi,...,wn) + 6

fir alle w € R™ und B € R. Ein Breiteschitzer vom Grad v > 0 ist ein Schétzer 7 mit
T(ywi + B8, .. yywn + 8) =4 (w1, ... ,wn)

fir alle w € R?, g € R und v > 0. Wir nehmen n > 3 an.

(a) Berechnen Sie den Bruchpunkt fiir das Mittel @ = + 3" | w; und die empirische Varianz
2 1 \n —\2
Sw = no1 21:1 (wi —@w)?,

(b) Uberlegen Sie sich je einen Lage- und Breiteschitzer mit positivem Bruchpunkt.

(c) Zeigen Sie, dass der Bruchpunkt eines Lageschétzers nicht grofer als % sein kann.

Keine Abgabe. Studierende sollen ihre Losungen in der Ubungsstunde 7 prisentieren.



