Prof. F. Merkl
23. Mai 2016

Sammlung alter Klausuraufgaben
zur Stochastik

keine Abgabe — keine Besprechung in den Tutorien

Zu Ihrer Information und als zusdtzliches Ubungsmaterial sind hier die Auf-
gaben von vier meiner Klausuren zur Stochastik aus fritheren Semestern zu-
sammengestellt. Beachten Sie bitte, dass die Stoffauswahl in jenen Semestern
sich etwas von der Stoffauswahl in der laufenden Vorlesung unterscheidet!

1. Im folgenden elektrischen Schaltnetz seien die Schalter A, B und C un-
abhéngig voneinander jeweils mit Wahrscheinlichkeit p stromdurchléssig.

A B

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ¢ kann Strom vom linken Ende L zum
rechten Ende R des Netzwerks flielen? Schreiben Sie die Antwort in
der Form

q=anp" + anp" .. +ap+ag

in folgendes Feld:
Antwort (2 Punkte):

q:

Begriindung (2 Punkte):

2. Eine Urne enthélt urspriinglich eine rote und eine blaue Kugel. Man
entnimmt zuféllig eine Kugel und legt sie zusammen mit einer neu-
en Kugel der gleichen Farbe zuriick in die Urne. Dann entnimmt man
zufillig eine weitere Kugel und legt sie zusammen mit einer weiteren
neuen Kugel der gleichen Farbe zuriick in die Urne. Schlieflich ent-
nimmt man zuféllig eine dritte Kugel. Wir beobachten, dass unter den
drei gezogenen Kugeln eine rot und zwei blau sind. Bedingt auf diese
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Beobachtung, mit welcher Wahrscheinlichkeit p stammt die rote gezoge-
ne Kugel aus dem ersten Zug? Schreiben Sie die Antwort als gekiirzten
Bruch in folgendes Feld:

Antwort (2 Punkte):

p:

Begriindung (2 Punkte):

. Es seien Q = R?, A = B(R?) und P : A — [0,1] die Gleichverteilung
auf dem Dreieck D = {(z,y) e R?: 2 >0, y >0, z +y < 1}. Weiter
bezeichnen XY : €2 — R die Projektion auf die erste bzw. zweite
Koordinate. Berechnen Sie die Covarianz Covp(X,Y') zwischen X und
Y. Schreiben Sie die Antwort als gekiirzten Bruch in folgendes Feld:

Antwort (2 Punkte):

COVP<X, Y) =

Begriindung (2 Punkte):

. Es sei (X,,)nen eine iid Folge von Zufallsvariablen iiber einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P). Die Zufallsvariable X; besitze die Dichte
f(x) = Lpeof(z)e™™, x € R, beziiglich des Lebesguemafles. Weiter sei ei-
ne Zahl a > 1 gegeben. Leiten Sie aus der exponentiellen Tschebyscheff-
Ungleichung eine mdglichst kleine obere Schranke fiir

qn(a) =P[X;+...+ X, >nal], neN

her. Folgern Sie daraus eine mdglichst kleine obere Schranke fiir

1
lim sup — log g,,(a).
n

n—o0

Schreiben Sie die Antwort in folgendes Feld:
Antwort (2 Punkte):

1
lim sup — log g, (a) <

n—oo N

Begriindung (2 Punkte):



5. Es sei (2,4, P) ein statistisches Modell, Hy = {Fy} C P eine einfa-
che Nullhypothese, H; = {P;} C P eine davon verschiedene einfache
Alternative, so dass P; beziiglich Py eine Dichte L = dPy/dPy besitzt.
Wir nehmen an, dass die Verteilung Lp, (L) des Likelihood-Quotienten
L beziiglich Py eine Dichte f beziiglich des Lebesguemafles besitzt.
Es bezeichne p : 2 — R den p-Wert der Likelihood-Quotienten-Tests
(Neyman-Pearson-Tests) zu diesen beiden Hypothesen. Welche der fol-
genden Aussagen A-E ist in jedem Fall richtig? (Hinweis: Es ist genau
eine der fiinf Aussagen.)

A Die Verteilung Lp,(p) des p-Werts beziiglich der Nullhypothese
besitzt die Dichte f beziiglich des Lebesguemafles.

B Die Verteilung Lp, (p) des p-Werts beziiglich der Alternative be-
sitzt die Dichte f beziiglich des Lebesguemafles.

C Der p-Wert ist beziiglich der Nullhypothese auf dem Einheitsin-
tervall [0, 1] uniform verteilt.

D Der p-Wert ist beziiglich der Alternative auf dem Einheitsintervall
[0, 1] uniform verteilt.

E Keine der Aussagen A-D ist richtig.
Schreiben Sie die Antwort in folgendes Feld:
Antwort (2 Punkte):

Die Aussage ist in jedem Fall richtig.

Begriindung (2 Punkte):

6. Es seien X und Y zwei unabhéngige, standardnormalverteilte Zufalls-
variablen, die nicht den Wert 0 annehmen. Berechnen Sie eine Dichte
f der Verteilung der Zufallsvariable
X2
4 =——-
X24+Y?2
beziiglich des Lebesguemafles.

Hinweis: Es empfiehlt sich, zuerst die gemeinsame Dichte von (X?,Y?)
und dann die gemeinsame Dichte von (Z, X% + Y?) zu bestimmen.

Schreiben Sie die Antwort in folgendes Feld:
Antwort (2 Punkte):

f(z) = .z € R.




Begriindung (2 Punkte):

. Die Zufallsvariablen X, X5, X3, X4 auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(@2, A, P) seien iid standardnormalverteilt. Wir setzen

Y =X+ X7 und Z=XI+ X7

Bestimmen Sie die Covarianz Covp(Y, Z) zwischen Y und Z. Schreiben
Sie die Antwort in mdglichst einfacher Form in folgendes Feld:

Antwort (2 Punkte):

Covp(Y,Z) =

Begriindung (2 Punkte):

. Im folgenden elektrischen Schaltnetz seien die Schalter A, B, C und
D unabhéngig voneinander jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/3 strom-
durchléssig.

C D

Man beobachtet, daBl Strom vom linken Ende L zum rechten Ende R
des Netzwerks flieen kann. Bedingt auf diese Beobachtung, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ¢ ist der Schalter A stromdurchléssig? Schreiben Sie
die Antwort als gekiirzten Bruch in folgendes Feld:

Antwort (2 Punkte):

q:

Begriindung (2 Punkte):

. Eine punktfésrmige Lichtquelle im Ursprung 0 € R? der Ebene R? sen-
det ein Photon (Lichtquant, hier modelliert als punktformiges Teil-
chen) mit einem zufilligen Geschwindigkeitsvektor V' aus. Das Photon
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10.

bewegt sich auf einem geraden Lichtstrahl mit Lichtgeschwindigkeit
1 vom Ursprung weg. Der Geschwindigkeitsvektor V' sei beziiglich ei-
nes Wahrscheinlichkeitsmafies P gleichverteilt auf der Einheitskreislinie
St = {(z,y) € R? : 22 +y* = 1}. Es bezeichne A das Ereignis, dass
das Photon irgendwann die Gerade {2} x R trifft. Weiter sei (2, Z) der
Auftreffpunkt, falls das Ereignis A eintritt, und Z = 0 sonst. Berechnen
Sie die Dichte f von Z bedingt auf A, also die Dichte von Lpp.4(Z)
beziiglich des Lebesguemafles. Schreiben Sie die Antwort als vereinfach-
ten Term in folgendes Feld:

Antwort (2 Punkte):

f(z) = ,2€R

Begriindung (2 Punkte):

Bei dieser Aufgabe werden nur die Antworten, jedoch keine Begriindungen
verlangt. Tragen Sie Ihre Antworten in die Antwortfelder ein. Bei je-
dem dieser Felder ist 1/2 Punkt erreichbar.

Martin hat zwei Miinzen. Er wirft jede Miinze einmal und beobachtet
bei beiden Wiirfen “Kopt”. Es soll die Nullhypothese getestet werden
“Beide Miinzen liefern mit derselben Wahrscheinlichkeit Kopf” gegen
die Alternative “Die beiden Miinzen liefern mit verschiedenen Wahr-
scheinlichkeiten Kopf”. Die Nullhypothese soll verworfen werden, wenn
die beiden Miinzwiirfe verschiedene Ergebnisse liefern.

a) Beschreiben Sie die Situation durch ein geeignetes statistisches Mo-
dell (22, A, P).
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b) Formulieren Sie formal das Testproblem und den beschriebenen Test,

d.h. geben Sie formal die Nullhypothese Hy, die Alternativhypothese



11.

12.

H; und den Verwerfungsbereich V' an.

Hy =

le

V:

c¢) Berechnen Sie das Signifikanzniveau « des Tests als gekiirzten Bruch.

d) Fithren Sie den Test fiir Martins Beobachtung aus.

Testentscheid:

Jemand beobachtet die Wartezeiten 17,75, ..., Ty zwischen den ers-
ten zehn Anrufen in einer Telefonzentrale. Wir nehmen an, dass diese
Wartezeiten iid exponentialverteilt mit einem unbekannten Parameter
6 > 0 sind. Berechnen Sie den Maximum-Likelihood Schétzer 8 fiir 6.

Antwort (2 Punkte):

D>
I

Begriindung (2 Punkte):

(4 Punkte) Es sei (X,,)nen eine iid Folge von uniform auf ]0, 1] ver-
teilten Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A4, P).
Zeigen Sie: P-fast sicher gilt

log X,

lim inf > -1
n—oo logn




Hinweis: Zeigen Sie zuerst fiir alle € > 0:

P |lim inf log X
n—00 ogn

> —1—¢€| =1.

Erinnern Sie sich dazu an das 1. Lemma von Borel-Cantelli.

13. (1+ 1+ 2 =4 Punkte)

In einer Urne liegen zwei rote, eine griine und eine blaue Kugel. Anna
zieht dreimal mit Zuriicklegen eine Kugel. Sie erhélt R rote, G griine
und B blaue Kugeln.

(a) Beschreiben Sie das Zufallsexperminent durch einen Wahrschein-
lichkeitsraum (2, A, P) und geben Sie die Interpretation von w €
Q) an.

(b) Berechnen Sie Ep[B — R].
(c) Berechnen Sie Varp[B — R].
14. (1 + 3 = 4 Punkte)
(a) Formulieren Sie die Transformationsformel fiir Wahrscheinlich-

keitsdichten unter Diffeomorphismen.

(b) Die Zufallsvariablen R und U seien unabhéngig voneinander. R
besitze die Wahrscheinlichkeitsdichte

fr(r) =2rljgq(r), reR
beziiglich des Lebesguemafles. U sei auf |0, 1[ uniform verteilt. Sei
X:Rcos(gU) und Y:Rsin(gU).

Bestimmen Sie die Dichte des Zufallvektors (X,Y") beziiglich des
LebesguemaBes Ay auf R2.

Hinweis: Figenschaften der Polarkoordinaten diirfen Sie ohne Be-
weis verwenden.

15. (14+2+1 = 4 Punkte)

(a) Formulieren Sie den Satz von Bayes.

(b) Zwei Urnen enthalten je eine rote, eine griine und eine blaue Kugel.
Anna und Tom fiihren folgendes zweistufiges Zufallsexperminent
durch. Zunéchst zieht Tom zufillig eine Kugel aus der ersten Urne
und legt sie in die zweite Urne. Anschliefend zieht Anna aus der
gut gemischten zweiten Urne eine Kugel.



i. Beschreiben Sie das Zufallsexperminent durch einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, .4, P) und geben Sie die Interpretati-
on von w € () an.

ii. Anna sieht, dass sie eine griine Kugel gezogen hat. Gegeben
diese Information, wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Tom ebenfalls eine griine Kugel zog?

16. (1 + 3 = 4 Punkte)

(a) Formulieren Sie das 1. Lemma von Borel-Cantelli.

(b) Es sei (X,)nen eine Folge auf |0, 1[ uniform verteilter Zufallsva-
riablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P). Ferner sei
a>1.

Zeigen Sie: P-fast sicher gilt

n—oo

n*X, — +o00.

17. (1 + 3 = 4 Punkte)

(a) Formulieren Sie den Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeits-
mafe.

(b) Es sei S' = {(x,y) € R? | 22 + y* = 1} die Einheitskreislinie.
Zeigen Sie:
Jedes rotationsinvariante Wahrscheinlichkeitsmaf auf (S*, B(S))
stimmt mit der Gleichverteilung (uniformen Verteilung) auf S*
iberein.

Hinweis: Sie diirfen von geeigneten Mengensystemen ohne Beweis
voraussetzen, dass sie B(S') erzeugen.

18. (1 + 3 = 4 Punkte)

(a) Formulieren Sie eine Version des Lemmas von Neyman-Pearson.

(b) Die Zufallsvariablen XY seien unabhéngig voneinander und nor-

malverteilt mit Erwartungswert 0 und unbekannter Varianz o2.

Man beobachtet die Werte von X und Y.

Konstruieren Sie einen Test zum Signifikanzniveau o = 5% mit
maxmimaler Macht zur Nullhypothese Hy : 02 = 1 und der Al-
ternative H; : 02 = }l. Geben Sie den Verwerfungsbereich V' eines
solchen Tests an.

19. (24 2 = 4 Punkte) In einer Urne liegen unbekannte Anzahlen roter,
griiner und blauer Kugeln. Anna zieht viermal mit Zuriicklegen zuféllig
eine Kugel.



(a) Beschreiben Sie das Zufallsexperminent durch ein statistisches
Modell (2,.4,P) und geben Sie die Interpretation von w €
an.

(b) Anna zieht zuerst eine rote Kugel, dann eine griine Kugel, dann ei-
ne blaue Kugel, und zuletzt nochmal eine rote Kugel. Gegeben die-
se Beobachtung, berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schéatzer
fiir den unbekannten Anteil p, roter Kugeln an den Kugeln in der
Urne.

20. (1 + 3 =4 Punkte) Es sei (2,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) Definieren Sie, wann Ereignisse Aj, Ao, ..., A, beziiglich P sto-
chastisch unabhéngig heiflen, wobei n € N.

(b) Zeigen Sie: Wenn A, B und C beziiglich P stochastisch unabhéngige
Ereignisse sind, so sind auch AU B und C° = Q \ C beziiglich P
stochastisch unabhingig.

21. (1 + 3 =4 Punkte)

(a) Formulieren Sie eine Version des starken Gesetzes der grofien Zah-
len.

(b) Esseien P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und X eine auf |0, 1 beziiglich
P uniform verteilte Zufallsvariable. Fiir n € N bezeichne Z, €
{0,1,...9} die n-te Dezimalnachkommastelle von X. Mit dem
Ereignissen A; = {Z; = 3 und Z;;; = 1} bezeichne Y, =
n~t Y0 1a; die relative Haufigkeit von “31” in der Dezimaldar-
stellung von X bis zur (n + 1)-ten Nachkommastelle. Zeigen Sie:
Y, konvergiert P-fast sicher fiir n — co gegen eine Zahl a € R,
Welchen Wert hat a?

Hinweis: Beachten Sie Abhéngigkeiten zwischen den A;! Es kann
sinnvoll sein, zunéchst gerade und ungerade j getrennt zu betrach-
ten.

22. (14 3 =4 Punkte)

(a) Die Zufallszahlen X > 0 und Y > 0 seien unabhéngig vonein-
ander und exponentialverteilt mit unbekanntem Erwartungswert
1/A > 0. Man beobachtet die Werte von X und Y. Geben Sie ein
statistisches Modell (€2, .4, P) an, das diese Situation beschreibt.

(b) Konstruieren Sie einen Test zum Signifikanzniveau o = 5% mit
maximaler Macht zur Nullhypothese Hy : 1/A = 1 und der Alter-
native H; : 1/\ = 2. Geben Sie den Verwerfungsbereich V' eines
solchen Tests an.



Hinweis: Das Ergebnis darf mit Hilfe der Quantilsfunktion einer
geeigneten Verteilung ausgedriickt werden.

23. (1+ 3 =4 Punkte)

(a) Formulieren Sie eine Version des Zentralen Grenzwertsatzes.

(b) Ein fairer Spielwiirfel, beschriftet mit den Augenzahlen 1, 2, 3, 4,
5 und 6 wird n-mal geworfen; die Summe der Augenzahlen wird
mit S, bezeichnet. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P liege diesem
Zufallsexperiment zugrunde. Zeigen Sie, dass fiir alle a > 0 der
Limes

lim P [Sn > %n + no‘}

n—oo

existiert, und berechnen Sie den Grenzwert in Abhéangigkeit von
a.

Hinweise: Es empfiehlt sich, mehrere Falle fiir o zu unterscheiden.
Im Ergebnis darf die Verteilungsfunktion ® der Standardnormal-
verteilung verwendet werden. Es gilt 1 +2+4+3+4+54+6 = 21
und 12 + 22 4+ 3% + 4% + 52 + 62 = 91.

24. (24 2 = 4 Punkte) In einer Urne liegen m = r + b Kugeln, darunter r
rote und b blaue Kugeln. Max zieht zufallig n Kugeln ohne Zuriicklegen,
wobei n < m. Fiir j = 1,2,...,n sei F; = 1, wenn die j-te gezogene
Kugel rot ist, und F; = 0 andernfalls. Weiter sei

R:iFj
j=1

die Anzahl der gezogenen roten Kugeln.

(a) Beschreiben Sie dieses Zufallsexperiment durch einen geeigneten
Wabhrscheinlichkeitsraum (§2,.4, P) und geben Sie die Definition
von F; als Zufallsvariable auf diesem Raum an.

(b) Berechnen Sie die Varianz von R.
Hinweise: Es empfiehlt sich hierzu, fiir 4,7 € {1,2,...,n} die Ko-
varianz zwischen F; und F; zu berechnen. Unterscheiden Sie dabei
die Félle ¢ = j und i # j.
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