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Lineare Algebra und analytische Geometrie I
Losungsvorschlag zum 9. Ubungsblatt

Aufgabe U-1.

a) Laut Vorlesung bilden v1, v3, v3 genau dann eine Basis von R?, wenn die aus ihnen gebildete Matrix
1 0 ¢
A= (Ul (%) ’U3) = 0t 1
t 1 0

invertierbar ist. Nun ist det(A) =3+ (1-0-¢) — (13 + 03 +¢*) = —(1 + ¢*) nach der Regel von
Sarrus (vgl. dazu die Bemerkung im Lésungsvorschlag zu Aufgabe T-3 b) vom 4. Tutoriumsblatt),
so dafd die Matrix im Fall 3 = —1, d.h. fiir t = —1 #nicht invertierbar ist.

Alsoist M =R\ {—1}.
b) Eine trickreiche, aber vielleicht insgesamt die einfachste Art der Berechnung der Koordinaten liuft

folgendermafen: Daf} ein Vektor v € R? die Koordinaten A1, Ay, A3 beziiglich vy, v, v3 hat, be-
deutet genau, dafl

A
A- /\2 =v
A3
ist. Wenn wir diese Beziehung fiir die uns interessierenden Fille v = €1, v = ex und v = e;3
nebeneinanderschreiben, ergibt sich daraus, daff die gesuchten Koordinaten eine Matrix D € R3x3
bilden mit
A-D = Ej.
Es ist also einfach D = A~!, und diese Inverse lif3t sich vielleicht am Bequemsten mittels der
komplementiren Matrix berechnen: Es ist
S R 1 —t ¢
1 ~ -1 1
D:A*lzth-A:1 | —t2 1 =15 | 2 1
e * 2 1 ¢ * 21—t

Liest man nun die Spalten von D, ergibt sich: Fiir ¢t # 1 sind ...

(i) die Koordinaten von e; beziiglich vy, vo, v3 die Zahlen 1/(1+¢3), =t/(1443), /(14¢3),
(ii) die Koordinaten von ey beziiglich vq, va, v3 die Zahlen —t/(1+3), #*/(144%), 1/ (1443),

(iii) die Koordinaten von e3 beziiglich vy, vo, v3 die Zahlen */(144%), 1/ (1443), =t/(1+¢3),
und entsprechend ist

(i) die Zerlegung von e; in Komponenten bzgl. v1, v2, v3 gegeben durch

9 1 0 t3
Lo ! T el (e

e = ——v v U3 = — | - :
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(ii) die Zerlegung von e in Komponenten bzgl. v, v2, v3 gegeben durch

L e 4 ! o - ;% - i
€1 = ——=V U Vg =
T T A IEEE A I o L+ | o 1+6 )

(iif) die Zerlegung von e3 in Komponenten bzgl. v1, v9, v3 gegeben durch

2 42
£2 1 ¢ 1 (! 1 (0 1 t

= — ) Vg = t
T R L R B L Rl g Tire ) e

€1
t3

c) Ein Vektor v = (b1 bs bg)T liegt genau dann in (v1, v, v3), wenn das folgende inhomogene
lineare Gleichungssystem lgsbar ist:

10 ¢t ]| b 1 0 t b,
0t 1 b2 % 0t 1 b2
t 1 0| bs 0 1 —t2 | bs—th
1 0 ¢ by
~ 01 —t by — tby
0 0 14+t | t2by + by — tby

Hieran erkennen wir aufs neue, dafl im Fall 1 + ¢3 # 0, also t # —1, dieses Gleichungssystem szezs 1sbar ist, also
(v1,v2,v3) = R3 ist. Dies liefert einen neuen Beweis dafiir, daf§ in diesem Fall vy, vq, v3 ein Erzeugendensystem

und damit sogar eine Basis des R3 bilden.

Im nun interessierenden Fall ¢ = —1 ist das Gleichungssystem genau dann losbar, wenn 0 =
t2by + by — ths = by + by + bs ist. Damit ist in diesem Fall

<1}1,1)2,U3> = {CL’ = (bl b2 bg)T c R3|b1 +b2+b3 = 0} .

Um alle Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination von vy, v, v3 zu bestimmen, setzen
wir in die obige Matrixumformung b; = by = b3 = 0 ein, woraus sich die Zeilenstufenform

(beachte t = —1)

10 —-110

01 —-11]0

00 O 0
ergibt. Daraus ergibt sich sofort die allgemeine Losung 1 = 29 = 3, so daf} die allgemeine
Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von vy, v5, v3 im Fall £ = —1 die Form

0 = A\v1 + Avy + Avz  mit beliebigem A € R
hat.

Aufgabe U-2. Bevor wir uns dieser Aufgabe zuwenden, lohnt es sich, die folgende handliche Merkregel
tur Darstellbarkeit eines Vektors durch gegebene andere zu formulieren:

Es seien vy, . .., v, Vektoren in einem Vektorraum. Der Vektor v; ldfit sich genau dann als Linearkombi-
nation der iibrigen Vektoren schreiben, wenn es eine lineare Abhingigkeitsbeziechung

)\1U1+...+>\nvn:0

mit \; # 0 gibt.




Denn gibt es so eine Beziehung, so kann man sie nach v; auflgsen, womit die Darstellbarkeit bewiesen ist.
Umgekehrt kann man, ausgehend von einer Darstellung v; = ajv1+. . .+ a;-1v;—1+ @i 1001+ . . +Up,
durch Umstellen eine lineare Abhingigkeitsbezichung

ajvy + ...+ a; 01+ (=1) - v + a1V + oo apv, =0

erhalten, in der v; mit einem Koefhzienten # 0 auftaucht.

Dieses Kriterium werden wir in dieser und der nichsten Aufgabe verwenden.

a)

b)

Ich suche nach Maglichkeiten, den Nullvektor als Linearkombination von vq, v2, v3 zu schreiben,
und 18se dazu das homogene lineare Gleichungssystem mit der Matrix

6 4 0 1 3 -1 1 3 -1
(U1 v U3): 0 -7 3 IF\IIH 0o -7 3 0o -7 3
5 1 1 5 1 1 0 —14 ©
1 3 -1 1 3 -1 0 O 0
1 3 -1
~ 07 =3
00 O
00 0

An dieser Darstellung in Zeilenstufenform erkennt man, daff die Lésung einen freien Parameter
(ndmlich x3) enthilt. Damit ist der Nullvektor nicht die einzige Losung, d.h. die drei Vektoren
sind linear abhingig.

Man kann aber noch mehr erkennen: Die allgemeine Losung lautet nimlich

—2y
7
%)\ mit einem A € R,
A

so dafd fiir den Losungsraum gilt

(-

Das bedeutet, daf$ sogar in allen linearen Abhingigkeitsbezichungen 0 = A\jvq + Aqvg + Agvs alle
Faktoren \; von Null verschieden sind. Nach unserer vorangestellten Merkregel bedeutet das, dafl
jeder der Vektoren v; sich durch die anderen beiden darstellen laf3t.

Da wir gesehen haben, dafd jeder der Vektoren v; durch die beiden anderen darstellbar ist, konnen
wir beliebige zwei dieser Vektoren nehmen, um immer noch ein Erzeugendensystem von V' zu
erhalten; da beispielsweise v1, v aber offensichtlich linear unabhingig sind (keiner ist Vielfaches
des anderen), konnen wir diese beiden Vektoren als Basis von V' verwenden. (Mit der gleichen
Begriindung hitten wir auch vy, v3 oder vq, v5 wihlen kénnen.)

Um die Vektoren zu einer Basis von R* zu erginzen, verwende ich wieder das Prinzip ,,Probieren
auf gut Gliick”: Wenn man zwei vollig beliebige weitere Vektoren wihlt, wird man ,meistens® eine
Basis erhalten. Ob man Gliick hatte, kann man beispielsweise durch Berechnung der Determinante
tiberpriifen; beispielsweise fiir die Erginzung vy, vs, €1, €2 zeigt die Rechnung

6 4 1 0
0 =7 01

det(vl Vy €1 62):det 5 1 0 0 ::14#0,
1 3 00

daf tatsichlich vy, va, €1, € eine Basis von R* ist.



Aufgabe U-3. Dies ist im Wesentlichen die gleiche Aufgabe wie in U-2:

a)

b)

)

Wir kénnten hier mit der Determinante argumentieren, aber in Hinblick auf b) betrachten wir
stattdessen, analog zum Vorgehen in U-3, das Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix

1 4 0 1 1 4 0 1
(Ul - v4) _ 0 5 -2 2 0o 5 -2 2
2 -7 3 —4 0 —-15 3 -6
4 1 1 -2 0O —-15 1 -6
1 4 0 1 1 -1 0 -1
~ 05 -2 2 ~ 0 5 0 2
00 =3 0 0 0 1 0
00 2 0 0O 0 0 O
An dieser Zeilenstufenform erkennt man, daf§ es Darstellungen A\jv1 + ... 4+ A\vy = 0 gibt, in
denen nicht alle A; = 0 sind (denn A, ist ein freier Parameter). Also sind die Vektoren linear
abhingig.

Die allgemeine Losung des Gleichungssystems aus a) ergibt sich zu

3
2
—2)
0 )
A
also ist der Losungsraum
3
£ 3
_2 -9
= 5 e
1 5
Das bedeutet: Die allgemeinste Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von vy, ..., v4

hat die Gestalt
0 = 3Av; — 2Mvg + 5Avy  mit einem beliebigen A € R.

Nach unserer Merkregel aus Aufgabe U-2 ergibt sich daraus, dafy man die Vektoren vq, v2, v4 jeweils
als Linearkombination der iibrigen drei darstellen kann, nicht jedoch den Vektor v3 (,auf ihn kann
man nicht verzichten®).

Damit sind auch vy, v3,v4 sowie v1,vs,v4 sowie w1,v2,v3 Erzeugendensysteme von V.
Diese sind jedoch auch Basen, denn es gibt keine lineare Abhingigskeitsgleichung fiir die Vektoren
Vg, U3, Vg bzw. vy, V3, U4 bzw. vy, Vg, v3 — denn eine solche wire auch eine Abhingigkeitsgleichung
fur die Vektoren vy, v, v3, v4, und wie solche aussehen, haben wir bereits gesehen (es tauchen bis
auf v3 immer a/le anderen drei Vektoren darin auf).

Ein Vektor w € R* ist genau dann eine mogliche Erginzung zu einer der gewonnenen Basen, wenn
w ¢ V liegt. Wir miissen also nur herausfinden, wie ein solcher Vektor aussehen mufi; dazu ist es
am einfachsten, eine implizite Darstellung von V' zu berechnen: Wie iiblich, untersuchen wir dazu
die Losbarkeit des folgenden inhomogenen Gleichungssystems (welches Erzeugendensystem von V/
man fiir die linke Hilfte der Koeffizientenmatrix nimmt, ist egal — entweder vy, . . ., vy, oder eine



der in b) gewonnenen Basen, oder ein beliebiges anderes):

1 4 0 | b 1 4 0 by
o 5 =2 | b 0 5 -2 by
(w2 v [ D)=15 5 g bs | Y |0 =15 3 | by—2b
41 1 | by 0 —15 1 | by—4b
1 4 0 by 1 4 0 by
o o5 6 3b, o5 -6 3b,
0 —-15 3 by — 2by 0 0 —3 | bs—2b, + 3by
0 0 —2 | by—2b—bs 0 0 —2 | by—2b, —bs
1 4 0 by
0 15 —6 3D,
N
0 0 —6 | 2bs— 4b; + 6y
0 0 6 | —3by+6by + 3bs
1 4 0 by
0 15 —6 3b,
m
0 0 —6 Obg — 4by + 6by
0 0 0 | —3by+2b + 5bs + 6by

Dieses Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn —3by + 20y 4 5bs + 6b, ist, so dafd sich
V= {bER4|2b1+6b2+5b3—3b4:O}

ergibt. Wir konnen also jede der in b) gewonnenen Basen um einen beliebigen Vektor w € R* mit
2w, + 6wy + 5wz — 3wy # 0 zu einer Basis von R* erginzen.

Hier kann man einmal sehen, warum das so oft vorgeschlagene Verfahren zur Erginzung einer Basis ,nimm aufs
. . . . . S . T
Geratewohl irgendeinen Vektor funktioniert: Wenn man einen ,zufilligen® Vektor b = (b1 by b3 b4) €

R* nimmt, muff man schon gehoriges Pech haben, damit ausgerechnet 2b; + 6by + 5b3 — 3by = O ist. ..

Aufgabe U-4.

a) Hier kann man vorteilhaft rechnen, indem man (auch wenn die b; ja nicht unbedingt fiir Spalten-
vektoren in einem R"™ zu stehen brauchen) trotzdem ,symbolisch® eine Matrix bildet, in der die

Namen by, by, b3 und analog auch vy, . .., v4 vorkommen: Dann gilt nimlich
112 3
(Ul V2 Us U4) = (b1 bQ bg) . 1 2 31
1 31 2

Was niitzt das? Die lineare Abhingigkeit von vy, . . ., v4 ist dann gezeigt, wenn wir Zahlen ay, . . ., a4
finden, die nicht alle null sind, mit a;v; + ... + a4vs = Oy . Aber dies kann man schreiben als

431

! [05))
Oy = (v1 Vg U3 1)4)-

as

Qg

112 3 Zl
= (b by b3)-[1 2 3 1 a2
1 312 3



b)

Und was niitzt das jetzt? Der Punke ist die Assoziativitit der Matrixmultiplikation (die nimich auch
gilt, wenn man mit Matrizen rechnet, die symbolische Eintrige wie b; oder v; enthalten): Diese

zeigt, dafl es hinreichend ist (nicht unbedingt notwendig!), die Zahlen ay, ..., a4 so zu wihlen,
dafd
112 3\ (@ 0
1231 21 =10
1312 |* 0
Qay

ist. Und dies ist eine gewdhnliche Frage an Matrizen bzw. eine Frage in R?: Sind die vier Spalten der
angegebenen 3 x 4-Matrix linear abhingig in R3? Die Antwort lautet: Ja, selbstverstindlich, denn
R3 ist dreidimensional, so dafd vier Vektoren immer linear abhingig sind. Also gibtes ay, . . ., ay, die
das Gewiinschte leisten. (Wem das zu abstrakt ist, der oder die kann mit dem iiblichen Rechenver-
fahren solche Zahlen a; bestimmen und nachrechnen, daf§ dann tatsichlich a;v; + ...+ aqvs = 0
ist.)

Kurz gesagt: Die vier Vektoren v, ..., v, sind bereits deshalb linear abhingig, weil sie jeweils

Linearkombinationen von nur insgesamt drei Vektoren by, b, b3 sind!

Hier kann man nun mit Koordinaten rechnen: Es sei p : V' — R? die Koordinatenabbildung
beziiglich der Basis b1, ba, bs. Es geniigt laut Vorlesung, wenn wir nachweisen, dafd die drei Bilder
p(v1), p(v2), p(vs) linear unabhingig in R? sind. Die aus diesen drei Bildern gebildete Matrix ist
jedoch

1 1 2

1 2 3],

1 3 1

und diese ist invertierbar, beispielsweise weil ihre Determinante den Wert —3 # 0 hat.



