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Lineare Algebra und analytische Geometrie I
Losungsvorschlag zum 8. Ubungsblatt

Aufgabe U-1.

a) Esist genau dann B eine Linearkombination von Ay, A, A3, wenn es Koefhizienten A1, Ay, A3 € R
gibt mit Ay A; + Ao As + A\3A3 = B, was wiederum dquivalent ist zu

Y R () R V) B )
= (T-XM+1-X+0-A3=-1)
AO- A +1-Xo4+1-X3=1)
AB-A+1-d+1-X5=4)
A((=1) - A +1- A+ (1) - A3 = —6)

1 1 0 N ~1
— 0 1 1 Al 1
3 1 1 ; | 4
-1 1 -1 3 —6

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem, das man mit den iiblichen Verfahren l3sen
kann. Es ergibt sich, daf§ das Gleichungssystem losbar ist, d.h. B /ifst sich als Linearkombination
von Ay, Ag, A3 schreiben. Die (im tibrigen eindeutig bestimmte!) Losung ist gegeben durch den

A\ 1
Vektor [ A2 | = | =2 ], so daf§ wir die (einzig mégliche) Darstellung
A3 3
B:1A1—2A2—|—3A3
gefunden haben.
Fiir die Matrix C' wiederholt man die gleiche Rechnung; sie fithrt diesmal auf das lineare Glei-
chungssystem
1 1 0 4
0 1 1 il |6
3 1 1 AQ 11
—1 1 -1 3 1

Dieses stellt sich jedoch als unlgsbar heraus, also it sich C' nicht als Linearkombination von

Al, AQ, A5 darstellen.

Ein schneller Weg zum Auffinden dieser linearen Gleichungssysteme besteht darin, sich zu erinnern, dafl man sich
R?*2 vorstellen kann als ,seltsam notiertes“ Exemplar von R*: Wenn man beide Mengen so miteinander identi-
a

fiziert, daf die Matrix (Z Z) dem Vektor entspricht, kann man die Aufgabenstellung als Frage nach der

QUL O o



Erzeugbarkeit eines Vektors in R* durch drei gegebene Vektoren auffassen; daf} diese Frage auf Gleichungssysteme
vom erhaltenen Typ fiihrt, ist aus der Vorlesung bekannt.

Die angegebene Identifikation von R2%2 mit R* 1iflt sich auch formal in den Rahmen der Vorlesung einbinden:
Denn die sie vermittelnde Abbildung

R2><2 —>R4,
a b .
c d

ist nichts anderes als die Koordinatenabbildung von R2x2 beziiglich der Basis

G o) (o) o) 63

Dies fiihrt zu einem Lésungsverfahren fiir Aufgaben des Typs von U-1 a), das in jedem endlichdimensionalen

LO o

Vektorraum V' funktioniert: Man iibersetze mittels einer geeigneten Koordinatenabbildung die gegebene Frage

iiber V' in eine Frage tiber den uns gut bekannten Vektorraum R™.

b) Das Polynom g lifit sich genau dann als Linearkombination von fi, f2, f3 schreiben, wenn es
)\1, )\2, A3 € R glbt mit

Mfi+Xefot+Asfs =g

= Mz +1)+X(z® +2) + Ns3(2® + 2°) =22° + 327 — 1
<— A3+ ()\2 + )\3).%’2 + ()\1 + )\2)1' + A = 23 + 3z — 1
<— (A3 =2)
A (Ao + A3 =3)
A (A1 + A2 =0)
AN (A =-1)
0 0 1 2
. |0 11 il |3
110 AQ | o
1 00 3 -1
Dieses Gleichungssystem stellt sich als 16sbar heraus, also /% sich g als Linearkombination von
M -1
f1, fa, f3 darstellen. Die (eindeutig bestimmte) Losung ist gegeben durch [ Ao | = [ 1 |, also
A3 2

gilt
g=—fi+ fa+2fs.

Fiir das Polynom h fiihrt die gleiche Rechnung auf das lineare Gleichungssystem

00 1 1
011 il_—l
110 A2—1
100 3 -1

Dieses erweist sich als unlésbar, also 143t sich A nicht als Linearkombination von fi, fs, f3 darstel-
len.



Aufgabe U-2. Wir gehen vor wie in Aufgabe T-3 vom 8. Tutoriumsblatt: Es ist zu untersuchen, fiir

welche by, . . ., by das lineare Gleichungssystem mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
1 2 3| b
2 3 3| by
30 1| b3
4 1 1| by

l8sbar ist. Die Losbarkeit [if3t sich prizise feststellen, sobald die Koefhizientenmatrix auf Zeilenstufenform
gebracht ist:

1 2 3| b 1 2 3 b
2 3 3| by . 0 —1 =3 | by—2b
30 1| by 0 —6 —8 | by—3h
4 1 11| by 0 —7 —11 | by — 4by
1 2 3 by
01 3 2b; — by
m
0 0 10 | 9b; — 6by + by
0 0 10 | 10by — Tby + by
1 2 by
01 3 2b; — by
%
0 0 10 9b; — 6by + by
0 0 0 | by —by—bg+by

Dieses Gleichungssystem ist genau dann losbar, wenn by — by — bg + by = 0 ist, also ist die gesuchte
Menge von Vektoren

U= v = bl—bg—b3+b4:0

(implizite Darstellung des explizit gegebenen, durch vy, vg, v3 aufgespannten Unterraums von R*“).
Der Vektor w lifit sich nicht als Linearkombination von vy, vo, v3 darstellen, weil u; — ug — us + ug =
0—-1—-244 =1 # 0 ist. Der Vektor w dagegen /4ifé sich auf solche Art darstellen, denn es ist
w; —wy — w3z +wy =1—1—14 1= 0. Die Koeffizienten A1, Ao, A3, A4 mit

W = AU + AUz + A3v3 + Ay + 0y

ergeben sich nun durch Lasen des oben untersuchten linearen Gleichungssystems

1 2 3 wy 1 2 3 1
01 3 2wy — wy 101 3 1
0 0 10 Jw; — 6wy + ws {0 0 10 | 4
00 0 | w—wy— w3+ wy 00 010

Dessen (eindeutig bestimmte) Losung ergibt sich zu

)\1 1/5
)\2 = 71/5 s
)\3 2/5
also ist
112
w = 51)1 — gvg + 51}3.

(Wie immer, kann man die Korrektheit dieser Beziehung sofort iiberpriifen — aber man muf$ sie eben erst
einmal finden...!)



Aufgabe U-3. Die Strategie besteht hier darin, zuerst einen Vektor 0 # v € U N W zu suchen;
von diesem wird sich dann herausstellen, daf§ nicht nur Rv € U N W, sondern sogar Rv = U N W
gilt. (Warum und unter welchen Umstinden dies so ist, wird man spiter mit der Dimensionstheorie fiir
Vektorriume bzw. Untervektorriume begriinden kénnen.)

Ein #hnliches Problem wurde bereits in Aufgabe T-1 ¢) vom 8. Tutoriumsblatt untersucht. Dort waren die beteiligten
Untervektorriume jedoch in impliziter Form (also als Lésungsmengen eines gewissen Gleichungssystems) gegeben, was
die Berechnung ihres Schnittes vereinfachte (man mufite nur die beiden Gleichungssysteme kombinieren). Es wire nun
méglich, zu den explizit angegebenen Untervektorriume U und W jeweils eine implizite Darstellung zu bestimmen und
anschlieflend so vorzugehen wie in der Lsung zur Aufgabe aus dem Tutoriumsblatt. Stattdessen withlen wir einen anderen
Weg, der in der Vorlesung bereits vorgefiihrt wurde, und der auf die Situation von exp/izit gegebenen Untervektorrdumen

zugeschnitten ist.

Wir suchen einen Vektor v € R3, der sowohl in U als auch in W liegt, der sich also sowohl als Element
von U als auch als Element von W darstellen lif8t. Dies bedeutet, dafl es Zahlen A, Ao, 111, 12 € R geben
soll mit

1 1 1 1
)\1 2]+ )\2 1 = U1 1 + 125 0 (: ’U).
3 0 2 -1
Diese Gleichung lif3t sich als lineares Gleichungssystem fiir A1, Ao, 111, fto auffassen, denn sie ist dquivalent
zu
1 1 —1 —1
)\1 2]+ )\2 1 -+ j25% -1 + 125 0 =0
3 0 —2 1
11 -1 —1 il
— (21 -1 0| -[]=0
30 -2 1 H
K2

Dieses lineare Gleichungssystem kann man auf die iibliche Art und Weise 16sen; die allgemeine Losung
ergibt sich zu

/\1 —Q
)\2 « . R
= mit beliebigem o € R.
21 —Q
2 «

Daf} in dieser Losung genau ein freier Parameter auftaucht, entspricht genau dem Umstand, dafl U "W von einem einzigen
Vektor erzeugt sein wird — was in diesem Beispiel so ist, im allgemeinen (fiir beliebige Untervektorriume U, W C R™ aber

nicht zutreffen mufl — in welchem Fall dann eine Aufgabenstellung wie die unsere nicht sinnvoll wire.

Das allgemeine Element von U N W hat also die Form

1
U:)\l 2 —f-)\g
3
1
=—al|l2]| +a«a
3

0
-3

1
1
0
1
1
0



0

fur beliebiges & € R. Damit tut der Vektor v := | —1 | das Gewiinschte, dennesist UNW =R - v.
-3
0
(Genauso gut und tintensparend koénnte man v durch sein Negatives | 1 | ersetzen, aber das ist pure
3
Kosmetik.)

Aufgabe U-4.  Diese Aufgabe lif3t sich mit den beiden Verfahren losen, die in Aufgabe T-4 vom 8. Tuto-
riumsblatt vorgestellt wurden. Anstatt diese Verfahren erneut vorzurechnen, fasse ich sie kurz zusammen
und weise auf einen wesentlichen Unterschied zwischen ihnen hin:

o Erstes Verfahren (Aufgabe T-4 a) vom 8. Tutoriumsblatt): Man weist von Hand nach, dafl die
beiden gegebenen Erzeuger von U im Untervektorraum W enthalten sind (dies beweist U C W),
und daf$ die beiden gegebenen Erzeuger von W im Untervektorraum U enthalten sind (dies beweist
W C U, womit dann U = W bewiesen ist).

e Zweites Verfahren (Aufgabe T-4 b) vom 8. Tutoriumsblatt): Man iiberfiihrt die gegebenen expli-
ziten Darstellungen der Untervektorrdume U und W in implizite Darstellungen und vergleicht
diese.

Wesentlich ist nun die Tatsache, dafl das erste Verfahren immer funktioniert, das sehr elegante zweite
Verfahren jedoch nicht: Denn es kann sein, dafl zwei verscheidene implizite Darstellungen denselbe Unter-
vektorraum bezeichnen. Dies ist noch relativ gut kontrollierbar bei Untervektorrdumen, die durch eine
einzige Gleichung beschrieben werden, denn dafl beispielsweise die Untervektorriume

{x€R4|x1+x2—x3—|—2x4:0} und {mER4|—2951—2$2+2$3—4$4:0}

iibereinstimmen, kann man noch ganz gut erkennen (beide Gleichungen sind bis auf einen Faktor —2
identisch). Daf$ aber die beiden Untervektorriume

> 1 3 =7 7 1 -1 1 -2 3
5 o — 5 =
{xeR | (6 04 -9 10) v 0} und {xeR | <0 6 —2 3 —8) g O}’
tibereinstimmen (vgl. Losung zu Aufgabe T-1 b) vom 9. Tutoriumsblatt), ist schon iiberhaupt nicht
mehr offensichtlich! (Im Prinzip ist dafiir nachzuweisen, daf§ die beiden Gleichungssysteme die gleiche

Losungsmenge haben; dies kann man beispielsweise dadurch zeigen, daf§ man das eine Gleichungssystem
durch elementare Zeilenumformungen in das andere iiberfiihrt.)



