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Losungsvorschlag zum 9. Tutoriumsblatt

Aufgabe T-1.

a) Diese Aufgabe besteht im Wesentlichen im Losen eines homogenen linearen Gleichungssystems:
Das Gauf3sche Verfahren liefert

5 6 1 -5 0 11 1 0 1 11 1 0 1
2 2.0 3 0 01 -4 -5 —5 01 -4 —5 —5
1 11 0 1] ™ loo 2 3 2 ~ oo 2 3 2
4 5 2 —21 01 -2 —2 -3 00 2 3 2
11 1 0 1
o4 - s
00 2 3 2
00 0 0 0

Wir kénnen also 5 = A und 24 = p beliebig wihlen und erhalten dann der Reihe nach

Ty = )\,
Ty = W,
1 3
T3 = 5 : (—31'4 — 21’5) = —§/JJ — )\,
To =4x3+ Dy + D5 =\ — U,
5!
)= —Tgp — T3 —T5 = Sjl— A,
2
also die allgemeine Losung
2= A -1 5/2
A— 1 —1
T = —%u—)\ =X | =1 4+p- |32 mit A\, p € R
7 0 1
A 1 0

und damit die Lésungsmenge

~1 5/2 ~1 5

1 ~1 1 —2
L:< N >:< S| >:U

0 1 0 2

1 0 1 0

ergibt. (Im letzten Umformungsschritt haben wir den zweiten Erzeuger durch sein Doppeltes er-
setzt, um die unschénen Briiche loszuwerden. Je nachdem, welche Umformungsschritte bei der
Ermittlung der Zeilenstufenform gewihlt wurden, kann man auch andere Erzeuger erhalten.)



b) Hier sind alle Vektoren x+ = (b1 by by by b5)T € R® zu suchen, fiir die das lineare Glei-
chungssystem

1 2 0 4 by
2 0 1 3 b
0 -1 2 =3 | b3
4 2 2 8 by
3 1 1 6 bs
losbar ist, denn eine Losung ()\1 Ao Az )\4)T entspricht genau einer Darstellung von x als
Linearkombination
by 1 2 0 4
bo 2 0 1 3
T = b3 :)\1' 0 —|—)\2 -1 —|—)\3- 2 —|—)\4 -3
by 4 9 2 8
bs 3 1 1 6

der vier erzeugenden Vektoren von W.

Zur Feststellung der Losbarkeit formen wir das Gleichungssystem um:

1 2 0 4 by 1 2 0 4 by
2 0 1 3 by 0 —4 1 =5 | by—2by
0 -1 2 =3 b3 % 0 -1 2 =3 bs
4 2 2 8 by 0 =6 2 —8 | by—4b
3 1 1 6 bs 0 -5 1 —6 | bs—3b;
1 2 0 4 by
0o -1 2 =3 bs
% 0 0 -7 7 bg — 2b1 — 4b3
0 0 —10 10 | by —4by — 6bs
0o 0 -9 9 bs — 3by — Hbs
1 0 4 by
0o -1 2 =3 bs
5% 0 0 1 -1 b5—b4+b1+b3
o o0 -7 7 by — 2by — 4bs
0 0 -10 10 by — 4by — 6bs
1 2 0 4 by
0 -1 2 -3 b3
% 0 0 1 -1 b5—b4+b1+bg
0 0 0 O 5b1 + by + 3bg — Tby + Tbs
0 0 0 0 601 + 4b3 — 9by + 1005

Hier ist Zeilenstufenform erreicht, und nach den iiblichen Losbarkeitskriterien ist das Gleichungs-
system genau dann 18sbar, wenn 5b + by + 3b3 — 7by + 7bs = 0 und 6b; + 4b3 — 9b4 + 1005 = 0
ist. Das bedeutet insgesamt, dafl

5 1 3 =7 7
— 5 =
W‘{NR | (6 04 -9 10) g O}
ist. Als Rechenkontrolle kann man iiberpriifen, daf§ die vier angegebenen erzeugenden Vektoren
von W alle dieses Gleichungssystem l5sen.



(Man kann das erhaltene Gleichungssystem auch noch durch Zeilenumformungen bearbeiten, um
etwas iibersichtlichere Zahlen zu erhalten; das liefert dann beispielsweise

- S (1 -1 1 =2 8
W‘{xeR’<5 13 -7 7) =0

- S (1 -1 1 =2 8\
_{meR’<o 6 —2 3 -s) 770

aber das ist nur Kosmetik. Wichtig ist allerdings, sich klarzumachen, daf§ es — wie man hier sicht —
verschiedene richtige Losungen gibt!)

Aufgabe T-2.

a)

b)

Laut Vorlesung sind n Vektoren im R" (beidemale ist die Zahl n, das ist wesentlich!) genau dann
linear unabhingig, wenn die aus ihnen gebildete Matrix invertierbar ist. Wir miissen also nur die
Determinante dieser Matrix berechnen: Es ist

det(vl Uy vg):det =...=1-05,

— =
W N =
~+ W

also sind die drei Vektoren genau dann linear unabhingig, wenn ¢ # 5 ist.

Tatsichlich sind also fiir £ = 4 und ¢ = 6 die drei Vektoren linear unabhingig. Da nun n Vektoren
im R™ auch genau dann ein Erzeugendensystem bilden, wenn die aus ihnen gebildete Matrix in-
vertierbar ist (was wiederum, wie gesagt, dquivalent ist zur linearen Unabhingigkeit der Vektoren),
liefert das die gesuchte Begriindung,.

Zur Bestimmung der Darstellung des Einheitsvektors e; als Linearkombination von vy, vo, v3 ist
das lineare Gleichungssystem

1 11 1
1 2 3)-2z=10
1 3 ¢t 0

zu lsen; die Eintrige des Losungsvektors bilden die Koeffizienten (Koordinaten) der gesuchten
Darstellung. Anstelle dies durchzufiithren und fiir die Vektoren ey, e3 zu wiederholen, zeige ich
einen kleinen Trick: Wenn wir ndmlich alle drei Gleichungssysteme gleichzeitig zu 16sen versuchen,
suchen wir eine Matrix X € R3*3 mit

111 (100
123]-x=[010]|=&.
1 3 ¢ 00 1

Damit ist aber klar, dafy wir einfach die gegebene Matrix invertieren miissen (mit einem beliebigen
der uns bekannten Verfahren), daf§ also

-1

111 Lo[2n-9 3t 1
X={1238] =..=—[8-t t-1 2
13 ¢ t- 1 -2 1

ist. Speziell fiir ¢ = 4 heiflt das



und fiirt = 6
3 -3 1
X=|-3 5 =2

Das bedeutet: Fiir t = 4 ist

€1 = U1 +v2 — U3
62:U1—3U2—|—2’l)3

ez = —U1 + 209 — U3,
und fiir t = 6 ist

€1 = 37}1 — 3?]2 + U3,
€y = —3’111 + 5’02 — 2U3,

€3 = U1 — 2U2 + vs.

by
Fiir t = 5 liegt ein Vektor # = | by | genau dann in (v, v9, v3), wenn das lineare Gleichungssy-
bs
stem
11 1| H
12 3| by
1 3 5| bs

losbar ist. Mit dem gleichen Verfahren wie in Aufgabe T-1 b) kann man zeigen, dafl dies genau
dann der Fall ist, wenn by — 2by + b3 = 0 ist, also ist

(vi,v9,v3) = {z eR*| (1 =2 1)-2=0}.

Zur Ermittlung der Koefhizienten aller Darstellungen des Nullvektors als Linearkombination von
VU1, Vg, v3 ist das lineare Gleichungssystem

1 1 1
1 2 3)-2=0
1 35

A 1
zu 16sen. Mit kurzer Rechnung erhilt man die allgemeine Losung z = | —2A | = A+ [ =2 | mit
A 1

A € R, so daff die allgemeine verschwindende Linearkombination von vy, va, v3 lautet
Avp — 2 vg + Avg = 0 fiir beliebiges A € R.

(Dafd als Koeffizienten dieser Linearkombination die gleichen Zahlen auftreten wie in der impliziten Gleichung
fiir den Untervektorraum (v1, v2, v3), ist kein Zufall, wurde jedoch in der Vorlesung bislang nicht ausdriicklich

thematisiert. Wer findet eine Erklirung?)

Fiir t = 6 sind, wie gesagt, v, U2, v3 ein Erzeugendensystem von R?, also ist (vy, vg, v3) = R3.
(Dies #st eine implizite Darstellung, nimlich mittels eines Gleichungssystems ,aus null Gleichun-
gen“!) Da aber die Vektoren auch linear unabhingig sind, ist die einzige Darstellung des Nullvektors
als Linearkombination von ihnen einfach 0 = Ov; + Ovy + Ows.



Aufgabe T-3.

Damit man eine Chance auf lineare Unabhingigkeit hat, muff man auf jeden Fall zwei

verschiedene Einheitsvektoren zu vy, v9 hinzunehmen; dabei kommt es aber auf die Reihenfolge nicht an.
Damit sind also die sechs Matrizen Ay, = (U1 vy €y Eg) mit 1 < k < [ < 4 auf ihre Invertierbar-
keit zu untersuchen. Das ist eine reine Fleiflaufgabe (Berechnung von sechs 4 x 4-Determinanten); es
ergibt sich, dafl diese Matrizen invertierbar sind auffer A3, so daf§ man zwei beliebige Einheitsvektoren
hinzunehmen darf auffer der Kombination ,e; und e3“.

Daf§ die ,meisten”, auch zufillig gewihlten Vektoren zu zwei gegebenen Vekrtoren linear unabhingig sein werden, ist ein

allgemeines Phinomen; man kann nimlich in einem sehr allgemeinen Sinn beweisen, dafl eine ,zufillig hingeschriebene®

quadratische Matrix ,normalerweise® invertierbar sein wird.

Aufgabe T-4.

a) Dies ist mit den impliziten Darstellungen kein Problem: Man muf$ nur iiberpriifen, ob der Vektor
v die entsprechenden Gleichungen erfiillt — beides ist nicht der Fall, also liegt v weder in U noch

in W.

b) Dies ist mit den expliziten Darstellungen leicht, denn man mufl nur jeweils fiinf vollig beliebige
Linearkombinationen der erzeugenden Vektoren hinschreiben. (Es kann héchstens passieren, daf§
man den gleichen Vektor auf zwei unterschiedliche Arten erhilt, nimlich wenn die gegebenen
Erzeuger nicht linear unabhingig sind.)

¢) Die Summe ist mit den expliziten Darstellungen miihelos zu bestimmen, denn es gilt ganz allgemein

(U1, .oy 0p) + (W, .o ws) = (v, .

-1
1

U—I—W:< -11,
0
1
—1
1

:< S
0
1

5
-2
-3

Up, Wry ..

1
2
be(|o]
4
3

Wk O N

, Ws). Also ist

2 0 4
0 1 3
—1,2,—3>
2 2 8
1 1 6
0 4
1 3
,2,—3>.
2 8
1 6

d) Den Durchschnitt erhilt man leicht aus den impliziten Darstellungen, denn es ist nur die gemein-
same Losungsmenge zweier linearer Gleichungssysteme zu bestimmen, und diese ist einfach die
Losungsmenge des linearen Gleichungssystems, das durch Untereinanderschreiben der einzelnen
Koeffizientenmatrizen entsteht: Damit ist

Unmw =

;

reR

. 1 -1
ﬂ{xeR ‘ (O 6

reR’

5> 6 1
-2 =20
1 1 1
4 5 2
1
-2
5 6 1
-2 =2 0
1 1 1
4 5 2
1 -1 1
0 6 =2

-5 0
3 0
0o 1] *=VY
-2 1
-2 3
3 —8) 'I—O}
-5 0 )
3 0
0 1
9 z=20
-2 3
3 =8




f)

(Daff man die Darstellungen in c) und d) jeweils noch ein ganzes Stiick weit vereinfachen kénnte,
ist eine andere Geschichte — dies wird sich schon aus der in f) bewiesenen Tatsache U C W

ergeben, denn damit ist einfachU + W =W und UNW =U.)

Hier benutzen wir die explizite Darstellung von U und die implizite Darstellung von W: Denn
es geniigt zu zeigen, daf die erzeugenden Vektoren von U in W enthalten sind, daf} sie also das
Gleichungssystem von W erfiillen. Dies ergibt sich aus der Rechnung

-1 5

(1 -1 1 =2 3)_ _11 :g _(o o)

0 6 -2 3 -8 0 o 00
1 0

(Diese Rechnung ist hier etwas faul notiert: die rechte Matrix im Produkt enthilt die beiden einzeln
zu tiberpriifenden erzeugenden Vektoren von U als Spalten; entsprechend gehért die erste Spalte
des Ergebnisses zum ersten, die zweite zum zweiten erzeugenden Vektor.)

Da schon U C W gilt, bleibt nur zu tiberpriifen, ob W C U ist. Dies ist nicht der Fall, wie
man nun unter Benutzung der expliziten Darstellung von W und der impliziten Darstellung von U
sehen kann: Denn fiir den erzeugenden Vektor

1
2
0Olew
4
3
beispielsweise gilt
5 6 1 =5 0 é
-2 =20 3 0
1 1 1 0 1 91 70,
4 5 2 =21 5

wie man miihelos nachrechnen kann.



