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Losungsvorschlag zum 7. Tutoriumsblatt

Aufgabe T-1.

a) Man hat die folgenden Aquivalenzen:

pxexa e (1)@ E)-ConG)
— <9U1+I3 $2+9€4>:(I1+$2 5E1+I2)
Ty + T3 To+ T4 T3+ Ty T3+ T4
< T1+ X3 =21+ X2
N To+ Ty =x1+ X9
N 1+ 23 =2x3+ x4
N To+ x4 =23+ 24
<~ —xo+2x3=0
N —x1+x4=0
N x1—24=0
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Damit haben wir fiir 1, 9, 23, 4 das homogene lineare Gleichungssystem mit der folgenden
Matrix gefunden:

0 -1 1 0 10 0 -1
1 0 0 1 01 -1 0
1 0 o -1 ™ loo 0o o0
0 1 -1 0 00 0 0

Also kénnen x5 = A und x4 = p beliebig sein, und dann ist x; = 24 = ppund 3 = 23 = A, so
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b) In a) haben wir im Wesentlichen gezeigt, dafl

ist, so dafl nun noch die Beziechung
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zu beweisen ist. Dafiir beweisen wir beide Inklusionen einzeln, wie im ersten Semester gelernt:

»C“. Es gilt
A . ).
()\ ,U>—)\ A+<:U’ )‘> E27
also liegt jedes Element der linken Menge in der rechten Menge (nimlich mittels @ := A und
Bi=pu—N.
»D“. Es gilt

a+pf «

und eine Matrix dieser Form liegt in der linken Menge (nimlich mittels A := - und p := a + f).

Aufgabe T-2.  Wir verwenden das Untervektorraumkriterium (Satz 4.8) aus der Vorlesung:

a) Dies ist ein Untervektorraum. Es ist U; # () wegen 0 € U; (hier meint 0 den Nullvektor). Sind
x,y € Uy, so gilt x + y € U; wegen

(@+yh—(@+y)e+(@+y)s =1+ —Ta—yo+T3+ys =21 — T2+ T3+ Y1 — Y2 +y3 =0,
=0 =0

und fiir A € R gilt aulerdem

()\$)1 — (>\$)2 + ()\Zlf)g = )\$1 — )\272 + )\1’3 =\ (1'1 — X9 + $3) =0.
=0

b) Dies ist kein Untervektorraum: Denn beispielsweise ist der Nullvektor nicht in Us enthalten (im
Widerspruch zu Folgerung 4.9 in der Vorlesung).

c) Dies ist ein Untervektorraum; der Beweis funktioniert genauso wie der in a).

d) Dies ist kein Untervektorraum. Ein Teil des Untervektorraumkriteriums, der nicht erfiillt ist (und
zwar der einzige!), ist die Abgeschlossenheit unter Summenbildung: Beispielsweise sind die Vekto-

renz=(1 1 1) undy=(1 1 —1)"inU, enthalten (denn esist 12 = 1-1 = (=1)2), ihre
Summe z +y = (2 2 O)T jedoch nicht wegen 2 - 2 = 4 £ 0%,

Aufgabe T-3.
a) Esist
(=N v+ Aw (Distributivgesetz 4.1 b) i) ...)
=((=N)+A)-v (gewodhnliches Rechnenin R .. .)
=0r-v (Rechenregel 4.3 a) ...)
— 0y
sowie
A(=v)+ A (Distributivgesetz 4.1 b) ii) .. .)
=X ((—v) +v) (Definition von —v ...)
=X-0y (Rechenregel 4.3 b) ...)



b)

Die Beziehung (—A) - v + A - v = Oy bedeutet genau, dafy (—\) - v das (eindeutig bestimmte)
additive Inverse zu A - v ist, welches als —(\ - v) bezeichnet wird.

Ebenso heiflt die Beziehung A - (—v) + A - v = Oy ebenfalls, daff A - (—v) eine weitere Verkleidung
dieses (eindeutig bestimmten) additiven Inversen von A-v ist, das, wie gesagt, als —(\-v) bezeichnet
wird.

Aufgabe T-4.

a)

b)

Angenommen, u + w lige in U. Dann liegt, da auch w in U liegt, auch die Differenz (v + w) — u
in U, aber diese ist genau w, im Widerspruch zur Voraussetzung w ¢ U.

Angenommen, u+w lige in W. Dann liegt, da auch w in W liegt, auch die Differenz (u+w) —w
in W, aber diese ist genau u, im Widerspruch zur Voraussetzung v & W.

Es sei weder U C W noch W C U. Angenommen, es wire U U W ein Untervektorraum. Die
Voraussetzung bedeutet genau, dafl es ein u € U mit u € W gibt (das heiflt genau U ¢ W) sowie
einw € W mitw & U (das heiflt genau W ¢ U). Also liegen w und w beide in U U W. Da dies
(nach Widerspruchsannahme) ein Untervektorraum ist, gilt dann auch v +w € U U W, so daf§
u+w € U oder u+ w € W gelten mufl. Aber beides ist nach a) ausgeschlossen — Widerspruch!

»,—=". Dies ist genau die Kontraposition der schon bewiesenen Aussage aus b). (Dies ist also ein
Beweis durch Kontraposition.)

~<=—". Hier funktioniert ein direkter Beweis: Ist W C U, so ist W U U = U, und dies ist nach
Voraussetzung ein Untervektorraum. Ist U C W, so ist U U W = W ebenfalls ein Untervektor-
raum.



