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Aufgabe T-1.  Fiir die Frage, ob eine quadratische Matrix den vollen Rang hat (also bei den hier be-
trachteten Matrizen den Rang 3), haben wir ein handliches Kriterium, nimlich die Berechnung ihrer
Determinante — denn fiir quadratische Matrizen bedeutet ,,voller Rang” ja das gleiche wie ,invertierbar®.
Dies kénnen wir zuerst iiberpriifen: Ein wenig Rechnerei ergibt, dal det A = ¢3 - (> — 1)? ist. Damit ist
A genau dann invertierbar (und hat also den Rang 3), wenn weder ¢ = 0 noch ¢ = 1 ist; also bleiben nur
noch diese beiden Fille zu tiberpriifen. Ist ¢ = 0, so ist A = 0, so daf§ Rang(A) = Oist. Istt = 1, soist A
die Matrix, die nur aus Einsen besteht, die offensichtlich Rang 1 hat. Wir kénnen also zusammenfassen:

0 firt=0,
Rang(A) =<1 firt=1,
3 sonst.

Fiir die Matrix B ergibt sich det(B) = —2t*- (¢4 1). Damit ist B genau dann invertierbar (und hat also
den Rang 3), wenn weder ¢ = 0 noch ¢ = —1 ist. Nur noch diese beiden Fille bleiben zu untersuchen:
Ist t = 0, so hat B die Form ,iiberall Nullen bis auf eine einzige 1%, so dafi offensichtlich Rang(B) = 1
ist. Ist t = —1, so ist

1 1 -1
B=|1 1 -1],
—1 -1 -1

so daf§ in diesem Fall Rang(B) = 2 ist. Damit ergibt sich

1 firt=0,
Rang(B) =< 2 firt = —1,
3 sonst.

Aufgabe T-2.

a) Das Gleichungssystem ist genau dann 1sbar, wenn Rang (A |b) = Rang(A) ist — wie wir gleich
sehen werden, ist dies nichts weiter als eine beeindruckend klingende Umformulierung eines Kri-
teriums, das wir schon lange verwenden.

Formen wir nimlich die erweiterte Koefhizientenmatrix auf Zeilenstufenform um, um den Rang
berechnen zu kénnen, so ergibt sich:

1 2 0 « 1 1 2 0 Qo 1
Al=126 -2 0| o ~ 02 2 —2a | -2
36 a o’ 3+p8 00 a o>—3a | B

Wie man sieht, hingt der Rang von A davon ab, welchen Wert « hat:

o Ist a # 0, so ist Rang(A) = 3. In diesem Fall hat A und damit auch (A | b) vollen Rang, so
dafl das Gleichungssystem losbar ist.

Die Dimension des Lésungsraumes ist dann 4 — Rang(A) = 1. (Auch dies hitten wir frither
gewuf3t: Beim Berechnen der Losung ergibt sich genau ein freier Parameter.)



e Ist « = 0, so ist Rang(A) = 2, und es ist genau dann auch Rang (A|b) = 2, wenn
gleichzeitig # = 0 ist. Nur in diesem Fall ist das Gleichungssystem 16sbar, und die Dimension
des Losungsraumes ist dann 4 — Rang(A) = 2.

b) Im Fall @« = 8 = 1 lautet die oben berechnete Zeilenstufenform
1 2 0 1 1
02 -2 —2 | —2],
00 1 =2 1

aus der sich ohne grofie Miihe der Losungsraum

1-7A 1 -7
3A 0 3
E=qlvan] [ 2B =] T8 2
A 0 1
— b\z_/
=Tp =L
ergibt.
Im Fall @ = 8 = 0 erhalten wir stattdessen die umgeformte Koeffizientenmatrix
12 0 0 1
02 20| 2],
00 0 0] 0
die zum Losungsraum
3—2\ 3 -2 0
-1+ A -1 1 0
L= \ AER = o | TR [ {1 [TR- |,
7 0 0 1
S—— ~
=xp =Lg

fithrt.

Aufgabe T-3.  Wir gehen wie in Aufgabe T-1 vor und kliren zuerst mit Hilfe der Determinante die
Invertierbarkeit von A;. Da A, aber als Produkt zweier Dreiecksmatrizen gegeben ist, deren Determinante
ja besonders einfach zu berechnen ist, empfichlt es sich, das Matrixprodukt nicht zuerst zu berechnen,
sondern den Determinantenmultiplikationssatz zu verwenden:

t 1 t t 00
detA; =det [0 1 1| -det|1 1 O] =t-t="1¢>
001 t 11
Damit ist A, fiir ¢ # 0 invertierbar und hat damit den Rang 3.
Fiir t = 0 dagegen ergibt sich
010 00O 110
Ay=10 1 1 11 0)=1(1 21
0 01 01 1 01 1

Hier erkennt man, daff Rang(Ay) = 2 ist, denn er ist > 2, weil nicht alle Zeilen (oder Spalten) Viel-
fache voneinander sind, und er ist < 3, weil die Matrix nachweislich nicht invertierbar ist (oder, fiir
Scharfblickende: weil die mittlere Zeile/Spalte die Summe der beiden dufSeren ist).



Aufgabe T-4.  Anstatt die Determinante zu berechnen und zu faktorisieren (was selbstverstiandlich auch
méglich wire: es ergibt sich die Determinante Ja* —4a®+8 = $(a* —8a? +16) = 1 (a® —4)?), arbeiten
wir diesmal mit Zeilenumformungen:

4 3 a 4 3 « 4 3 «
o> a?—1 2 ~ 0 ioﬂ—l 2—%1043 ~ 0 o?—4 8—a?
—2a —3a -2 0 0 =243 0 0 o*—4

Damit gibt es fiir den Rang von A zwei Méglichkeiten:

o Ist a® # 4, also o # +2, so ist Rang(A) = 3 und damit dim U = 3 — Rang(A) = 0 (in diesem
Fall ist A ja auch invertierbar).

o Ist o? = 4, also a = +2, so ist &® = +8. Damit gibt es zwei Moglichkeiten fiir das Aussehen der
zuletzt gewonnenen Dreiecksmatrix: Fiir & = 2 lautet sie

O O =
S O W
S O N

so daff Rang(A) = 1 und damit dim U = 3 — Rang(A) = 2 ist.
Fiir @ = —2 ergibt sich dagegen die Matrix

—2

16 |,
0

S O =
S O W

also ist Rang(A) = 2 und damit dim U = 3 — Rang(A) = 1.

(Der einzige Fall, der nicht vorkam, war also der Fall dimU = 3. Dieser wiirde aber auch nur dann
eintreten, wenn A die Nullmatrix wire.)



