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10. Tutoriumsblatt

Vorbereitende Aufgaben (vor Besuch des Tutoriums selbstindig zu bearbeiten)

Aufgabe V-1.

a) Man lese die Definition einer Basis und der Koordinaten bzw. Komponenten eines Vektors beziiglich
einer Basis sowie die Defintion der Dimension eines Vektorraumes (5.1 und 5.8) sorgfiltig nach.

b) Man lese die grundlegenden Sitze tiber Basen von Vektorrdumen (5.6, 5.7, 5.10) sorgfiltig nach
und formuliere ihre Aussagen in eigenen Worten.

c) Inwiefern ist die Definition 5.8 auf Satz 5.6 angewiesen?

Aufgabe V-2.

a) Essei V ein R-Vektorraum mit Basis vy, . . . , v,,. Beziiglich dieser Basis wurde in der Vorlesung die
Koordinatenabbildung p : V' — R? behandelt (Lemma 5.4); man lese ihre Definition sorgfiltig
nach und gebe sie in eigenen Worten wieder. Wie lautet der Zusammenhang zum Begriff der
,Koordinaten“ (5.1 b))?

b) Es sei nun speziell
1 3
vp=[2] und v,=[-1]€R?
0 2
sowie V' = (v, v5) (und p : V — R2? die Koordinatenabbildung beziiglich der Basis vy, v2). Man
rechne nach, daf

4 -3
Uy = 1 und Ug = 8
2 4

in V liegen, und daf3

p(ur) = G) und  p(uz) = <_32)

Aufgabe V-3.  Im Vektorraum V' = Poly(R) der Polynome vom Grad < 2 betrachten wir zum einen
die Koordinatenabbildung

gilt.

p1:V — R beziiglich der Basis 27, z, 1
und zum anderen die Koordinatenabbildung
P2V — R® beziiglich der Basis 2° + z, 7 + 1,1 + 2%,
a) Man priife nach, daf§ fur alle a, b, c € R gilt

, a , 1 a+b—c
prlax®+br+c)=|b und po(az®+br+c)==-|b+c—a
c c+a—1>b

b) Fiir welche Polynome f € V gilt pi(f) = p2(f)?



Aufgabe V-4.

a) Es seien vy,...,v, € R™ gegebene Vektoren, und es sei U := (vy,...,v,) C R" der von ih-
nen erzeugte (,explizit gegebene®) Untervektorraum. Man formuliere (schriftlich, vollstindig und
verstindlich) eine Regel zur Berechnung der Dimension dim U.

(Hinweis: Ein Blick in Beispiel 5.11 b) lohnt sich!)

b) (Zum Forschen und freiwillig:) Wenn A € R™*" eine gegebene Matrix ist, wie ldf3t sich dann die
Dimension des (,implizit gegebenen) Untervektorraumes W := {x e R"|A-2 =0} C R
berechnen?



Tutoriumsaufgaben

Aufgabe T-1.  Im Vektorraum R* seien die Vektoren

1 0 5) 1
1 2 2 4
vi=fg s 2= BT und v4 = 1
1 1 1 0

gegeben, und es sei V' = (vy, v9, v3, v4).
a) Man zeige, daf$ vy, V9, v3, v4 linear abhingig sind.

b) Man zeige, dafd vy, va, v4 eine Basis von V' ist, und stelle v5 als Linearkombination dieser Basisvek-
toren dar.

c) Man erginze vy, V2, v4 zu einer Basis von R%.
Aufgabe T-2.  Fiir n € Ny bezeichnet, wie iiblich, Pol,,(R) den R-Vektorraum aller Polynome f mit
Grad(f) < n. Laut Vorlesung (5.9 b)) ist 1, z, x?, ..., x™ eine Basis von Pol,(R).
Man entscheide, ob die Polynome 1, x + 1, 22+ 2+ 1, 23+ 2* + 2 + 1 eine Basis von Pol3(R) bilden.

Aufgabe T-3.  In dieser und der nichsten Aufgabe beweisen wir Lemma 5.4 aus der Vorlesung.

Es sei V' ein R-Vektorraum und v4, . .., v, eine Basis von V. Es sei
A1
p:V—-R" ov—| mitv = Ao+ - + A\
An

die Koordinatenabbildung bzgl. der Basis vy, ..., v, (vgl. 5.5 in der Vorlesung). Weiter sei die Abbildung

A1
qg:R" =V, Sl o A+ Ao
An

gegeben, die ,in die andere Richtung als p* arbeitet.

a) Man begriinde, dafl p o ¢ = idg» und g o p = idy ist.

(Insbesondere ist also p bijektiv mit p~! = ¢.)

b) Man rechne nach, dafl fiiralle Ay, ..., Ay, i, . .., ftn, @ € Rogilt:

0
Q( )ZOVv
0
A1 M1 A1 H1
q(| + |+ ) =al )+ q( ),
¥ At
qgla-| + |)=a-q(] : |)




¢) Man folgere aus a) und b), dafl fiir alle w,v € V und A € R gilt

p(A-v) = A-p(v),
p(u+v) = p(u) + p(v),
0
p(Oy) =

Anleitung: Da q bijektiv ist, ist Anwenden von q eine Aquivalenzumformung. Man kann also beispiels-
weise folgendermafen beginnen:

p(A-v) = A-p(v)

< q(p(A-v))=q(A-p(v))

b)
<~

Aufgabe T-4.  In der Situation von Aufgabe T-3 seien zusitzlich v, wq, ..., w, € V und p1q,..., p, €
R.

a) Man beweie die Aquivalenz
v=pwr e, = p(v) = mp(wi) + .+ pep(wy).
b) Man beweise die Aquivalenz

wy, . .., w, ist Erzeugendensystem von V'

< p(w),...,p(w,) ist Erzeugendensystem von R".

Anleitung: Man beweise die Richtungen == und ,<==" einzeln. Der Beweis von == kinnte folgen-
dermafSen beginnen:

SAngenommen, wy, . .., w, ist ein Erzeugendensystem von V. Sei x € R™ beliebig; wir
miissen zeigen, dafS v Linearkombination von p(wy), ..., p(w,) ist. [...]*

¢) Man beweise die Aquivalenz

wy,...,w, €V linear unabhingig <= p(w;),...,p(w,) € R" linear unabhingig.

(Hinweis: Man beweise die Richtungen ,—=" und ,<=" einzeln.)

Dieses Blatt wird in den Tutorien im Zeitraum 18.—22. Dezember 2014 behandelk.



