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Losungsvorschlag zum 7. Ubungsblatt

Aufgabe 1.

a) Esseiy € f(f~'(B)); nach Definition von f(...) bedeutet das, dal es ein z € f~!(B) gibt
mit y = f(z). Nach Definition von f~!(B) ist dann aber f(z) € B, und wegen f(z) = y folgt
y € B. Also gilt f(f~*(B)) C B.

b) Beispielsweise kannman M =N, N = Zund B = {—1} C Zwihlenund f : N — Z, f(z) ==
fiir alle z € N (die sogenannte ,,Einbettungsabbildung). Dann ist f~!(B) = () und damit auch
f(f71(B)=0% B.

Ahnlich wie in Aufgabe 1 vom Tutoriumsblatt kann man ein solches Beispiel finden, indem man versucht, die
Aussage ,B C f(f71(B))“ zu beweisen. Dazu miissen wir also y € B als gegeben annehmen; um zu beweisen,
dal y auch in f(f~1(B)) lige, miifite erst einmal y iiberhaupt von der Abbildung f getroffen werden — und dafiir
gibt es im allgemeinen keinen Grund. Wir miissen also zur Konstruktion eines Gegenbeispiels nur die Mengen und

die Abbildung so wihlen, daf§ B ein Element besitzt, das nicht von f getroffen wird.

Aufgabe 2.

a) Die Abbildung f ist injektiv, denn aus f(x;) = f(22), also 321 + 4 = 3x9 + 4, folgt sofort
3x1 = 322 und damit x; = x9. Die Abbildung f ist jedoch nicht surjektiv, denn fiir alle x € Z
ist f(z) —4 = 3x eine durch 3 teilbare Zahl. Fiir die Zahl y := 5 beispielsweise ist aber y —4 = 1
nicht durch 3 teilbar, also kann es ein x € Z geben mit f(z) = 5.

b) Die Abbildung g ist injektiv nach genau dem gleichen Argument wie in a). Aber g ist auch surjektiv,
denn fiir jedes gegebene y € Qist 2 := $(y —4) ein Element von Q mit g(z) = 3-3(y—4)+4 =
(y—4)+d=y.

c) Die Abbildung h ist nicht injektiv, denn es ist beispielsweise h(1,0) = 0 = h(0,1). Aber h ist
surjektiv, denn fiir jedes y € R ist beispielsweise h(1,y) = .

d) Die Abbildung  ist injektiv, denn die Beziehung k(z;) = k(x3), also (23 +1, (z1+1)?) = (23 +
1, (x341)?) bedeutet 22 +1 = x3+1 sowie (21 +1)? = (zo+1)?, also 23 +22;+1 = x5+ 225+ 1.
Abziehen der ersten Gleichung liefert 221 = 215, woraus x; = x5 folgt.

Dagegen ist k nicht surjektiv, denn fiir jedes x € R ist 22 > 0, also ist die erste Koordinate 2% + 1
von k(x) eine Zahl > 1 (und die zweite Koordinate eine Zahl > 0). Beispielsweise gibt es also kein

x € Rmit k(z) = (—1,0).

Aufgabe 3. Wir bezeichnen Elemente von L mit x, 21, . .., Elemente von M mit y,y;, ... und Ele-
mente von N mit 2, 21, . ... (Mathematisch ist eine solche Vereinbarung bedeutungslos, aber sie kann
enorm helfen, nicht durcheinanderzukommen — ich empfehle sie fiir die eigene Arbeit wirmstens!)

a) Diese Aussage ist falsch. Ein Gegenbeispiel findet sich in Aufgabe 3 vom 7. Tutoriumsblatt; ein
weiteres ist das folgende: Setze L = N = {0} und M = N, also

(0} % N {0y.



Dabei ist egal, welche Abbildung g genommen wird (fiir f gibt es ohnehin nur eine einzige
Maglichkeit: alles geht auf 0). In jedem Fall ist f o g = idjoy injektiv (sogar bijektiv), aber f
ist nicht injektiv, da etwa f(1) = 0 = f(2) ist.

b) Diese Aussage ist wahr. Zum Beweis seien 1, 22 € L mit g(x;) = g(22). Da wir nur etwas iiber
[ o g wissen, liegt es nahe, auf die angenommene Gleichheit die Abbildung f anzuwenden: dann
folgt also f(g(z1)) = f(g(x2)), d.h. (fog)(z1) = (f o g)(xs). Aber f o g ist injektiv, und damit

folgt 1 = x2, was zu zeigen war.

c) Diese Aussage ist wahr. Zum Beweis sei 2z € N vorgegeben. Wir wissen, daf§ die Abbildung fog :
L — N surjektiv ist; also gibt es ein € L mit z = (f o g)(z) = f(g(z)). Mity := g(x) ist
dann aber z = f(y), d.h. wir haben ein Element von M gefunden, das durch f auf z abgebildet
wird. Dies beweist die Surjektivitit von f.

d) Diese Aussage ist falsch. Auch hierfiir findet sich in Aufgabe 3 vom 7. Tutoriumsblatt ein Ge-
genbeispiel; unser unter a) angegebenes lif3t sich jedoch auch hier dienbar machen: Denn f o g
ist bijektiv, also auch surjektiv, jedoch ist ¢ nicht surjektiv (da ja nur ein einziges Element von N
getroffen wird).

Aufgabe 4.  Eine andere Art, die Definition der Menge X zu formulieren, ist

X:{%)a,beN,agb}

a

Die Briiche dieser Form A

folgenden Wertetabelle:

werden alle getroffen beispielsweise von einer Abbildung f : N — X mit der

Hier werden also zunichst alle Briiche mit Nenner 1 und Zihler < 1 angesteuert (davon gibt es nur
einen), danach alle Briiche mit Nenner 2 und Zihler < 2, als nichstes diejenigen mit Nenner 3 und
Zihler < 3 usw., jeweils der Grofle nach sortiert. Nach Konstruktion ist f surjektiv, denn jeder Bruch

der Form ¢ mit a,b € N und a < b taucht an einer bestimmten Stelle in der Wertetabelle auf.

Die Abbildung f formelmiflig anzugeben, ist weitaus schwieriger. Tatsichlich kann man nachweisen (und das Riistzeug
dazu wird uns auch im Prinzip bald zur Verfiigung stehen), dafl fiir alle z € N
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gilt, wobei [a| die Aufrundung von a (also die kleinste ganze Zahl > a) bezeichnet. Fiir eine Herleitung dieser For-
mel oder einen Beweis ihrer Richtigkeit setze ich hiermit eine Maf§ Bier aus; der Wettbewerb steht allen angemeldeten

Student(inn)en, Tutor(inn)en und Korrektor(inn)en der Vorlesung offen und liuft bis zur Klausur.

Zusatzaufgabe. Das Verfahren, das in Aufgabe 4 funktioniert hat, scheitert hier, weil es in der Zielmen-
ge nicht mehr nur endlich viele Briiche zu jedem festen Nenner gibt. Es gibt aber dennoch eine surjektive

Abbildung N — Q™! Einen Weg, sie anzugeben, kann man durch folgende Beobachtung finden: Das



Konstruktionsprinzip der Abbildung f aus Aufgabe 4 lift sich folgendermaflen graphisch veranschauli-

chen:
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Die Wertetabelle von f entsteht dabei, indem man entlang der Pfeile liuft und die Briiche notiert, an
denen man vorbeikommt.

Unsere jetzige Aufgabenstellung lduft darauf hinaus, einen ,Pfad durch die Tabelle

1 2 3 4 )
1 1 1 1 1
1 2 3 4 )
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5

1 2 3 4 )
4 4 4 4 4
1 2 3 4 )
3 5 5 5 5

zu finden, der an jedem Bruch (mindestens) einmal vorbeikommt. Dafiir gibt es tatsichlich viele Méglichkeiten,



etwa

1 2 3 4 5 6
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 L
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
5 5 5 5 5

was zur Wertetabelle
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fihre, oder (dies ist ein beriihmter Weg, bekannt als das Erste Cantorsche Diagonalverfahren)
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mit der Wertetabelle
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