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Grundlagen der Mathgmatik |
Losungsvorschlag zum 4. Ubungsblatt

Aufgabe 1.

a) Fiir die Summen:
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Fiir die Produkte:
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b) Um die wechselnden (alternierenden) Vorzeichen bei der Summe in den Griff zu bekommen,
schreiben wir sie um als
1 (=1 1 (-1)
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Im k-ten Summanden hat der Nenner die Form £®. Fiir die Behandlung der Zihler brauchen wir
eine Moglichkeit, die Folge von Zahlen

(1,1:]_, agz—l, (1,3:]_, (1,4:—1,

formelmiifSig auszudriicken. Dafiir gibt es einen Standardtrick, der sich folgendermafen herleiten
1i8t: Jede dieser Zahlen ist das (—1)-Fache der vorangehenden, also gilt

a=1,a,=(-1)-ay=—1, a3=(=1)-ay = (=1)%, ay = (1) -a3 = (—=1)%, ...
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E und die

und allgemein a = (—1)*~1. Damit lift sich der k-te Summand schreiben als

gesamte Summe ist damit
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Beim Produkt durchlaufen die Zihler genau die geraden Zahlen zwischen 2 und 60, also die Zahlen
2k fir k = 1,...,30. Der Nenner wichst in jedem Glied um 3 an, wird also den Ausdruck 3%
beinhalten; genauer ist er immer um 2 grofler als 3k, hat also die Form 3k + 2 (man kann darauf
asuch kommen, indem man sich fragt, wie wohl ein — hier nicht auftauchender — ,nullter* Bruch
aussihe: Er hitte sicher den Nenner 2). Die Faktoren haben demnach die Form 2k3k + 2 fiir
k=1,...,30, und das Produkt ist
ﬁ 2k
P 3k +2

c) Wir schreiben Variablen fiir die beiden Fragezeichen und also Zahlen A und B derart, daf§
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fiir alle k£ € N gilt. Vielleicht findet man schon durch Probieren eine Losung; systematisch geht es
so: Durch Bringen auf den Hauptnenner erhalten wir

A B A(k+1)—Bk (A—B)k+A

kK k+1 k- (k+1) R4k

so dafl wir sicher dann fertig sind, wenn wir A und B so wihlen kénnen, dafl (A — B)k+ A =1
fiir alle £ € N ist. Dies ist dann der Fall, wenn B = A ist (dann verschwindet der erste Summand)
und auflerdem A = 1, also insgesamt fiir A = B = 1. Halten wir also fest: Fiir alle £ € N ist

1 1 1
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Damit entpuppt sich die angegebene grofle Summe als Teleskopsumme dhnlich dem Teleskoppro-
dukt aus Aufgabe 1 ¢) vom Tutoriumsblatt: Es ist
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Aufgabe 2.
a) Wir formen den Term 2% + 2px + ¢ mittels Quadratischer Erginzung um:
2+ 2pr 4+ q =2 + 2pr + p* + ¢ — p°
=(z+p)* = ("~

= (z+p)* —w (3. Binomische Formel)
= (@+ptw)(r+p—w)



Es ist also genau dann 22 + 2pz + ¢ = 0, wenn (z + p + w) - (z + p — w) = 0 ist, und dies ist
genau dann der Fall, wenn einer der beiden Faktoren verschwindet: Also im Fall z +p + w = 0,
dh.x =—p—w,undimFallz +p —w =0,d.h. x = —p + w.

b) Die Gleichung z? + 10z + 21 = 0 hat die Form 2 + 2pz + ¢ = O mit p = 5 und ¢ = 21.
Tatsichlich ist p? — ¢ = 25 — 21 = 4 = 22, wir konnen also in Teilaufgabe a) w = 2 setzen und
erhalten dann, daf§ genau dann 22 + 10z + 21 = O ist, wenn z = —p + w = —5 + 2 = —3 oder
r=—p—w = —5— 2= —T7ist. Die Lésungsmenge der Gleichung ist also L = {—3, —7}.

Aufgabe 3.

a) Esist 0 e 0-c
2 i g b ted =qg-c=d Vb t=(a-0)-(b-d) = —=
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denn esist (b-d)™' =d~'- b~ (vgl. Losungsvorschlag zum 4. Tutoriumsblatt, Aufgabe 3 a)).

b) Esist
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denn es ist (E) = - wegen
¢ dacd_,
d ¢ c-d

und der Eindeutigkeit von Inversen. (Natiirlich ist auch ein direkter Beweis von b) ohne Riickgriff
auf a) moglich.)

Aufgabe 4. Um beide Seiten der Gleichung sinnvoll miteinander vergleichen zu kénnen, bringen wir
sie auf einen gemeinsamen Nenner. Damit die Terme nicht zu groff werden, sollte man beachten, dafl
9—2?=3%—2%=(3—21)-(3+ ) ist, daB also als gemeinsamer Nenner bereits 9 — 2% ausreicht (und
nicht etwa (9 — 2?) - (3 — ) - (3 + z) benotigt wird).

Wegen
T ?+9  z-(3+ux) *+9 Br+a2®—2"—-9 3z-9
3—z 9—-22 (B3-2)-(3+z) 9—a2 9 — x2 9 — g2

und
r  9—2a? r-(3—xz)  9-z*-3x+2* 9-3
3+ 9—-22 (3+2)-3-2) 9 — 12 9 — a2

gilt also fiirz € Q \ {—3, 3}:

x :1:2+9_1 x
33—z 9—g2 3+
3:70—9_9—390

= 9—g2 9— g2
<— 3r—9=9-3z
< 62 =18
<~ x=3.

Da z = 3 aber nicht in Q \ {—3, 3} liegt, ist damit L = 0.



